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AVERTISSEMENT. 


Comme  pour  le  premier  \  olume,  nous  suivons  à  peu  près  clans 
le  Tome  II  Tordre  clironoloj;ique.  Les  Mémoires  ici  reproduits 
vont  de  1838  à  1872;  nous  y  avons  joint  des  Notes  puMiées  par 
Hermite  dans  dilTérents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son  Cours 
d'Analyse  de  l'Ecole  Polvteclmique,  et  une  Lettre  à  M.  Tannerj 
se  rapportant  aux  fonctions  modulaires. 

Il  m'est  agréable  d'offrir  à  M.  Henry  Bourget  mes  vifs  remer- 
-cîments  pour  le  concours  très  précieux  qu'il  ma  apporté  dans  la 
revision  du  texte  et  dans  la  correction  des  épreuves.  Tous  les 
calculs  ont  été  refaits  ou  au  moins  indirectement  contrôlés  par  lui. 
Il  y  a  eu  là,  pour  certains  Mémoires,  en  particulier  pour  les  études 
relatives  à  l'équation  modulaire  et  à  l'équation  du  cinquième  degré, 
un  tra\ail  d'autant  plus  considérable  que  la  rédaction  d'Hermite, 
dans  les  questions  algébriques,  est  extrêmement  concise  et  laisse 
souvent  de  côté  des  intermédiaires.  A  la  suite  de  cette  re\ision,  il 
nous  a  paru  utile  de  faire  dans  le  texte  certaines  modifications  d'un 
caractère  surtout  numérique;  les  plus  importantes  d'entre  elles 
sont  signalées  dans  des  notes. 

J'adresse  aussi  tous  mes  remerciments  à  M.  Gautllier-^  illars 
pour  les  soins  qu'il  donne  à  cette  édition.  Nous  sommes  heureux 
d'a\oir  pu  placer  au  début  de  ce  \  olume  un  portrait  d'Hermite, 
(jui  le  représente  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Emile  PICARD. 


ŒUVRES 


CHARLES   HERMITE. 


TOME    II 


SUR 


LÀ  THEORIE  DES  FORMES  CUBIQUES 

V  mois  INDÉÏEHMINÉES. 


Journal  de  Mathématiques  jtures  et  appliquées, 
1"  série,  t.  III,  i858,  p.  Sj. 


L'étude  des  fonctions  homogènes  du  troisième  degré  et  à  trois 

indéterminées  conduit  à  considérer  avec  une  forme  donnée  de  cette 

espèce  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qui  s'en  déduisent,  et 

dont  je  rappellerai  en  premier  lieu  les  expressions.  Soit  pour  cela  U 

la  transformée   canonique  de    la    forme   proposée,    de    sorte    que 

Ion  ait 

L  =  .T"'  -H  y3  _|_  ^3  _|_  6  / xyz  ; 

le  premier  de  ces  systèmes  sera  celui  des  invariants  et  du  covariant 
cubique,  savoir  : 

S  =—l  ~  /••, 

T  =  I  -  -ml-'—  S /fi, 
Hlj  =  l-^ ( x^ -^ _x^ -r-  --'  )  —  (i  -1-  ■2l^)x_xz. 
H.  —  II.  1 


•2  (H-iuvHKs   m;   ciivui.  i;s  iikkmiti;. 

[.e  second  svslc'me  srra  InriiK' des  deux  coiilicviinaiils  nu  lonnos 
ciil)i([iics  adn)inles,  sa\oir  : 

PI"  ^—  /(.H—  v^-    :;')     -  (—  I  —  \li).ryz. 

QU  =  (I  _,o/3,(.r»    -^k'^  -»)  —  ()/-^(  ■>  -f-  ^/^)./•)•-. 

J'omels  à  dessein  les  co\arianls  el  fornies  adjointes  d  un  degré 
supérieur  au  troisième,  n'ayant  pas  à  m'en  occuper  ici,  el  j'observe 
seulement  que  les  combinaisons  bnéaires 

6a  PI    ^     ,âQU, 

où  a  et  ^j  sont  des  constantes  indéterminées,  représentent  encore, 
la  première  un  covarianl  et  la  seconde  une  forme  adjointe  de  U. 
On  en  peut  conclure  que  les  invai'iants  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre  de  ces  deux  fonctions,  que  nous  désignerons  avec  M.  Cavlej 
de  cette  manière  : 

S(    olVi     -^6^HL), 

S((JaPU-i-     .3QU), 

T(    aU     —  <>^HU), 

T^GaPU-^     .SQU), 

doivent  reproduire  des  combinaisons  rationnelles  des  invariants 
primitifs  S  et  T.  C'est  efl'ectivement  ce  que  ce  savant  géomètre 
a  mis  en  évidence  en  donnant  dans  les  Tables  qui  terminent  son 
troisième  Mémoire  sur  les  c/unntics  les  expressions  complètement 
d('veloppées  de  ces  quatre  quantités.  En  cliercbant  à  a|)profondir  la 
nature  de  ces  expressions,  j'ai  été  conduit  à  un  résultat  intéressant, 
non  seulement  parce  qu'il  en  montre  le  véritable  caractère,  mais 
parce  (pi'il  donne  un  nouvel  exemple  de  cette  étroite  connexion 
entre  les  formes  cubijpiesà  trois  indéterminées  el  les  formes  biqua- 
dratitpies  binaires,  que  M.  Hesse  et  M.  Aronliold  ont  les  premiers 
signalée  dans  leurs  belles  recherclies.  Mais  je  dnis  rappeler  d'abord 
qu'en  représentant  ui\(^  forme  binaire  du  (pi;ilriruir  degré  par 

y  =  ax'    -  i  hx^y  -t-  {\cx-y-  —  i  dx  y^  -^  f^J'i 
OU  M,  pour   les   rovariaiits    des    degrés   quatrième   et    sixième,   ces 
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expressions 

g  =  (  rtc  —  b-  )x''  -\-  }.  (  <id       hc  )  x^y  -i-  {  ae  —  x  bel  —  3  c'^  ) x'^^y- 

-f-  li  be  —  cd }xy^  -^  (  ec  —  d-  t y'*, 

h  =       {(i-d  —  ) abc  -+-  }. b^ ) x^ 

-H  (  rt'^  e  -H  1  abd  —  <j  ac^  -f-  G  6-  c  )  x'y 
-i-  (  *  abe  —  I  5  acd  -n  lo  6'^  d)x''y- 
-1- ( — load-^r-  iob-€)x^y^ 
-4-  ( —  )  ade  -r-  I  )  bce  —  i  o bd-  }x'^y'* 
-!-  { —  lie-  —  JL  bde  -r-  9  c-  e  —  (i  cd-  )  xy'" 
-r-  ( —  be-  -4-  3  (de  —  )  (/*  )  y^. 

Cela  posé,  je  considère  la  forme  biquadratique  suivante  en  a  et  ^, 

sasuir  : 

/  =  a-  —  2 ',  S a2 .32  —  8 T ai^  —  48  S"^  ,â', 

et  si  l'on  en  déduit,  d'après  les  formules  qui  viennent  d'être  rappor- 
tées, les  deux  covariants  ^  et  A,  on  aura  ces  formules  remarquables, 
sa\oir  : 

S(aU-.6^HUj  =  -  '^, 
4 

6iS-MaL"  — GillU)-  Tî(aL'  ^  6^HU  j  ==  (  64  S3  -  T^./3. 

Soit  en  second  lieu 

/=  48Sa*^8Tx'3  — 96S^'a2i2_  ,4  TSai^— (  T'^  ^  i6S3|;îS 

on  obtiendra  d'une  manière  toute  semblable 

S(C)aPU^iQU)=— -^^ç-, 
I 

T(6aPU-^;îQL  j=—  -A, 
64S3(6aPU  ^  ;iQU)  —  T2(r.aPU  ^  fiQU)  =  (64 S'-  T^  i^-'- 

Ces  deux  formes  f  du  quatrième  degré  que  nous  avons  employées 
successivement  ont  d'ailleurs  entre  elles  cette  liaison  singulière 
que,  si  l'on  désigne  par  k,  A',  A-",  k'"  les  racines  de  l'équation 

xi—  2^S:/-2— 8TJ-—  i8S2=o, 


4  («tvRKS    DE   rii\in.i:s    iikk.mite. 

les  rai'ines  de  I  antic  lorinc,  (•"csi-à-diic  de  I  ('-(nialinu 

48Sa-''-i-  8T.r'— g6S-./-— iiTS./— (  T2-h  i()S>  i  =  o, 


seronl 


;/. 


S       I  ,,       S        I  ,„       S        I     „       s 

/.  I  /•  I  ''4  Z' 


Je  reviendrai  sur  ce  poinl  dans  un  prochain  lra\ail,  où  je  nie  pro- 
pose d'elablir  onlrc  autres  choses  celle  proposition  qu'il  exisie 
toujours  unr  substitution  linéaire  réelle  pour  réduire  toute 
loriiic  cuhiciue  (hinnée  à  coeflîcienls  réels  à  l'expression  eanonicpie 

x'^ -\-  y'-^ -i-  j^-i-  (>I.ryz. 

La  même  (diose  n'a  pas  lieu,  eoinnie  on  sait,  ni  pour  les  lornies 
hiquadraliipies,  ni  pour  les  foruies  cuhicpies  à  deux  indélerniiiiées. 


SUH  LA  HESOLLTIOX 


L'ÉQUATION   DU   CINQUIÈME  DE&RÉ 


Comptes  rendus  de  l 'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI,  i858  (Ij,  p.  5o8. 


On  sait  que  réquation  générale  du  cinquième  degré  peut  être 

ramenée,  par  une  substitution  dont  les  coefficients  se  déterminent 

sans  employer  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux  carrés  et 

cubiques,  à  la  forme 

x^  —  X  —  a  =  o. 

Ce  résultat  remarquable,  dû  au  géomètre  anglais  M.  Jerrard,  est 
le  pas  le  plus  important  qui  ait  été  fait  dans  la  théorie  algébrique 
des  équations  du  cinquième  degré,  depuis  qu'Abel  a  démantré 
qu'il  était  impossible  de  les  résoudre  par  radicaux.  Cette  im- 
possibilité manifeste  en  effet  la  nécessité  d'introduire  quelque 
élément  analytique  nouveau  dans  la  recherche  de  la  solution,  et, 
à  ce  titre,  il  semble  naturel  de  prendre  comme  auxiliaire  les  ra- 
cines de  l'équation  si  simple  dont  nous  venons  de  parler.  Toute- 
fois, pour  légitimer  véritablement  son  emploi  comme  élément 
esssntiel  de  la  résolution  de  l'équation  générale,  il  restait  à 
voir  si  cette  simplicité  de  forme  permettait  effectivement  d'ar- 
river à  quelque  notion  sur  la  nature  de  ses  racines,  de  manière 
à  saisir  ce  qu'il  y  a  de  propre  et  d'essentiel  dans  le  mode  d  exis- 
tence de  ces  quantités,  dont  on  ne  sait  jusqu'ici  rien  autre  chose, 
si  ce  n'est  qu'elles  ne  s'expriment  point  par  radicaux.  Or  il  est 
bien  remarquable  que  l'équation  de  M.  Jerrard  se  prête  avec  la 
plus  grande  facilité  à  cette  recherche,  et  soit  même,  dans  le  sens 
que  nous  allons  expliquer,  susceptible  d'une  véritable  résolution 


t*:  i  \  n  K  s    I)  K   <;  ii  .\  k  i.  k  s   ii  i:  ii  m  i  i  i; 


an  ilylitjiii'.  (  )n  [mmiI  en  cllcl  (M)uc(n(iir  la  (|ii(Sliou  de  la  r<''-«()lii- 
lion  (les  é(|iiali()iis  alyohricjucs  sous  un  poiiil  de  vue  dillérenl  de 
celui  ijui  depuis  lon>;leMij)s  a  été  indi(jU('  par  la  résolution  des 
é(juations  des  quatre  |)reniicrs  dcf^^rés,  et  auipiei  on  s'est  suiloul 
attaché.  Au  lieu  de  chercher  à  rejirésenler  par  une  formule  radi- 
cale à  déterminations  multiples  le  système  des  racines  si  élroile- 
menl  liées  entre  elles  lorsqu'on  les  considère  comme  fonctions 
des  coeflicients,  ou  peut,  ainsi  que  l'exemple  en  a  été  donné  dans 
le  troisième  dej;ré,  chercher,  en  introduisant  des  variahles  auxi- 
liaii'cs,  à  ohtenir  les  racines  séparément  exprimées  par  autant  de 
fonctions  distinctes  et  uniformes  relatives  à  ces  nouvelles  \anahlcs. 
Dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  où  il  s'agit  de  l'équation 

x^  —  3  a"  -t-  ■>.«  =  o, 

il  sufht,  comme  on  sait,  de  représenter  le  coefficient  a  par  le  sinus 

d'un  arc  a  pour  que  les  racines  se  séparent  en  ces  trois  fonctions 

hieu  déterminées 

a              .a-l-v.  t:              .a-+-4^ 
■2  s  ni  -,      asm — }      ■>.  sm — • 

Or  c'est  un  fait  tout  semhlable  que  nous  avons  à  exposer  relati\e- 
ment  à  l'équation 

Seulement,  au  lieu  des  sinus  ou  cosinus,  ce  sont  les  transcendantes 
elliptiques  qu'il  sera  nécessaire  d'introduire,  et  nous  allons  en 
j)remier  lieu  en  rappeler  les  définitions. 

Soient  K  et  R'  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


v/T-TTT- 
c'est-à-diic 


K=r— ^i=,    K=r 

^„     i/i —  /»■«  singes  .'„ 


d-:> 


y/i  —  /»-*siii^ï.  . '„     ^/l  — /,'- >in='9 

et 

K 

q  =  e      "*  ; 

la   racine  cjuatrième  du  module  et  de  son  complément  s'exprime 
au  mojen  de  q  par  ces  fonctions  dont  .Jacohi  a  fait  la  découverte. 


Il  ic  s  o  I,  u  r  I  ()  N  n  ic  l  k  o  u  a  t  i  o  n   i»  i    c  i  n  q  1 1  e  m  k  d  i-;  r.  r  k  , 
savoir  : 


^^^v/^t-^'-^^-'^:'C"^--  -si-v'n 


^    /.^  I  )//(  fiftiii^-^-iin 


^  r—  I  12  7  2 

'^      "^  ^     1  -^  Y  -^  7'  -t-  y»"  -T- .  .  . 


/•  8/ -     I  —  7  —  7''  -+  7 ■•  -^ .  .  .  /-  8/ 


1  —  v. 7    ^  iq*  ^  K]^^  — 


!■'' 

2'""'"'/ 

I 


I  \in  fiiin^+m 


—  I  )'"  Y^"'- 


'   I -t- ■'.  7 -t ->.  7  • -i- s>.  79  — . . . 


t//?  = 


I 


:t/;;' 


'--7        7- -f- 7  -  -■- 7         or'-—...  

1-1-7   7-    7'    7        —7'-       r     ...  Y^  '/niZ/IH-ll        -iî»(i+/HI 


V 


I  —  7  —  7'  —  7  •  ^  7'  ' 
1^7  ^7'  ^7'  -7'" 


'  —  •'7  —  '7'  —  'V 


(— 1|-  7= 

I  —  1 1  "'  7  ' 


,//(  /-,-'ii  +1" 


y^'j- 


2  (-1  )'"<?"'■ 


I  —  -iq  >  ^  -,  (!<■  —    xji  .  _  2  7''2 


7'  -^•>.7'—  '-Y''^ 


I    -^  •>.  7   ^-    27'   -H   •>.7''   -r-  ■Xt/^'^  —   . 

En  posant 


^  (—  1 1'"  7-'"' 

21  '^"''' 


nous  désignerons  ('/A-  par  o{(.o)  et  {'A'  par  '}(o->).  Relativement  à 
cette  variable  to,  on  aura  ainsi  des  fonctions  affranchies  de  l'ambi- 
guïté cpii  tient  au  facteur  yA/,  et  dont  je  vais  en  peu  de  mots  indi- 
quer les  propriétés  fondamentales.  Elles  découlent  des  relations 


8  ŒivRKs   i)i;   CM  A  in,  i:  s   m:  a. m  ni:. 

siil\;iiiU's,  (loiil  hi  (l('iii(»nslr;ili(tii  csl    iimnrdiale,  savoir  : 

ç8((0)-f-'^«((0)  =    I, 

o  (  to  -i- 


e 


-7    'f  (  W  ) 


'!/(  oj 


•i/  (  (O 


U 


I  (  (O  ) 


(  )n  en  ilcdinl  nue   -^     j —     el  'J     ; —      s  cxpriiucnl   siiiinlc- 

'         '  \a-t-  01.0/         '   \ a  +  /> w /  1  ' 

nient  en  o(co)  el  '}(w),  «,  6,  c,  ^  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques assujettis  à  la  seule  condition 


rd  —  hr  = 


Les  relations  auxquelles  on  jiai\ient  de  la  soite  ayant  une  grande 
imoortance,  non  seulement  pour  l'objet  que  nous  avons  présente- 
ment en  vue,  mais  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  el  ses 
applications  à  l'arithmétique,  je  vais  les  indiquer  en  me  bornant, 
pour  abréger,  aux  valeurs  de  <s  ( ^)  •  J'observe  à  cet  eUcl  que 


la  congruence 


ad  —  hc  ss  I 


1110(1    2  ) 


est  susceptible  de  six  solutions  distinctes  renferiiu-es  dans  (;e  Ta- 
bleau : 

a  b  c  d 


I. 

1 

o 

o 

1 

II. 

o 

1 
I 

1 

o 

m. 

1 

() 

' 

IV. 

1 

' 

I 

o 

V. 

1 

f) 

1 

1 

VI. 

o 

1 

1 

1 

RKSOUTION    m:    LEOl    \TION     DU     C  I  N  Q  l   I  IC  .M  E    I)  K  G  R  K  .  9 

el  (lOii  résiillcnl  .nilant  (Je  lorines  différentes  pour  les  expressions 
; —  Cela  pos<'\  nous  aurons  sui\ant  eliacun  de  ces  six  cas  ces 


équations 

I  c  -T-  doi  \  ,     - 

(I)  <p( .-     ==ç(oi    e 


doi  \  ,     '—[lUc- 


(II)  œ     j—     ='l/((o)e8 


i-K 


di.<i  \         ,  .         -—,(•(<■- <^/ 1  —  11 


(III)  cp     1~)=- 

(IV) 


.  (  OJ  ) 


I  —  [rfu/-,:-l. 

e  " 


(V)  of^-^U'fi^.'^", 


(VI) 


'b  (  0)  ) 

r  -i-  rho  \         'b  i  0)  ) 
a  -h  bo>  /        o(  OJ  j 


Nous  rappellerons  encore  cette  propriété  fondamentale,  qu'en 
désignant  par  n  un  nombre  premier  et  posant 

(•  =  o(rt  to),  11  =  ç(io), 

V  et  II  sont  liés  par  une  équation  de  degré  /?  +  i ,  qui  présente  ainsi 
un  type  nouveau  d'équations  algébriques  dont  les  racines  se  sé- 
parent analytiquement  par  lintroduction  dune  nomelle  variable. 
En  désignant,  en  effet,  par  c  un  nombre  qui  soit  i  ou  —  i,  suivant 
que  2  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  ])ar  rapport  à  /?,  les 
n  -+-  I  racines  n  seront 


zo(nM)       et 


/  to  -^  1 6  ni  \ 
\        «        / 


m  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  n  (*).  Mais,  sans 
insister  ici  sur  les  autres  propriétés  remarquables  des  équations 
modulaires,  je  m'attacherai  seulement  au  fait  si  important  annoncé 
par  (jialois.  et   qui  consiste  en  ce  qu'elles   sont   susceptibles  d'un 


(')  La  delerniinalion  de  s  a  été  donnée  par  M.  Sohnlvc  dans  un  excellent  tra- 
vail public  dans  le  Tome  16  du  Journal  de  Crelle  sous  le  titre  :  JEquationes 
luodulares  jiro  transformatione  functionitni  rlliplicariiin. 


lo  i*:i  vin:s  i»i:  ciiaiu.ks  iii:»Mrii;. 

al)iii>»>('Mi('iil  iiii  (l('j;r(''  iiih'-riciir  d  iiiic  iimti'  dans  les  cas  de 

«  —  ■).         'i  ~  ~         "■'  n  —  \\ . 

I»u'ii  (|ii('  nous  ne  |)(»ss(''(lioiis  (|iir  (iiiclcuics  iVii^incnls  <lo  ses  tra- 
\au\  MIT  celle  (jiicslion.  il  iicst  |»as  (lIKicile,  en  smvanl  la  \()ie 
qu'il  a  ou\crlc,  <le  relrouvcr  la  (Ic-nionslralion  de  celle  hellc  pro- 
position; mais  on  narri\e  ainsi  qu'à  s  assurer  de  la  possibdilé  de 
la  réduclion.  cl  une  lacune  iinpoiianle  restait  à  remplir  pour 
pousser  la  (pieslion  jusipià  son  dernier  terme  (').  Apres  des  ten- 
latives  qui  remontent  à  une  ('poipie  déjà  éloif;née,  jai  Irouvé  (pie 
dans  le  cas  de  r«''(|ualion  modulaire  du  sixième  deyrt' 

m"  —  c  '  —  5  ir-\-{  II-  —  c-  I  ^  4  '"'(  '  —  ii'i''*  )  =  o, 

on  y  parvenait  ais(''inenl  en  considérant  la  l'onclion  suivante  : 

Eflecli\eiiienl,  les  quanlilés 

'P(oi),     <I>((,j -H  i6).     ^(lo -f- 2.  i6  ).      *(co  — i.iG),     *((o-^4.i6) 

sont  les  i-acines  d'une  équation  du  cimpiième  dej;"ré  dont  les  coef- 
licieiiis  contiennent  rationnellement  '-5((>)),  savoir  : 

**  —  i'.'»^  *œ''((o  )  -i/'B!  w  )  —  a"'  /55  !2'(oi)  '^'«(to)  [i  -f-  cp''^  co)]  =  o. 

Or  on  voit  qu'on  ramène  cette  écpialion  à  celle  de  M.  Jerrard  en 
faisant  simplemenl 

'I»  =  y/-2^  5*  cp (  (O  )  -M  (  i<})ar, 
car  il  vient  par  là 

■j.       I  -+-  t&»Cto)     _ 

^7^  oî(t.i)t!/''(to)  ~ 


(')  Po«lérieurernent  à  iiu-s  preiiiioi-es  icclierclies  reslées  inédites,  mais  donl  les 
résullats  avaient  été  annoncés  {Œtares  de  Jacobi,  t.  H,  p.  249).  ""  ncomclrc 
ilalicn  distingué,  .M.  iJelti,  a  publié  un  travail  sur  le  même  sujet  dans  les  An- 
nales de  M.    Torlolini. 


IIKSDI,  l    ilON    1>K    L  KO  X  AT  ION     DU    C  I  N  Q  U  I  E  M  li    DIMiHK.  M 

Donc,  Il  ne  rester;!  plus,  pour  ;irii\cr  à  rex|)rcssion  des  racines  de 
I  ('"(piiilion 

par  la  fonction  <!>{  (o),  qu'à  détei-niiner  (o  ou  ])liitnt 'i(  (o  )  parla  con- 
dition suivante  : 

■X  I  —  O**l'0)  ) 


Soit,   jiour  siuiplilier, 

A  =  a, 

et  prenons  poui-  inconnue  C5''(^to)ou  le  module  /•"  lui-même  de  liii- 
tégrale   elliptique;   on   parviendra   à   une  é(jualion  du   (jualrièine 

degré 

k*  -T-  A2  X-3  -^  ■>.  /.^  _  A  V.  -^  I  =  (., 

qui  est  susceptible  d'une  solution  analytique  sous  le  point  de  vue 
précisément  où  nous  sommes  placé  en  ce  moment,  car,  en  faisant 


on  trouvera  ces  expressions  des  racine 


,  7.  a  —  V.  7T  —  —  a 

/r=l;iiig-5      l;m^  ■ •.      laiii;  — - — i      tan 

■    4  '  »  '         4 


Faisant  choix  de  l'une  d'elles  pour  module,  afin  d'en  déduire  la 
valeur  correspondante  de  (o,  on  aura,  pour  les  racines  de  l'équa- 
tion de  M.  Jerrard,  ces  valeurs  de  x 

I  <1>  (  (O  )  I        <t>  (  co  -T- 1  f  )  ;  I       <1>  (  (.j  -+-  -2 . 1 6  ) 


I        <1»  (  w  -T-  > .  1 6  )  I        <|i  (  (0  -i-  4  •  1 6  ) 

C'est  donc  la  résolution  de  l'équation,  en  tant  que  les  racines  se 
trouvent  représentées  séparément  par  des  fonctions  uniformes. 
Quant  au  calcul  numérique,  la  convergence  extraordinaire  des 
séries  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  '-p(w)  le 
rendra  très  court,  même  dans  le  cas  où  q  sera  imaginaire,  car  on 


la  y*:  i  \  u  i: s   i>  i:   c  ii  a  k  i.  k s   ii  k  h  m  i  t  i:  . 

sail  (lue  son  iikmIuIc  pctil    l(uij(»in>  rire    altiiisst-  au-dessous  de  la 

limite  c      ^  *  =  o,o658.  Ou  peul  aussi  l'airf  le  déveloj^peun'ut  sui- 
vant les  j)uissances  ascendantes  de  q,  cecim  lionne.  en  posant  pour 
1 

simplifier  q'  =  i|, 

4> (  to  I  =  \/2^  j  y/q'^ (i  —  0  —  fl-  —  fl^  —  S q^  _  i)  qs  -t-  8 q"  —  9 q*  — . .  . ), 

et  1  on  trou\erait.  pour  le  earré  et  le  euhc  de  <Ii((o). 

<l>- (  to  I  =  -2^  5  v^q'C  1  -r-  •>.  Il   -  q-  -r-  j  ir  —  18  iv'  —  5  )  0''  —  '  i  q'  — ...  1. 
<|>3(io)  =  /-i'i'  y/q^M  -H  3ii  —  .>.q3  —  G(\^  —  9.  jir  —  790'"'  — •  •  •  >• 

La  première  des  séries  entre  parenthèses  manque  des  puissances 
de  i\  dont  l'exposant  est  ^  4?  moâ  5,  la  deuxième  et  la  troisième 
des  puissances  dont  les  exposants  sont  respectivement  ^  1  et 
^  1.  mod  5.  D'ailleurs  le  chanjiement  de  to  en  w-f-  \6m  reviendra 
à  multiplier  la  quantité  1]  par  les  diverses  racines  cinquièmes  de 
I  unité. 

J'observerai  enfin  que  le  système  des  cinq  fonctions  $((o-t- lô /«) 

.1                                               1      •      .  ■          c  -H  (/m 
possède,  par  rapport  aux  sui)stitutions -. —  qui  appartiennent  a 

la  première  classe,  des  propriétés  toutes  semblables  à  celles  de 
'C'  0)).  EfVectivement .  en  faisant,  pour  al)réi;er. 

<1m  oj  -r-  1 6  m  )  =  *,„  (  to  ) , 

ou  lrou\era.  par  exemple, 

/t;  Il 
*,„  (  i»  ~  •}.  a  I        —  't»,„— 2«  ((Ole       *    . 

•l'/;!  (   )    =  'ï'i«'-!-/«-H2.7;H»-H3rt'//;'(tl>^: 

\  —  xa (o  ' 

l'indice  du  troisième  degré  en  m  étant  pris  suivant  le  module  5. 

Dans  lune  des  prochaines  séances,  j'aurai  l'honneur  de  pré- 
senter à  r \cad(''mie  les  résultats  analogues  aux  |>récédents  et  aux- 
(picls  je  suis  parvenu.  j)our  la  réduction  de  l'équation  modulaire 
du  huitième  degré  au  septième  et  de  l'équation  modulaire  du 
douzième  degré  au  onzième. 


I.ETTltE  DK  CHARLES  HEItMITE  A  M.  JULES  TANNEli^ 

SUR  LES  FONCTIONS  MODULAIRES <> 


«   Sainl-.Iean-<le-Luz,  villa  Bol-air,  ■>4  septembre  igoo. 
))  Mon  cher  ami, 

»  Je  viens déf;ager  ma  parole  et  m'acquitter  bien  tardivement,  il 

me  faut  l'avouer,  de  ma  promesse  de  vous  démontrer  les  formules 

I                 •   .       /  c  -I-  cIm  \    1         ,       1 
concernant  les  quantités  c;    ; —     données  dans  mon  ancien  ar- 

1  '    \  rt  —  t>co  / 

ticle  Sur  l'équation  du  cinquième  degré. 

y>  Le  lion  air  de  la  mer  m'a  aidé  à  surmonter  la  torpeur  qui  faisait 
obstacle  à  mon  travail;  j'en  pi^ofite  pour  échapper  aux  remords  de 
ma  conscience,  et,  en  pensant  que  vous  avez  sous  les  jeux  cet  ar- 
ticle, j'aborde  comme  il  suit  la  cpiestion. 

»  Mon  point  de  départ  se  trouve  dans  les  formules  de  la  page  i  et 

de  la  page  3,  qui  donnent  les  expressions  de  \/k  et  de  {  k'  comme 

i  K  ' 
fonctions  uniformes  de  q,  ou  plutôt  de  co,  en  posant  io=  -rj- ,  et, 

j)armi  ces  formules  dune  extrême  im[)ortance  dont  la  découverte 
est  due  à  Jacobi,  j'en'  isagerai  pour  mon  objet  la  suivante,  à  savoir  : 

V /'   =^  —. ^ =  ^FTT ~^r-i  (n  =  o.  ±i,  nr  2.  .  .  .). 


(')  Nous  reproduisons  une  Lettre  d'Herinite  à  M.  Jules  Tannery,  où  se  trouve 
la  démonstraiion  des  formules  seulement  énoncées  dans  l'article  qui  précède  sur 
ré(|iiytion  (lu  cinquième  degré.  Cette  Lettre  a  déjà  été  publiée  par  .MM.  Tannery 
et  Molk  dans  leur  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  interca- 
lant quelques  explications  complémentaires  avec  renvois  à  certaines  pailles  du 
Traité.  Nous  donnons  ici  le  texte  même  de  la  Lettre  d'Hermile  que  .M.  Tannery 
a  bien  voulu  nous  communiquer,  en  corrigeant  seulement  de  légères  inadvertances. 

E.  P. 


1 4  ( H-;  r  \  Il  i:  s    i>  i:   c  1 1  A  k  i.  i:  s    m  i;  k  m  i  t  i:  . 

>.  .In   iiilioduiiiii   loiit  (("iilmnl  lii   (|ii;iuliu''  (-),  (Ml  iiK'  scrvaul,  au 
lien  (les  fondions  (-),  II.  ...  (!<•  la  M'rir 

0,j..v  (  J-  )  =  ï  (  —  I  /'  ■'  t'     L  *  J         («  =  <>,  rh  I ,  ±  V.,  .  .  .  ) 

[roi/-  mon  article  Sur  queb/ues  formules  relatives  à  la  traiis- 
formation  des  fo/ictions  elli/ttir/ues  [Joiirii.  de  LioianlLe,  i858ij, 
et  j'écrirai 

OU  |)lus  simplement 


J'ai  pose,  comme  vous  sa\ez, 

v/Z-  =  -fdo  I,         v^Z-'  =  -il  w): 
on  aura  donc 


Ou.l 

/'■"'/'") 

•H 

\  '  rt  -r-  biO   1 

Dans  cette  égalité,  a,  0,  c,  d  désignent  des  entiers  assujettis  à  la 
condition  ad  — ^  //c  =  i  ;  je  ferai  la  supposition  qu'ils  appartiennent 
au  premier  cas  (page  /\),  où  6  et  c  sont  pairs,  a  el  d  impairs,  et  je 

ferai 

b  =:  j.  b' y  ic  ^  c  ; 

nous  aurons  ainsi 

/  c  -r-  i/m  \ 

'        0.,.,     J-- 

et,  c(jmme  nous  conser\ t)ns  la  condition  ad — 6'c'=i,  la  cpics- 
lion  se  tioiive  ramenée  à  celle  qui  concerne  la  transformation  de 
la  fonction  h^^^i^x).  Dans  l'article  cité  tout  à  l'iieiire,  j'ai  obtenu 
les  résultats  suivants,  dont  je  vais  maintenant  faire  usage. 

»    S<nl  en  général,  pour  des  valeurs  (pudconques  de  a,  h.  c,  r/, 

;jL,  =  Cl  a  -1-  b'i  -r-  <ib, 
V I  —  c  ;x  -H  f/'/  H-  cd. 
lit 


I.KTTKK    OK    CIIAIU.  i:S    UKRAIITIC    A    M.    J  U  L  K  S    TA.NNKHV.  I) 

puis,  eu  supposant  h  positif, 

S  =   X.'  ''      '''"^''  (p  =  0,   I,  '2.    ...,/>-   Il, 


v/ —  ib{a  -H  Aw) 


le  signe  do  la  racine  carrée  étant   pris  de   manière  ([iie  sa  partie 
réelle  soit  posili\e.  Nons  anrons  réj;alité 

'  '        \      a  -\-  Ooj  J 

et  nous  en  concluons,  pour  x  =  o, 

»  La  condition  de  b  positif  peut  toujours  s'obtenir  en  changeant, 
comme  il  est  permis,  le  signe  des  quatre  entiers  a,  6,  c,  cl.  Cela 
étant,  la  somme  S  s'exprime  comme  il  suit,  au  moyen  du  sym- 
bole (  T^  )  de  la  théorie  des  résidus  ([uadrati(jues. 

))  Supposons  que  b  soit  pair.  Je  ferai  b=:  2*^,,  b,  étant  impair, 
et  l'on  aura,  sui\ant  que  lexposant  A'  est  pair  ou  im[)air. 

„  77/ — a',      —  [/(•'+H-:tl(«A,  t-l)'^+-l^,  -  IjM 

o  =  \/ 0  {  -, —  \  e*  ' 


ou  bien 


^^^^(^)''"^'""""'"""'"'- 


»  Je  vais  faire,  en  entrant  dans  tous  les  détails  du  calcul,  l'ap- 
plication de  ces  formules  aux  quantités 


Oo.l    (  7-    1  Ol  On.,  (    ^, 


io,i    T-  i-a         0,,,, 

\,  a  —  hiM  I  \ 

Je  supposerai  qu'on  ait 


«  EEs  I ,        Z;  ss  o,        c  ^  o,        </  =^  I  (  niod  >.  ). 

Ce  sera  donc  le  premier  des  six  cas  qu'il  faudra  considérer;  nous 
verrons  bientôt  que  tous  les  autres  s'en  dé<^luisent  immédiatement. 
»  Soient  d'abord  a  =  o,  v  =  i.  Des  deux  nombres 

;jLi  =  6  -f-  ab^ 

Vi    =:  d  ->r-  cd, 


iG  (*:LvaF, s   dk   ch.vui.es   ii  khm  i  r  k. 

\c  i)i-tiMirr  e?l  pair,  fl  iiu'iiie  iiialli|tlt'  df   î.  le  second  fsl   impair. 
Ayant  donc  en  g(''néral 

nous  en  concluons  1  ('•^alilé 


»   J'ajoute  (|u"on   peut   mettre   sous  une  forme    j)Ius   simple    la 
(piantité 


Kb(l-i-'iab(l-\-ab'^c) 

0  =  e      * 


(pii  entre  dans  la  \aleur  du  facteur 


y  —  ib\a    -  bio  ) 


Des  liypotlièses  faites  sur  les  entiers  a,  b,  c,  d  résulte,  en  ellet,  la 

congTuence 

bd  —  2  ahd  -r-  ab^  c  ^i  —  bd  (  mod  8  ), 


ce  nui  pei'i 


net  d" 


0  =  e  * 


, , .  •        •     I  •    '    f,        / c'-^  d.iM  \ 

»    >!   nous    passons   ensuite   a    la    quantité    'L  ,     r> '  ou 

i  •  \  a-h  b  .-XM  / 

^'=  -  et  c'=  ic  remplacent  b  et  c,  a  et  d  ne  clianji.eant  pas,  on  a 

;jii  =6'-^  ab' , 
^1^  ^  d  -\-  c  d\ 

le  premier  de  ces  deux  nombres  e>t  encore  |)air  et  le  second  im- 
pair, mais  'JLj  n'est  pas  nécessairement  divisible  par  'j,  et,  par  con- 
séquent, on  a  l'éji;alilé 

„                                — ; — T,.  f>       /  c  -^  d .'XM  \ 
Oo.i(-.îoi)  =  (— Il     -î      T.0o,,(   j-, , 

où   r'  re|»résente  ce  (pie  devient,  d  iiis  ce  second  cas,  le  facteur  T. 
»  Désij^nons  aussi  par  o'  et  S'  les  nouvelles  valeurs  de  o  et  de  S  ; 
on  aura 

T,  O    Cl 

y/ —  ib' {a  -~-  b'.-iM) 


LETTRE    l)K    <:ilAin,  KS    IIKRMIlIi:    A    M.    JILES    T  A  N  N  E  lU 

cesl-à-dire 


/ —  l  ib{a  —  h oj ) 

et  nous  en  concluons 

T'         /-  S' 5' 

»  Je  m'arrêterai  à  celte  formule,  et  je  remar(juerai  en  prei.iier  lieu 
que,  en  passant  de  S  à  S',  le  nombre  h  est  remplacé  par—-  Il  en 
résulte  que,  ayant  posé  b=^'>J^b^^  l'exposant  k  varie  de  Tune  à 
l'autre  d'une  unité.  Cela  étant,  la  comparaison  des  valeurs  de  S  et 
de  S'  nous  donne  l'égalité 

d'où  résulte 

1  e  *  0 


(b-h  iih) 


»  Ceci  posé,  écrivons  le  fa'^teur  ( —  i)    -     sous  la  forme  e* 
et  employons  l'expression  de  o',  à  savoir  : 

^,—  Uy(/-t-2ab'd-i-ah''c')  -f,bd-r-îabd-i-ab'c) 

o'  —  e     *  =  e     ^  : 

on  aura  ainsi 

'— T'  —la-—l-r-2b{l-t-a')-3bU  —  2ahrl—ab'c] 

(—  1 1    -     Y  =  ^ 

»  Or,  on  vérifie  facilement  la  congruence  suivante  : 

(  X)  2b(i-ha)  —  3bd —  labd — ab^c^^  —  ab         (modi6), 

faisant,  en  effet,  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre  et 
divisant  par  b,  qui  est  pair,  elle  peut  s'écrire 

2(  I  —  ad)  -\-  'iia  —  d)  —  abc  ^  o         (  inod  8), 

puis,  d'après  la  condition  ad  —  bc  ^  i . 

—  ibc  -\-  'i( a  — d )  —  a( ad  —  i  ;  e^  o         (  inod  8); 

mais,  ^  et  c  étant  pairs  et  a  impair,  on  a 

ibc^io,         a^  z^  i         (inod  8); 

elle  deviendra  donc  simplement 

^{a  —  <f  ^  ss  o         ("  mod  8  j, 

II.—    II.  2 


iS  CEI  VUES     IH;    CIIAKLKS     IIEIt.MITK. 

ce  qui  a  lion,  eu  cHfl,  a  cl  d  étanl  iin|)airs.  INous  avctns,  eu  con- 
séquence, 


(~i)     -      T^  ^e 


-—  («'— «A— 1) 


»   ^oiis  oblcnous  ensuite,   au  niovcn  de  1  expression  qui  a  élé 
notre  point  de  départ, 


■ij(tM)  — 


la  relalion  fondamentale 

,    /  C  -H  dl)i  ',  , 

^    '  ^  \a  ->r-  bo> / 


dlO,  ,  —  (a-«/>-l) 

=  li<  (  CO  )  t' 


»  On  en  tire  les  deux  svslèuies  de  formules  concernant  les  fonc- 
tions '.5(10)  et  '^{to)  pour  tous  les  cas  que  présentent  les  entiers  «, 
b.  c.  d,  pris  selon  le  module  2.  Ces  cas  sont  indiqués  dans  le 
Tableau  sui\ant,  que  j'ai  donné  dans  mon  article  Sia  T Eq nation 
du  cinquième  degré  : 


a 

b 

c 

d 

1 

1 

u 

(J 

1 

II 

0 

1 

I 

0 

III 

1 

l 

0 

I 

IV 

1 

1 

I 

0 

\ 

1 

0 

1 

1 

Vl 

0 

1 

I 

1 

»  En  premier  lieu,  je  change,  dans  léquation  (1  t,  co  en cl  a, 

A,  c,  d  en  h.    —a,  d,  —  c:  on  trouve  ainsi 


'ih 


a  -+-  bt'i 


do)     ,  '^,/,:-h;///-|. 


1.  ETTHK    l)K    (JIIARLKS    11  K  II  M  IT  K    A    Al.    J  l   I.  K  S    T  A  \  NK  H  V  .  I9 

»  Dans  la  même  équation,  je  remplace  ensiiile  to  par  oj  —  i ,  «  el  c 
par  a  -h  b  ei  c  -{-  d;  il  vient 

^     '  '  \  a  —  610/        •!/(  oj  ) 

Passant  à  l'équation  (II),  je  change  w  en  to  -i-  i ,  «  et  c  en  (i  —  ^  ni 
c  —  cl,  ce  qui  donne 

/  c  —  (ho  'i(  Wj      ^«/; 

//    -H  6(1)  /  'Il  U}  ) 

»  Je  continue  eu  renijjlarant.  dans  (\  ),  w  par et  «,  ^,  c.  cl 

par  /y.  —  ci,  d,  —  c,  et  j'obtiens 

<  \  I  )  -M  J—      =  — e  » 

»  Pour  avoir  le  système  complet  des  formules  cherchées,  il  ne 
me  reste  plus  qu'à  changer  dans  cette  équation  to  en  w  —  i,  «  et  c 
en  a  +  6  et  c  -r  ^/;  on  a  ainsi 

(ni)  <!/    1—    =  ^  ) 

\  a  —  t^oj  /         cp  (  (o  j 

en  employant  l'égalité 

-  -r-  ç  (  (u  ; 

O  (  (0  ) 

))  ^  oici  maintenant  les  résultats  réunis  et  mis  en  regard  des  six 
cas  énumérés  dans  le  Tableau  précédent  : 


I. 


; —      =  0(  w  )e  * 

\a  —  Ooj  / 

/  c  -+-  dui  > 
JT     =  ?' 


II .  i){  J—     =  5  (  (u  )  e  * 


III.  'M  -—=-•- — e     8 

V  rt  -I-  hio  ;         'i  (  (0  ) 

W  .  t;\ j —      =  T— — ^e*        , 

VI.  ■I.r^f  )^ 


c   -r-    (I   'i    \  1  —  |rt'-l-«6— 1) 

—  e  *' 


c  -i-  dl»    ,  I  {b^~aO     1 


(«CUV  mes  m;  chahi.ks  ii  kum  it  k. 


»  J  ai  à   V  joindre  euliii  les  ionnules  cjiii  eoiuerneiil  la  lonelioii 
'^(t).  Je  remplacerai  à  cet  ellet  a,  0,  c,  il  par  —  c,  —  c/,  a,   0;  on 


change  ainsi 


c  -+-  cho  \ 


en 


el  aii\  di\  ers  cas 

(I),     (II),     (III),     {IV),     (V),     (VI), 

se  subsliluenl  ceux-ci 

(H),     (I),     (VI),     (,V),     (IV),     (III). 

»  Nous  avons  ainsi  ce  second  système  de  relations 
1.  o  (  î —      =  ce  (  co  )  e  * 


/  c  -\-  dui  \ 

\  a  -7-  ow  /        ' 


ÏI.  es     j—      =  6  (  co  )  e  s 


"t , 


^W\  I  -^(rf--crf-I) 


m.  cp(  "  ■  7"  )  =  — -e 

IV.  o  1  ; —     =  -;— —  e  « 

a  -T-  6(0  /        'i(  (0  ) 

_.  ,  c  -h  doiX        cî  (  (o  )    ^  frf 

V.  o  {  — — j—      =  ; e  *       , 

a  -+-  o(o  /        '1/  (  (0  ) 

(71 


'  \  a  -f-  6(o  /       'i  (  (0  ) 

y>  J'observe  enfin  que  les  deux  séries  de  formules  (établies,  dans 
le  cas  oîi  b  est  positif,  subsistent  dans  tous  les  cas.  comme  on  le 
voit  en  changeant  a,  b,  c,  d  en  —  a,  —  b,  —  c,  — c/. 

»  Ce  sont  bien  les  résultats  que  j'ai  indiqués  et  dont  je  me  re- 
proche d'avoir  tant  lardé  à  vous  donner  la  démonstration  que  vous 
m'a\ez  demandée  (').  Mais  cette  démonstration,  je  dois  le  recon- 
naître, ojjere  pernclo,  ne  me  contente  point  :  elle  est  longue,  in- 


(')  Les  formules  précédentes  n'ont  pas  toutes  la  même  forme  que  les  formules 
<le  la  .\i)le  sur  ré(|uation  du  cinquième  degré  (p.  9  de  ce  volume),  mais  elles  se 
ramènent  à  celles-ci  si  l'on  tient  compte  des  c(mgruences  auxquelles  satisfont  les 
entiers  a,  b,  c,  d.  E.  P. 
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diieclc  surloiil;  elle  rejiose  en  enlier  sur  le  hasard  d'une  formule 
de  Jacohi,  ouMiée  el  comme  perdue  parmi  tant  de  découvertes 
dues  à  son  génie.  Je  vous  l'envoie,  mon  cher  ami,  valcat  quan- 
tum, en  vous  informant  (jue  je  serai  revenu  dans  quelques  jours, 
et  à  votre  disposition  pour  tout  ce  que  vous  aurez  à  me  demander. 
Et  nous  causerons  aussi  d'autre  cliose  que  d'Analyse,  nous  argu- 
menterons, nous  nous  disputerons.  J3e  ma  proximité  de  l'Espagne 
je  rapporte  des  cigarettes  d'Espagnoles;  si  vous  ne  venez  pas  en 
fumer  a\ec  votre  collaborateur  d'aujourd'hui,  votre  professeur 
d'autrefois,  c'est  que  vous  avez  le  cœur  d'un  tigre. 

»  Totus  luus  et  toto  corde. 

)>  Ch.  HERMITE.  » 


SIM    LA   IU:S()I.ITI()N 
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La  ihéon'e  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  conduit  à 
plusieurs  équations  remarquables  du  quatrième  degré  qui  jouent 
en  particulier  un  rôle  important  dans  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  ordre.  L'étude  de  ces  équa- 
tions m'ajant  fait  remarquer  qu'elles  oITrenl  la  plus  ('troite  affinité 
avec  celles  qu'on  rencontre  dans  la  transformation  du  troisième 
ordre  des  fondions  elliptiques,  il  ne  m'a  pas  |)arii  mutile  de  mar- 
rèter  à  ce  rapprocliement  qui  peut-être  conduira  à  comparer  de 
même  les  équations  du  neuvième  degré  dont  dépendent  les  coor- 
données des  points  d'inflexion,  avec  celle  qui  ce  présente  pour 
exprimer,  par  exemple,  sin  am  -  par  sinam.r.  Cette  analogie,  d'ail- 
leurs, m'a  ouvert  la  voie  pour  représenter  par  les  transcendantes 
elliptiques  les  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
ce  qui  était  le  résultat  auquel  je  désirais  principalement  parvenir. 
Avant  d'exposer  cette  rech(  rche  qui  se  lie  naturellement  à  celles 
que  j'ai  eu  llionneur  de  communicpier  à  l'Académie  sur  l  équa- 
tion du  cinfjuièmc  degré,  je  raj)pcllerai  l'origine  et  j  indicjucrai 
les  propriétc's  priu(i|>al(S  de  ces  équations  spéciales  du  (pmtrième 
degr«',  auxquelles  conduit  la  tliéoriedcs  formes  cubicpies  à  trois  in- 
déterminées. 

Soient,  en  employant  les  mêmes  désignations  (pic  M.  Cajley  ('), 


(')  Je  reiiveirai,  |ji>iii-  k-s  expressions  de  MU,  PU,  etc.,  iiii  heaii  travail  liu  sa- 
vant çéomélre,  [nililié  dans  les  Transactions  de  la  Sociélc  Royale,  sous  le  litre: 
Thinl  meitinir  ii/)Oii  Qtianlirs.  cl  \c  me  bornerai  à  donner  ici  leurs  formes  rano- 
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L  une  forme  cubique  quelconque,  HU,  PU,  QU  le  covariant  el 
les  lieux  formes  adjointes  du  troisième  degré  par  rapport  aux  in- 
<l(''teruiin<'es,  S  et  T  les  deux  invariants  de  M.  Aronliold,  et  S,  une 
<|uantité  définie  par  la  condition 

ces  équations  seront 

(i)  /{x)  =  x''  —  6S  jy^—STx  ~  382  =  o, 
(2)  /,(x)  =  .r*  —  6S,  j-î—  ST:r  —  iSf  =  o, 
en         V{.T)  =  tiSx'^  ^  STx^  —  6S\r^  —  (\STx—T-i  —  \S^  =  o, 

et  voici  leurs  propriétés  essentielles.  Soient  o  une  racine  de  la  pre- 
mière et  A  une  racine  de  la  troisième,  les  deux  fonctions 

oU  +  GHU,        (iAPU  +  QU 

seront  décomposables  en  facteurs  linéaires.  Désignons  encore 
par  0,  une  racine  de  l'équation  (2)  qui  a  été  déduite  de  l'équa- 
tion (1)  en  permutant  S  et  S,,  on  aura 

3 

en  nommant  cl  le  déterminant  de  la  substitution  propre  à  ré- 
duire U  à  la  forme  canonique 

Ces  quantit(''s  0,  o,,  A  auront  d'ailleurs  les  relations  suivantes  : 

.      _     2iSf  .   _      0.4  S2 


T    -4-    — 

2  s  V         S, 


/'(O)  ./jioi 


niques  qui  sont  : 

U  ^  x^  -^-  y^  -^  -•'  +  &lxyz.i 
HU  =  /=  (  ^5  +  J-' -h  i*  j  —  ('-+-  'P)xyz, 
PU  =  —  /(j;^-i-j>-3+  ~M  —  ('  —  \P)xyz, 
QU  =  (1  -  10/')  {x^+y'-^  z^i  —  6l-('o+  ',/•')  .r.)---, 

T  =  I  —  20/^— 8/«, 
S,  =  i-f-  8/3. 


l!\  OEUVRES    DE    CHARLES     II  ERMITE. 

Ceci  posé,  je  comparerai  dabord  à  [«'(pialioii  iiitxliilain' 

("*  +  2  f/^  c^  —  •>.  uv  —  H*  =  o 

les  équations  (i)  et  (2).  On   sait   qu'en   faisant   //  =  a((.)),  on   a, 
pour  e,  les  quatre  valeurs 


r=  — ©(3co).         ?(•>)'  ?(  — ^ ) 

or,  en  posant 


(o  -i-  '^  .  I  fi 


et 


T  +  v/S^' 
«^0     /i  —  k-  siii-o  J(^    s/ \  —  k  ^  sin-o 


iVJ 


on  ol)tiendra,  pour  les  quatre  racines  0,  les  expressions  suivantes  : 

to  -I-  iC) 


(4) 


/s 


'  (  10  ) 


y/S 


/  (O  -+-  -2  .  I  ()  \ 


Maintenant,  si  l'on  change  S  en  S),  afin  d'arriver  aux  formules 
analogues  pour  les  racines  0,  de  léquation  (2),  on  sera  conduit 
au  module 


/-  = 


T-v/S? 
or  à  la  relation  S''  +  S','  =  T-  correspondra,  entre  /."  et  /,  celle-ci  : 

v//7' . 


/  = 


I--A-" 


d'où  résulte    immédiatement   celte    conséquence  que   l'on    passe 

de  0  à  ô,  en  chano-eant  simplement  to  en 

Mais  il  est  une  |autrc  équation  du  quatrième  degré  que  pri'- 
senle  également  la  transformation  du  troisième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques,  et  à  laquelle  se  ramènent  d'une  manière  plus 
immédiate   encore  les  é-qualions  (1)  et  (2).  Je  veux  parler  de  la 
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relation  enlic  1<:  imilliplicaleur  .M  fl  le  module  /. ,  «jiii  est,  en  fai- 
sant ^  =  ;  ('  )  : 

-V  _  o^î  _  8(  I  —  ■2/.--)  ^  —  3  =  o. 

En  comparant  cette  (■(jnatlon  avec  ré(jualion  (  i  ).  introduisant 
le  module 

et  faisant  usage  de  rexpression  de  M  donnée  par  Jacobi  dans  les 

(')  Jacobi  a  appelé  le  premier  lattenlion  sur  ces  équations  qui  oUVenl  un  grand 
intérêt,  en  particulier  pour  celte  théorie  de  la  multiplication  complexe,  sur  la- 
quelle M.  Kronecker  a  récemment  communiqué  à  l'Académie  de  Berlin  des  résul- 
tats aussi  beaux  qu'importants.  Mais,  jusqu'ici,  on  ne  connaissait  que  l'équation 
donnée  par  Jacobi.  et  qui  se  rapporte  à  la  transformation  du  cinquième  ordre. 
Celle  que  j'ai  employée  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert  qui,  suivant  lexemple 
donné  par  .M.  Sohnke  pour  les  équations  modulaires,  s'est  occupé  avec  succès  «le 
leur  formation,  et  les  a  obtenues  pour  le  cinquième,  le  septième  et  le  onzième 
ordre,  sous  les  formes  suivantes  : 

(  M  -  i)^(m  -  r  )  -^  V-  k-k-M-  =  o, 
k'-  f  M  -  .)■    (m  -  ^  )  -H  A--  f  M   -  I  )■  (  M  ^  :  )         . 

H-  3.2'*/.-Â'-M'  -4-  %-  k-k''{k-—  k'-)M'  =  u, 

A-'-(M  +u"(.M  ——\^k'-(M  —  i)"  (M  —  ^) 

-^  —  k- ir- {k- —  k'- )  {l'ry  —  ■2'-A-A-'-)M" 
1 1 

^-  3.2«/.-V>-'Miii-^  2V.- /.'-j  M'»-^  83. 2". A- /.'-(/.-— /.■'-)M5 
-f-  2 1 .  29  /,  =  k'^-  .M'  -^  2  '=  A-  A'-  (  A-  —  k-  )  M'  -)-  33 .  ■>"  A-=  A-'=  M'  =  o. 

Un  autre  résultat  très  intéressant,  obtenu  aussi  par  le  P.  Joubert,  consiste  en 
ce  que,  si  l'on  nomme  M,  M',  M",  etc.  les  racines  de  l'équation  pour  le  cinquième 
ordre,  la  fonction  suivante  des  racines  analogue  à  celle  qui  m'a  donné  la  résolu- 
tion de  l'équation  de  M.  Jerrard.  savoir  : 

X  =  (M  —  W  )  {  M  "—  M"  )  (  M'^  —  M*  I. 

satisfait  à  celte  équation 

xix''--^  .')-.  Q^A-A'-)-  =  5-.2-2A'A''(i  -  ^k-k'-)  v''o. 

[M.  Ilcrmile  donne  ici  la  substitution  qui  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  de 
Jerrard:  mais,  comme  elle  n'est  pas  exacte,  nous  ne  la  reproduisons  pas.]   E.  P. 


■ifi  ( *;  i  V  R  K  s    1)  !•;   r  H  A  it  1. 1;  s    1 1  k  k  m  i  t  ic  . 

FuiultinicnlK ,  on  ohllcnl,   pour  los  (|tialr('   racines  o,   les  \aU'uis 
sui\ant('s  : 

j  sin-  ani  -  K  <\\\'-  nm    '  (  K  +  /K'  ) 

s/S V-  '  v/s 


(5)  { 


•  in-  coain  -  k  sin-  coam  „  (  K  -f-  t'K') 

i  3 

sin*am-/K'  sin^am^^fK  —  /K') 

v/S- i^ ,        v/s  1^ 

sin-  coam  -  tK'  sin-  ooani  -^  {  K    -  iW  ) 

V  ces  formules  je  joindrai  celles  qui  repr»'senlent  les  racines  A 
(le  ré(|nalion  (3),  et  où  les  fonctions  elliptiques  ont  encore  le 
MK'Mie  module,  savoir  : 


I  -t-  cos-  ain  -  K  i  -h  cos^  am  -  (  K  -;-  iVJ) 

\  v/S   — -^  •  \  v/S  -1 , 

sin- a  m -k  '  sin- ;ini  ^  ^  k -f- /k' ) 

I   -  cos2  a  m  '  iW  i  -i-  cos^  am  *  (k  —  /  k') 

Vs ^ Vs i- 

'1  \    ■    ,  'î  i 

sin-am  -tk  sin-am-(K  —  t  k' ) 


(<••) 


Voici  donc,  au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  dans  mes  re- 
cherches sur  l'équation  du  cinquième  deyré,  la  résolution  de  ces 
équations  spéciales  du  quatrième  degré  qui  s'ofTrent  dans  la  théorie 
des  formes  cuhiques  à  trois  variables.  Ces  résultats,  ainsi  que  \v 
1  ai  dit  plus  haut,  ouvrent  la  voie  pour  traiter  d'une  manière  ana- 
logue l'équation  générale,  et  parvenir  à  exprimer  séparément  les 
racines  par  des  fonctions  bien  déterminées.  Mais,  avant  d'entrer 
dans  cette  recherche,  qui  exige  des  principes  dont  je  parlerai  dans 
nn  autre  article,  je  ferai  encore  une  remarque  essentielle  sur  les 
lorimiles  préct'dentes.  Elles  dépendent  du  radical  y/S,  et  il  im- 
porte de  bien  saisir  de  quelle  manière  elles  subsistent  dans  leur 
ensemble  lorsque  l'on  change  le  signe  de  ce  radical.  Considérons 
en  particulier  les  formules  (5);  on  rcconnafl  d'abord  cpi'en  met- 
tant —  ^S  au  lieu  de  ^S,  le  module  se  change  dans  son  complé- 
ment. Or,  on  sait  par  la  théorie  de  la  transformation  ([ue  le  multi- 
plicateur .M,  lorsqu'on  y  remplace  /.  par  />',  se  change  en  —  M. 
Nos  formules  restent  donc  les  mêmes,  |)arce  cpie  les  deux  facteurs 
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qui  j  entrent  dc\iennent  siinullancmcnt  de  signes  opposc's.  Cli;i- 
ciine  des  racine;?  cependant  ne   reste  pas  la   même  lorsque  Ion 

changre  ainsi  le  module  dans  son  complément,  ou  (-)  en >  et  \('. 

Tableau  suivant,  montrant  de  quelle  manière  elles  s'i'changent  alors 
les  unes  dans  les  autres,  fera  bien  complètement  saisir  toutes  les 
conséquences  de  l'ambiguïté  inhérente  au  radical  que  nous  avons 
employé  : 


v/S 

«in^  a  m  -  K 
s  m-  coani  -   l\ 

/s 

sin-  a  ni  -   iW 

sin-  roam   -  /  k' 

/s 

sin-  a  m  -  (  K  — 

> 

•K') 

sin-  coani  -  (  K  — 

iW) 

./< 

•    ■>           il 
sin-  a  ni  -  1  K  — 

i 

•K') 

/S 

v/S 


sin^  a  ni  -  /K' 
;in-  cciani  -  /  K 
>in-  ain  -  K 


:  K 

(  K  —  iW ) 


>\n'-  ani  -  (  l\  —  <  K  ) 

v's ',         ,  .,  ■ 

1  sin-  (oani  ^  (  k  —  /  k'  )  sin-  coam  -  (  K  -^  t  K'; 

Les  formules  relatives  aux  racines  A  donnent  lieu  à  des  résul- 
tats entièrement  semblables,  et,  quant  aux  formules  (4).  je  nie 
bornerai  à  remarquer  que,  les  deux  modules 

■2  v/S^  T  +  /S^ 

et 


T  --  v/S^'  1  /s» 

étant  réciproques,  elles  sont  identiques  au  fond  avec  les  for- 
mules (5)  et  peuvent  s  y  ramener  parla  substitution  de  __  ^^^  a  (.». 
Je  ne  m'arrêterai  pas  non  plus  aux  relations  qui  existent  entre  les 
racines  de  chacune  des  équations 

et  auxquelles  conduisent  aisément  les  expressions  que  nous  avons 
données.  Seulement  j'observerai  que  ces  équations,  comme  celles 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  enqDiojées,  n  ap- 
partiennent  pas    au    type    d'irrationnalités    le    plus    complexe    de 


a8  (*;  I  \  it  i:  s    I)  i:   <;  ii  \  h  i.  k  s    ii  i:  n  m  i  t  e  . 

I  tHjiiiitioii  ^l'iKMalc  (lu  ([iialiiriiK^  dt'i^ri''.  ]*-l1(M"li\  rincnl.  si  l'on 
ooilsitK'rc  à  Iciii'  ('iiiird  1  ('(iiiiilioii  en  \  de  (lalois.  doiil  le  ile^rr 
distinguo  cl  caraclôrisc  d'une  manière  si  précise  ce  qu'on  jieul 
appeler  les  divers  ordres  dirrationnalitcs,  on  la  trouve  seule- 
ment du  douzième  degré,  taudis  que  dans  le  cas  général  elle  est 
nécessaircmenl  du  \  ingl-cpialrièrnc.  Il  existe  donc  pour  ces  équa- 
tions des  fonctions  non  symétriques,  exprimables  rationnellement 
|)ar  les  coefficients,  et  le  tvpe  de  ces  fondions  est  donné  très  sim- 
plement par  le  |>roduit  des  cin(|  diirércnces  des  racines.  De  là  dé-- 
coident,  j)our  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  d'imj)ortantes 
conséquences,  se  résumant  dans  ce  fait  :  que  le  produit  de  deux 
fonctions  '-^{tti)  et  ']>(o>)  c.s7  te  cube  d'une  nom  elle  fonction 
également  bien  déterminée.  Une  formule  depuis  longtemps  ob- 
tenue par  Jacobi  [Fu/idamenfa,  §  36,  éqnat.  (4)]  donnait  déjà,  11 
est  vrai,  la  notion  de  cette  nouvelle  transcendante,  mais  sans  con- 
duire à  aucune  de  ses  |>ropriétés,  que  je  vais  indiquer  succincte- 
meut  en  terminant  cette  îNote.  Et  d'abord  je  ladc-finirai  par  l'équa- 
tion 

7_(to)  =  y/a  ''Vqd  —  ç)(i  -^<7-)(i  — ^')(i  ^g'*}..., 

en  faisant  touj-urs  q^^c''^,  de  sin-te  (pie,  relali\ement  à  to,  ou 
obtienne  une  expression  enlièrement  déterminée.  Cela  posé,  on 
aura  ces  relations  qui  se  démontrent  iinnK'diatemenl.  sa\oir  : 

y  3  (  o)  )  =  <p  (  (o  )  •!/  (  o)  ) , 

\  oici  maintenant  celles  qui  se  rapportent  aux   substitutions  de 

la  forme  ——. — ,  a.  b,  c.  d  étant  des  nombres  entiers  assujettis  à 

la  condition  ad —  bc  =  \ ,  et  qu'il  importait  surtout  d'obtenir.  Dis- 
tinguant, ainsi  que  je  Tai  déjà  fait  dans  une  circonstance  toute 
semblable,  ces  substitutions  en  six  classes  \^voir  ma  Note  sur  l'équa- 
tion du  ciniiuiruie  degré  (')],  cl  posant,  |)our  abrc'ger, 

{fili  -^-iir  -i-lxl  —  til/'i 

(')    Page  8  de  ce  Volume.  !•:.  P. 


KQLATION     DU     Q  L  A  T  R  I  K  M  E     DEGRK.  ig 


Uah-cd) 


^^^  '■\a---bi,,)  '    'c{M)\b) 


e      » 


Les  symboles  (  -  )  '  (  r  )  indiquent,  suivant  T  usage,  le  caractère 

quadratique  du  dénominateur  [)ar  rapport  au  nombre  2. 

J'espère  pouvoir  présenter  dans  une  autre  occasion  les  consi'— 
quences  de  ces  théorèmes  pour  1'  Vrithmétique. 


SUR  QUELQUES  THÉOHÈMKS  I)  AUiÈlillE 


lUlSOLlJTlON  DE  J/ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRK 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XL\'I,  iS)8  (I  ),  p.  9O1, 


On  sail  (juc  lonle  équation  /  (d:)  =  o  peut  èlre  transformée  en 
une  autre  du  même  degré  (•nj^j)arla  suljsllliition  j)':=c2(d:' ),  où  c:r 
désigne  une  fonction  rationnelle.  Ce  procédé  de  transformation, 
qui  est  si  fréquemment  employé  en  Algèbre,  va  nous  ser\ir  pour 
ramener  l'équation  générale  du  quatrième  degré  aux  équations 
particulières  qui  ont  été  considérées  dans  un  précédent  article,  el 
dont  j  ai  exprimé  les  racines  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
Mais,  en  raison  de  son  importance,  et  nolamineiil  de  son  a|)|)lica- 
tion  à  la  résolution  de  1  équation  du  cin(|uième  degré,  ce  mode  de 
transformation  m'a  paru  demander  une  étude  nouvelle,  et  je  com- 
mencerai d'abord  par  en  donner  les  résultats. 

Soit 

fy  X )  =  ax'  -+-  bx"-^  -\- . .  .—  gx^  -r-  lix  -h  X-  =  o 

l'' équation  proposée  ;  l'expression  la  plus  générale  de  '^x  sern^ 
comme  on  le  sait,  une  fonction  enlirre  du  degré  n  —  1 ,  savoir  : 

'i{x)  =  /  -+-  /o^  -h  /,a"-  — .  .  .^  /„_2.r"-'. 

Cela  posé,  en  représentant  la  iraiisfoniK'e  en  y  \nvv 

y"^ p\.y"~^  ^ Piy"~^  ^-.  ..-h/j„  =  o, 

lu:!  (piciconquc  des  coeflicicnls.  Ici  (pic  /v/.  >ciii  une  Iraclioii  a^aIll 
piiiir(l<''iioiiiinalcurrt'"~'^',«'l  poiM-iiunii'ialcui'  une  loue  lion  cnlière, 


TU  KO  R  KM  K  s    U   A  K  (i  K  H  It  E    ET    KQLATIUN    I)  L    yLATUlKME    I)K(,HK, 


il 


homogène,  de  (lej;rc'  /  pur  r;i[)j)()it  à  /,  /„,  /,.  .  .  .,  t„^i'  et  de  (Je_i;ré 

(//  —  \)i  par  rapport  aux  coenieicnls  «,  b A,  /. .  Ce  degré  si 

élevé  rend  eu  quelque  sorte  inipratiealile  le  calcul  de  l'écpialion 
en^;  aussi  ce  qui  a  (Hé  obtenu  de  plus  important  par  la  consid»'- 
ration  de  celte  transformée,  en  particulier  le  lliéorèiiie  de  M.  Jer- 
rard  sur  léquation  du  cinquième  degré,  ne  semble  établi  qu'à  titre 
de  possibilité,  en  raison  de  l'excessive  complication  des  opérations 
nécessaires  pour  parvenir  à  un  résultat  effectif.  Mais  on  peut  sur- 
monter ces  difficultés  par  la  proposition  sui\ante  : 

Soil 

t  —  aT   -H  6T„ -H  . . .  — ^T„_3 -T- AT„^2, 

(„-:;  =  aT,,-:,  —  /^T„_,, 

Cette  substitution  effectuée  dans  la  fonction  pi  la  changeirt 
en  une  fonction  Pi  du  même  degré  par  rajtport  aux  indéter- 
minées nouvelles  T,  To,  T,.  . . .,  Tn-i-i  mais  déburrassée  de  tout 
dénominateur,  et  du  degré  i  seulement  par  rapport  aux  coef- 
ficients a,  b,  . . ,  /i,  /■'.  De  plus,  P„  sera  divisible  par  a,  de  sorte 
que  -  Vu  ne  sera  que  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  ces  coeffi- 
cients. 

Cette  proposition,  très  facile  à  établir,  conduit  à  la  véritable 
forme  analvlique  qu'il  est  con\enable  de  donner  à  la  fonction  es (j^), 
de  sorte  que  désormais  la  formule  de  transformation  sera  ainsi  re- 
présentée : 


y  =  'i(^)  =  "T 


T„  —  aj- 

-i-  ^37 

-r-   C 


bx'-- 
h 


et  l'équation  transformée  pai- 

y"  -r-  !•,  K"-'  —  \\y 


W,  =  o, 


tous  les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  J\x ). 

Une   autre  conséquence   résulte  encore   de    l'introduction   des 

Aariables  T,  Tq.  T,.  .  .  .,  T,i->-    On   sait  de   combien  de  travaux  a 


32  (yi-:i\iu;s  m;  ciivhi.ks  h  i:  h  m  i  r  i;. 

(•l(''  lOhjol  l;i  llu-diic  (1rs  Ion  cl  mus  li(iiii()i;rn('S  i"i  deux  iiul(''lcrinin(''('S, 
et  combien  de  notions  an;il\  ti(|ii('s  importiintes  rctlc  ('liidc  a  don- 
nées à  rVlijôhro.  l^ir  exemple,  ces  fondions  désignées  sons  le  nom 
(Vf/narirints,  en  raison  même  de  la  propriété  qni  leur  sert  de  dé- 
linilioa.  de  se  reproduire  dans  toutes  les  transformées  par  des 
suhstiliilions  linéaires,  donnent  les  éh-meiits  (jui  caractérisent  les 
|)ropriétés  essentielies  des  racines  des  é([iialions  alj;ébri([nes,  celles 
(pii  subsistent  dans  ces  diverses  transformées  (').  D'autie  part,  la 
connaissance  acquise  de  ces  fonctions,  et  de  celles  (|u On  nomme 
coi'ariants,  permet,  dans  beaucoup  de  circonstances,  d'obtenii* 
sans  efTorts  le  résultat  de  longs  calculs  qui,  sans  leur  emploi  im- 
médiat, n'eussent  au  fond  servi  qu'à  les  mettre  en  évidence,  ou  à 
faire  ressortir  dans  une  question  spéciale  l'une  des  propriétés  dont 
on  possède  maintenant  la  signification  la  plus  étendue.  Mais  tant 
de  beaux  résultats,  dont  la  Science  est  surtout  redevable  aux  tra- 
\aux  des  savants  géomètres  anglais  MM.  Caylej  et  Sylvesler, 
sendjlent  ne  pouvoir  être  utilisés  lorscju'on  sort  de  la  comparaison 
des  équations  par  des  substitutions  linéaires  de  la  forme 

<  I)  X  =  -^. ;;  »  OU    liien  A  =   , 

pour  considérer,  connue  nous  le  faisons  ici,  les  substitutions  les 
plus  générales.  Eflecti\ement,  aucune  condjinaison  rationnelle  des 
coefficients  /?,,  jfo-,  •••<  /'//  iie  fait  apparaître  les  co\arianls  de 
l'équation  proposée;  mais,  comme  nous  allons  voir,  il  arrive  que 
ces  quantités  se  manifestent,  au  contraire,  immédiatement  par  l'in- 
troduction des  variables  T,  To,  T(,  ....  T„_2.  C'est  ce  qui  résulte 
de  la  proposition  suivante  : 
Soit 

F(X)  =  (y-X.  -i-  oy^/l"^  \Z?  )  ""  -^^"-^  B\"->  +  ...-i-lIX-,-K  =  o 
/rt   trr//)sformre  pur  la  siihstilul ion  (  i ')  de  l'équation  proposée. 


(')  Par  exemple,  les  conditions  qui  déterminenL  le  nombre  des  racines  réelles 
et  imaginaires  dans  les  équations  à  coefficients  rcils  dépendent  uniciiiemcnt  des 
invariants,  sauf  le  cas  du  quatrième  degré.  J'ai  donné  ces  conditions,  indépen- 
damment du  théorème  de  M.  Slurm,  pour  les  équations  du  cintjuièmc  degré,  dans 
un  .Mémoire  sur  la  t'jéoric  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées.  (Cawi- 
bridge  and  Duljtin  matlieinciticat  Journat,  année  i8.r'|.) 


TU  i: OUI-: Al  i;. s  d  a  i, (;  k  ii  i<  k  kt  kquation  du  orATUiÈMK  dkghe.      Vi 


et  it'/irésenlons  re.rjnession  analogue  à  '-5(.r).  mais  relative  à 
cette  équation ,  par 


*  (  X  ) 


A  (T  -I-  AX 


-^  AX2 
-•-  BX 

-f-  C 


lîi 


AX"-" 
HX"-2 


on  pourra  iniinédiatenient  obtenir  <ï>,  en  faisant  dans  -j,  en 
premier  lieu  : 


T„       =(ao-!3v)(a-f-ptB)"-2, 


(2) 


)':. 


'^r^  _   S-. 


)(a4-  ;ic?)"-2-' (■;-!-  oG)', 


T, 


fn)' 


;  t  )«- 


•>jcT,-. 

•   •—  2^T;,_3-f-    /<T„_0 

2)CC,+. 

.4-  2Gë„-3  +  H5„_2. 

.V0//.9  /«  condition  cju'après  les  développements  on  remplace  ^' 
par  ïïi,  de  manière  à  parvenir  à  des  expressions  linéaires  en 
Gq,  Gi,  . ..,  G/i_2  î  ^/^  second  lieu,  et  pour  ce  cjui  concerne  T.  la 
valeur  à  substituer  se  déduira  de  la  relation 

«a  T  -i-  (  /i    -  I  I  ^  To  -H  (  n 

=  /lAîs--r-(/l  —  1  )  B  ëo  -+-  (  /i 

On  remarquera  la  liaison  qu'établit  cette  proposition  entre  les 
deux  groupes  d'indéterminées  Tq,  T,,  ...,  T„_o,  Gq?  ^j,  •••,  ^/i-->j 
et  le  rôle  entièrement  séparé  de  l'indéterminée  T.  Ces  relations  (a), 
indépendantes  des  coefficients  «,  b,  . . .,  g,  h,  représentent  préci- 
sément ce  que  M.  Sylvester  a  nommé  une  substitution  com^ré- 
diente  n\ec  la  substitution  binaire 


(3j 


>r 


"  x 


et  le  sens  qu'on  doit  attacber  à  cette  expression  se  trouvera  nette- 
ment fixé  par  cette  proposition  : 

Désignons  respectivement  par  S  et  (S)  les  substitutions  (.')) 
et  (;i);  si  l'on  obtient  S  en  composant  deux  substitutions  ana- 
logues S',  S",  de  sorte  qu' on  ait 


S  =  S' S". 


H.  —  II. 


i»:rvHKs   0 1:   iiivui.i:s   iikiimiti: 


1(1  snhstitution  {S)  st'/ui  tir  /nrinr  con:pox('('  t/r  t/t'ii.r  tiufrrs.  rf. 
si  ion  /v*/'/ <•.<«•«/(•/>(//•  (^  S")  et  {S")  /es  sitltstifntions  dt'dinfrs  de 
S  «7  S',  li' après  1(1  nu' me  loi  t/ue  [S^  de  S.  on  (tnid  ia  relation 

Oc  là  i('->iill('  ([110  loiilt"    ùnuliou  ilt'-^  i|iianlilrs   I*,.    IV, P,^, 

iinit.'|>(Mul.inl(>  lit'  r.  paf  t'\oiupl«>  loulos  los  loiu'luMis  >\  nuMrii|iies 
lies  (lillcirm-t^s  ilrs  r.uMiH"'^  y.  -^cvony.  par  rapporl  à  T,,.  l  i l  ;;    j. 

dos  «tnailaiiU  il»>  la  tiMulion  lu>inoj;ôno  »  "/"f  -  )  •  Telles  seront  on 
parlionlior  lo-<  (piantilos 

( /i  —  Il  l*^       >/jPî.     yn-y^yn —  >■*  P{       Wj  ( /i  —  -.«il^il*-        >/j'l\,.tMo. 

»pii  jiuioMt  lo  pnnripal  VvAc  klan>  los  r<>('horoli('<  ipii*  |  «'-«poro  pou- 
\  oir  l»i("nlôl  lommunupior  à  1  VoaiKMuio  sur  la  rodiiotion  (lt>  I  oipia- 
lioii  (\\\  l'impuôiut^  (l(\^io  à  la  torino  obttMHit>  par  M.  Jonard.  Mais, 
on  »'o  nïoiutMil,  o  t>sl  aux  ocpiahons  ilii  ipialrirnio  «logro  ipio  jo  \ais 
appliijnor  oo>  rt>n>ult'ralion>,  alin  »lo  l«»s  icduiio  à  la  fornio 


iP 


j-v       (■»  S  ./î  —  ST. 


et  par  là  d  on  oonoluro  los  ("xpit'ssions  do  loiirs  raoinos  au  uiovon 
dos  fonoti(>n>»  olliplupios.  Jo  nio  tondorai  à  »"ot  olVot  sur  ootto  ro- 
Miaripio  ipu\  dau'^  ootto  ('(jualiou.  ooiniiu»  i-olK^-»  y\c  la  thovuio  dos 
ItMioliou^  ollipti(pi«><  au\ipi('ll>'-.  idlo  a  oto  oonipario.  >a\oir  : 


ot 


e*-j-  cM^o'  —  »  MO  —  tr 


:^  _  (•,  ;s  _  s.i  —  ik^  \  5  —  ■{  =  o. 


I  invariant    ipiadralupii'  o--l   nul.  ()r  touto   oipiation   du  ipiatriônio 
doiiro 


où  I  on  >inppi»s«'  «Otto  «juanlitt* 

j  1  .r  —  H 

uo\nM»t,  oi\  V  rtMupiaoanl  ./"  par  — ^ — « 


TU  i':oui:m  i:s  d  v  i.c  i;i(ii  i:  kt  i;yu\Ti(»N  in    oi' atii  i  i:m  r;  ihmjiii:.     ">'> 

«1'  (|iii  est    lucii    l;i    lormc  (le    l"(''(|ii;il  luii   (î).    l'.hiiil    donc    |»i(t|)(i-(''f 
I  (''(|iiiili(>u  g(''nciiilr 

a.r'>  -+-  j  />./'^  -J-  (\r.r'-  —  j  dx  -t-  e  =  o, 


essayons  de  (liicniiiiKT  hi  miI)>I  il  iilioii 


^  ==  o  (  a;  )  —  et  T  H-  ax 
-H   16 


T, 

-:-  ax"^ 

T 

-H  «./'^ 

-4-  i  bx 

-}-  4  i.r'- 

-f-Gc 

^\d 

T.., 


(le  iiianirrc  (|ii(',  (liiii^  lu  I rniisConiHM'  (|itc  nous  ('■crirons  uiiisi 

y''  --  4  \\y^  ~  C.  I',_)--  ^-  1  l's  J-  -+-  1',  -  (., 

I  iinariiuil  (|iiii(lrali(|ii('  soil  <'i;iil  à  /.vvu.  On  dcNia  poser 

l\  -  4  i^  l'a  -i-  -5  l'i  =  o, 

l'clalion  du  qualrièine  df'<;r(''  par  rapporl  à  '\\.  '\\/V2\  mais,  ce  (pii 
pislifie  pr(''cisi''iiuMit  le  mode  de  r(''dtMMion  (pu;  nous  axons  en  \  wv . 
c'est  qu'elle  se  d(''coni|)osc  en  drn\  lacleurs,  do  sorte  (pi'en  [)osanl 

i=aTl  ~.\cT\^eTl  ~  \d\\V.:,-^}.c\:„'V.,-\.\b{\/\\, 

I  =  (te  —  4  bd  -i-  '\  (■'-, 
J  =  ace  H-  •^.bcii —  iid-  —  cb-  —  r-', 

on  aura  1  une  ou  I  aiilre  de  ces  ('-(pialions  du  second  deyrt-  seule- 
lliriil 


If-     G.I 


It-r-  /  (JJ 


■jL^  s/l-^  -  U7J  A  (  T0T2  —  T?  )  =  o, 


^—6 


On  pourra  donc,  eL  d'une  inl!nit(''  d«!  inamrres,  en  s  adjoii;nanl 
de  simples  racines  carrées,  délerminer  une  suljstilulion  (jui  ramène 
loule  équation  de  quatrième  deyré  à  l'équation  (4),  dont  les  ra- 
cines ont  été  exprimées  par  les  fonctions  elliptiques.  Et  l'on  remar- 
<iiiera  (iik^  t  est  hieii  un  eo\ariant  de  la  loriiie 


f  —  ax'>  -+-  \  bx^y  -i-  iScx-y-  -^  4  dxy^  ~-  ey'*, 


36  (h;(\ui:s    ni:   ciiviii. i:s    mimîmiti:. 

car  colle  ([iiaiililc  peut   > Ohlenii'  en  rciiiplaraiii .  dans  I  «'xprcssion 

.A-,  .ri,  J  -  (I  une  pari,  ç-,  çr,,  y/-»1<'  I  aiilic,  respecli\  cmcnl  par  1,,, 
T, ,  Tj  :  (I  aill('iii'>  I  cl  ,1  Sdill  les  deux  iinariaiils  cl  T'  —  :>-.)-  le 
(liscriiniiiaiil. 

Mais  il  esl    une    aiilre    ('(pialion    ([ue   |)iéscnlc    la    llicurie   tic    la 
Iranslorniation  du  lidisirine  nrdrc  et   à   la(|uclle  on  |)Ourrall,   jiar 

,..,,,.                           y..r  -^  'i  ,.     . 

une  suhslilulion  (le  la  loiuie  r  =  r'  ramener  eealenicnl  loulc 

■;.?•  -^0  * 

(■(piaiKtndu  (pialnènie  dej^ré.  Soil,  en  i;én(''ral.  pour  un  ordre  (piel- 
coiicpie  //, 

U  =  v/^.        V  =  vV>:V: 

en  parlant  des  expressions  doniK-cs  dans  les  Funditiuonla  jxuir  A 
el  a',  et  d'où  l'on  lire 

siii  loam  ■'  (o.  <iii  ci'iim  i  (o »iii  coaiin  /(  — -lit» 

V  =  U"  ■ ■ » 

Aaiii  ■>. (o.  Aam  |  (o,  .  .  . ,  A  aiii  (  //  —  i  i  (•> 

le  V.  Jouherl  a  lail  la  rcuiarcpu'  iui|)orlaule  (pie  les  fondions  ra- 
tionnelles svuu'lrifjues  des  discrscs  \aleurs  de  \  (jui  correspondent 
à  tontes  les  dt-terniinalions  de  o),  ne  dt'pendenl  (juc  dn  |)roduil  du 
module  par  son  com|)lcnient,  de  sorte  (pi'il  existe  entre  ^  et  L  une 
équation  de  dej;rc  /?  -!-  i .  analogue  pour  plusieurs  propriétés  essen- 
tielles (  '  )  à  1  «'(jualiou  modulaire  <'utre  r  el  //.  Par  exemple,  pour 
/i  =  3,  /<=:.'),  //  n^ -.  je  cidcul  cUccliK'  p;ir  le  I*.  .loiihert  donne 
les  relations 

^v__;^::iV3-^.,.uv  — u*  =  o, 

V«—  iGin-i    -  i5U'-Vi-^  rSU^V^-^  -i  lJ\  -•-  U«  --^  o. 
V8  — 611)' V--:- 7.^8 IJeV"-  7.9G U^  V-*  ^  7.<)i  l  ^  V' 
—  7.i8U»V»-:-7.iAUn'2— 8UV-H  L»  =  0. 

C'est  la  jiremirrc  (pii  |»ourrail  servira  l'objet  (pie  ikuis  indiquons: 
mais  je  me  bornerai,  en  terminant  celte  Note,  à  montrer  qu'elle 
donne  un  muivel  exemple  rie  ce  ra|)pTocliemenl  (pic  |  ai  essavé  de 


(')  Ces  propriclés  scroni  l'()l)j('t  d'un  procliaiii  ailiclc. 


THEO  ri:  mi:  s  i»  ai.(;eiiiu:  i:t  kqiation  m    u  i  a  ru  i  km  i:  I)i:(;uk.     >- 

l'aire  ressortir,  eiilie  la   llu-urie  de  la   Iransfonnalion  pour  le  Iroi- 

sième  ordre  et  eelle  des  formes  ciihi(jiies  à  trois  indélermiiK'es. 

Kirectivenienl,  le  paramètre  /  (pii  figure  dans  la  transformée  cano- 

nifpie 

7-3  _L-^3  __  33  .^  6  l^y^ 

d<'j»eiid  des  in\aiiants  S  et  T,  on   pliih')!  de  S  et  S,   par  I  ('■(|iia  I  inii 

1*  —  I    _  l  ^ 

()v  il  suflit.  en  inlrndiiisant  une  >('\\\r  iinli'terminée.  de  poser 
/  ^  oV  pour  la  ramener  à  la  relation  entre  \  et  (  .  De  là  résulte 
(pi'en  prenant  pour  module 

A-   —    ;- j 

1 V'  s  ■' 
et   posant,  puni-  abréj^er, 

'i  =1  --  (  m  K  -r-  m'  lK'  ), 
'         > 

on  a  ees  expressions  des  tr(jis  rpiantités  0.  A  et  /,  savoir  : 

^         ,-     sin-am--  1     /^  i-i-cos^omo  ,  S       Aamo 


sin-coamci  7  «in-am-i  Si   smcoani'^ 

Dans  ces  forinides  ni  et  ///peuvent  être  pris  ('gaux  à  deux  nombres 
entiers  quelconques.  |)ourvu  qu  on  ne  les  suppose  pas  en  même 
lemijs  nuls  ou  (livi^d)les  |)ar  3. 


SUK 


Ll  TIIKORIi:  DES    KOIIATIOAS   MODULAIRES. 


C.  /{.,   l.  \L\'III,  iSjf)   I  I  I.   |).  910-1079-1096; 
t.  XLIX,  18)9  (Il  I,  p.   i()-iio-i4i. 


<  )ii  (((iiiiiiîl  l(tiilc  I  iiiiporlaiicc  clans  la  lluMinc  (!(>>  ('■(niiili<ii»s 
ali;('l)ri(ni('s  do  (■(•lie  l'oiiclion  des  coef'liciculs  à  la(|iicllc  a  vlô 
(Iduiif  le  nom  de  rJiscriininanl,  et  qui  re[)résente  le  produit  sjmé- 
Inquf  (les  ('arrés  des  diHV-rences  des  racines.  Aussi  les  géomètres 
ont-ils  recherché,  smioiil  dans  ces  dei-niers  lem|»s,  les  méthodes 
le>  [>liis  |H()|)i'es  a  en  al)r(''i;cr  le  calenl.  .Mais,  dans  les  a|»j)lieal  ions 
a  une  e(|iiation  donnée,  ces  méthodes  générales  sont  le  plus  sou- 
vent im])raticabh's  en  raison  des  opérations  laborieuses  (ju  elles 
exigent.  C'est  cette  dilïiculté  qui  m  a  longtemps  arrêté  |»our  for- 
mer la  n'duile  du  onzième  degré  de  I  ('■<pialion  modulaire  du  d(ui- 
zième.  la  lonelion  des  racines  que  ]  ai  eiii|)lo\ee  pour  ellectuer 
I  ahaissemeni  conduisant  dans  les  tidi>  ea>  du  siMème.  du  hui- 
I  H  me  cl  du  ijoiizième  degré  à  caleiiler  le  diserimina  ni  de  co  ('(jua- 
lioii-.  .1  ;ii  doue  e>sa\<''  d^'tudler  en  gc'iK'r.d  le  d  iseriminanl  des 
é<pialion-»  niodiilaii<'s.  en  |)renanl  pour  |)oiiil  de  départ  les  ex- 
|)ressions  des  racines  sous  lorme  transcendante,  dans  1  es|jérance 
d  arriver  à  un  cahiil  (pu  péil  être  eneeliu-  au  moins  dans  le  cas 
(|ue  j  a\,ii>  en  \iie.  .1  \  ■,iiis  (dlecl  i\  eiiieii  t  parxenii,  et  |  ai  vu  en 
même  temp--  celle  reelierehe  conduire.  |iar  une  voie  aii>M  Minph? 
(pie  iialiirelle.  à  d  impoilantes  notions  arithimi  npics  et  à  des  pro- 
position- (|ii  on  ne  IroiiNcra  |)as,  j'espère,  >ans  intci'êl,  sur  les 
-oiiime-  lie  iiomhro  de  classes  de  formes  (piadraticpjes,  dont  les 
delei  iiiiiianiN  sinxcnl  niie  (  l'iliiine  hti.  M.  Knniecker  a  di'jà  donm'' 
(laii>    le-   ('ninpli's  icn'his   de   IWctnIriii ic   de    />cv///M  S(''aiice  du 


TUKOimc  DKS   i':or  ATioNs  :\t()i>L  i- a  i  in:s  .  "^0 

29  oclobre  i8jj)  les  énonces  de  j>lusiears  beaux  lliéorènies  de 
relie  nature;  ceux  que  je  vais  élablir  dans  celte  Note  et  qui,  si  je 
ne  nie  tioin|>c.  licnnenl  à  d "anlres  principes,  contribueront,  je 
pense,  avec  les  |)roposilions  dues  à  cet  illustre  géomètre,  à  jeter 
un  nouveau  jour  sur  une  des  i)lus  importantes  lliéories  de  l' Arilli- 
ni('li(jue.  en  la  lallacliaiit  pai'  de  nouveaux  liens  à  1  Algèbic  cl  à 
r  Vnalvse  transcendante. 


Soil  n  un  nond)re  premier  et  0(t',  (i)^=o  l'équation  modu- 
laire de  degré  /* -r  i  ;  en  faisant,  pour  abréger,  e^  (-j?  on 
trouve  très  aisément  que  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines  r,  |)rises  deux  à  deux,  et  que  je  désignerai  [»ar  D,  a  la 
forme  suivante  : 

le  pohnome  a^^-T-  a,  u^  -h  ...  étant  réciproque,  c'est-à-dire  que 
ai=  a,j_i,  et  ne  contenant  ni  le  facteur  a.  ni  le  facteur  i  —  u^  ] 
(juant  au  nombre  v.  il  a  pour  valeur 

V  =  ^ (n-^z). 


Cela  posé,  je  vais  en  prcniier  lieu  t'iabiir  que  I)  est  un  carré  par- 
fait. Je  me  fonderai  |)Oiir  cela  sur  la  relation  importante  donnée 
par  Jacobi,  entre  le  multiplicateur  M,  le  moduh'  pioposé  et  le 
module  transformé,  savoir  : 


En  posant 


n    hii  —  k-)    eu. 


de      .^  de      ^, 

— -  =  e(t'.  //  I,  -—  =  :S(v,  u). 

m-  au 


de  sorte  quon  ait,  en  \ertu  de  léquation  modulaire. 

du  _        0(t-,  u) 
dv  ~  ~  §"(f,  u)' 


■\o 


<*:rvni:s    m:   <ii\iii.i:s    iii:iimiti:, 


(•flic  rclalii)n,  si  I  on  iulrodiiil  //  cl  i-  iiii  licii  dey  /,  ri  ^'  a.  (h'vioii- 

iha 

I     i-(  I  —  ••*  )0(r,  M  ) 


I\I! 


n  u(  \  —  «"  i.?!  f,  //  ) 


1)  itilltMirs.   les  Nahniis  corrt'Sj)Oiiclaiilt's  de  i'  cl  île  .M  M)nl.  conimc 
»>ii   sait. 

r  =  //"  [  siii  (>oiim  •;»  p  sin  cnam  j  o  .  .  .  sin  coaiiK  /(       i  i  -^  |. 
"-'  r 


M 


«in  coainio  sin  coîtin  4  p  •  •  •  *'"  coain  (  ii 


lie  sorle  (in  fii  laisanl 


K 

,K 

n 

n 

II)  aiii  '2  0  sin  mil  |  p 


fK 


<iii  iini  I  /i 


I  I  K       /  K' 


on  oliliendia   siinidtanémenl  les  n  -\-  i   valeurs  de  M  el  les  n  +  i 

racines   c„.  r, r„  de  1  équation  modulaire.  Or  les  équations 

enti-e  M  et  /.  niil  pour  coeKicienls  des  fonctions  cnli('res  de  /.".  celui 
de  la  |)lus  liaulc  |)uissance  de  M  étant  lunitt'.   et  le  dernier  la  eon- 


slanle  nuniéricjue 


j  de   nianu'-re  cjue   le   mull  ijiliealeur   ne 


peut  jamais  devenir  nul  ou  infini  j)our  une  valeur  finie  de  k.  Celte 
propriété  importante,  cpii  est  due  au  P.  .Jouherl.  montre  que  les 
valeurs  de  r  el  t/.  (pii  satisfont  à  I  éc[ualion  nuididaire  et  à  sa  dé-ri- 
vée  0(('.  u)^o,  annulent  nt-cessairenient  aussi  le  dénoniinateur 
de  .M  el.  par  suite,  3(r,  u),  si  Ion  exeliil  les  cas  limites,  fi=o, 
«^=1,  auxcjuels  correspondent,  comme  on  sait,  c  =  o.  c*  =  i . 
Cette  restriction  faite,  on  peut  conclui-e  (pie  toutes  les  autres  solu- 
tions simultanées  des  équations  0|  i'.  ?/ )  =  o.  Oie,  tn  =z  o  sont 
douilles;    elles    annulent,   en   efl'et.    la    (l<''terininante    fonctionnelle 

de  £0        de  ^  _  r.  i^'J_  _  z, 'J^ 
dv    du        du    dv  du       '    (h' 

car.  a  cause  de  1  é(jualion  0  =  o.  celle  dt'tenniiiaiilc  coiilieiil  le 
facteur  ^(c,  u).  C'est  dire  (pie  tous  les  laclciirs  du  discriiiiiiianl. 
autres  (pie  //  cl  i  —  «•*,  v  entrent  au  carr('-,  dOù  résulte  (pie  le 
polvnomc  c/„-T- «'/,«*' 4-  ...,  qui  ne  conlicnl  pas  ces  facteurs  et. 
p;ir  xiiile.  le  discriminant  lui-même,  est  un  carré  parlait.  A  la 
\eiite  |toiirr,iil-on  demander   en   toute  rij;iienr  de  dt'-inoiitrcr  (pi  il 


TIIKOUIK    l)i:S    EOl   ATKINS    M  ()  [j  l    I.  A  I  U  K  S  .  Jl 

ne  renlcraie  |)as  tic  tactcms  liij)l<'s  on  ('IcNés  à  nue  puissanee  im- 
paire. Mais  ce  point  sera  liii-nième  coniplèlement  établi  plus  tard, 
à  l'aide  d'une  remarque  que  je  dois  encore  placer  ici.  Multi[)lions 
jiicinhrc  à  membre  les  n  +  i  tkjualions  qu'on  déduit  de  la  rela- 
Ikiii 

I       V{\  —  t^8)0('f,    II) 


M^  -^ 


Il   ll(\  —  u'^  )'^(  c.  u) 


en  \  rem|)la(;anl  successivrmrnl  r  jiar  loules  les  racines  de  l'équa- 

liitn  modulaire.  Comme  le  i^iudiiit  des  valeurs  de  M  est  zb  -  •,  on 

'  n 

tromera,  en  employant,  j^our  abréger,  le  signe  de  multiplication  II, 

I  I  11  Ci  I  —  ("  I  \\^){  V.    U) 

n'-        n"^'    u"^U\  —  if^  )''+^   tlS7(  r.  u) 

Mais  on  sail  (|iir 

II  f  =  iu"^^\ 
on  en  conclut  (  '  i  ([ue 

lll'l  —  l'S)  =  (  1—  «>*)"  +  l, 

et  il  vient  par  conséquent 

W'bi  1%  n)  =  ^  II  0(1-,  u). 

Or,  au  signe  près,  n6('t'.  u)  est  le  discriminant,  et  cette  relation 
montre  quOn  jieut  le  considérer  comme  pi'ovenant  de  l'élimina- 
tion de  c,  entre  les  équations 

6(1',  u )  ==  o.         2r(  c,  «  )  =  o, 

la  seconde  t'-tanl  la   dirixée  -7--  Cela  posé-,  faisons  le  changement 

</(•  ' 

de  V  en  u,  et  de  //  en  se:  daprès  une  |)ropriété  fondamentale  des 

d% 
<''(puili(tas  modulaires.  B  ne  changera  pas,  -y-  =  o  deviendra  par 

f/e  .....  ,  . 

conséquent  -j-  =  o,  et  le  discriminant,  jorsfpi  on  v  aura  mis  se  au 

iicii    de  u.  représentera  le  résultat  de  réliiniiiatioii  de  u  entre  les 


{')  II  suffit  pour  cela  de  poser  ^<  =  9(10),  puis  de  changer  w  en »  et  d'éle- 
ver les  deux  membres  à  la  puissance  huitième,  les  racines  i„,  t',,  ...  étant  ainsi 
devenues  :  \  i  —  ij;,  ^  i —  rj,  etc. 


4'  (*:t  viii;s    i»i;   (  iiahi.i;s  iiiumiii;. 

t'(|ii;ilions 

\\,\\->.  I)  ne  (-oiiloïKinl  (|iu'  dos  piiissaiicos  |);iiics  <lc  1/ ,  ce  rliangr- 
niciil  rr\i»Mnlra  à  ('ciiic  la  k'Uro  r  au  lien  de  //.  d  où  celle  cons(''- 
(jucnce  ([iK"  I  ensciid)l('  des  valriirs  éj;ales  des  racines  c,,,  c,,  .  .  ., 
i\i.  ne  dillrrc  j)as  do  la  série  des  valeurs  de  //  (|iii  lont  accuu'-iir  à 
1  ('-(liialion  modidaire  ces  \aleiirs  éi^ales. 


Apres    a\(tir    ('lal)li    que    le   discriniinaul   esl  un    carré   parfait, 
ce  qui  penuci  d  ('-crire  désormais 

D  =  ?/"+'(  I  —  7/M"-*'0'-(  //  ). 
>i  I  < m  |)Ose 

()(?/)  —  On  -^  rtj  «*•  -i-  . . .  -h  a.j  »*•■'.  V  =  _ , 

nous  inlroduii'ons  la  Iranscendanle  donl  j'ai  donné  ailleurs  (M  la 
d('linilion  cl  les  propriétés  fondamentales,  en  faisani 

e!  c'est  ainsi  que  nous  ))ar\  iendrons  à  leprésenler  explicitemenl 
louh's  les  racines  du  poIximiiM-  0(//i.  en  donnant  pour  chacune 
d  l•l|(■•^  la  valciii-  de  (•).  F.e  «araclrrc  |irin(ipal  de  ces  valeurs  con- 
siste en  (••■  (pielirs  sont  1  une  des  racines  toujf)urs  imaginaires, 
celle  (lù  If  roffficient  de  i  ( -)  esl  positif,  d'équations  <\u  second 
drgr«'' à  coefficients  entiers,  et  (pic  n(Mi>  <l('>ii;iicr(in>  de  celte  ma- 
nière : 

(  O  \  P  fO-  -r-  ?.  Q  (O  -^-  R  =  o. 

!!\ou>  allons  donner  le  moyen  dVthtenir  huiles  ces  é([ualions  en  les 


{')  Co/nples  rendus.  iSô8,  p.  jii. 

(-)  l'eut  êUe  ii'esl-il  pas  inutile,  pour  évilcr  tonte  anibiguïté,  de  dire  que  la 
quantité  i  «lont  il  esl  question  est  précisément  relie  qui  figure  dans  l'expression 
iinalyti({uc  «le  f  f  <•)  )  où  elle  a  éii-  introduite  en  posant  q  =  e'"". 


riiKouii:  or:  s  k^uations  mod  l  laiuk.s.  4^ 

(IcdiiisiinL  de  ccilaiiies  classes  de  l'onnes  qiuulratiques  de  détenni- 
nant  négatif,  mais  il  est  d'abord  lu-eessaiie,  à  Tégard  de  celle 
déf)endance  que  nous  «'tablissons  eiilre  les  équations  et  les  classes, 
d'indiquer  la  ])ro|)<tsilioii  sni\  aille  : 

V  toutes  les  classes  qui  oui  luèuie  délerminant  ou  seulemeul  à 
certains  ordres  correspondronl  toujours,  sauf  deux  exceptions  dont 
il  sera  queslion  |>!ii>  l)a>.  >()il  deux  groupes,  soit  six  groupes  de 
liuit  éfjualions,  telles,  (jiie  dans  un  même  groupe  toutes  les  écpia- 
lions  se  dt-duisenl  de  l'une  d'elles,  en  y  remplaçanl  to  par 
(,>4_2/».  \c  ii()ud)re  //i  ('tanl  pris  sMi\ant  le  module  <S.  De  sorte 
que,  si  Ton  veut  avoir  seuleuieut  les  valeurs  distinctes  de  cp**((oK 
on  ne  conservera  qu'une  forme  de  chaque  groupe,  alors  et  sous 
cette  condition  correspondront  à  chaque  classe  deux  ou  six  équa- 
lions  (a). 

Désignons  dans  le  preniier  cas  par 

I'0j2-i-    '.(Ho—  R  =  o 

Tune  des    équations.   Taulrc   >"rM  di-duira  en  y  remplaçant  o)  par 

— ^^,  et  il  en  résultera  deux  valeurs  csûo)  et— —  qui  seront  deux 

1  -I- 1.)  .  .     /       r' ^' 

racines  réciproques  du  polynôme  h( u). 

Pour  le  second  cas,  on  aura  d'abord  les  deux  équations  dont 
nous  venons   de  parler,  el  (  liaciine  d'elles  en    donnera  en   outre 

deux  autres,  en  y  remplaçant  (o  par et  to  —  i .  Autrement  dil, 

les  six  équations  résulteront  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  en 
y  faisant  les  substitutions 


\  ces   six  valeurs   de  to  répondent  six  groupes  de  huit  racines  du 
polvnoMie  H( a),  qu'on  obliendra  par  les  relations 

I  I  '^^  r  'o  I  œ*  (  (O  )  —  I 

«8=Ci8(CO).        — ,  I  '^«((L,).         — >         — -! >         ' — • 

'  G*(w)  '  1  —  cp*(a)j         ci»(oji — I  'i^lcoi 

(^uant  aux  cas  dexceplion  à  ces  règles,  ils  concernent  les  classes 

dérivées  de   ces  deux  formes  (i,  o,  i  )  et   (2,  i,  2).  On  rencontre 

les  premières  lorsque,  le  nombre  premier  n  étant  ?^  i  (  mod  .\).  ou 

peut  iaue 

n  =  a-  -f-  4  ff-- 


{4  (*:ivHi:s  DE   ni  A  lu,  i;  s   iikr.miti;. 

Seldu  (jii  t'ilcs  |>rcsentent  les  caraclèrcs  propres  ;iu\  lonncs  (pii 
loiiinissciil  (It'iix  ((Il  SIX  ('(pialions,  on  nCii  (l(til  prendre  (pi  une 
seule.  sa\  oir  : 

10-  —  ■>.  (O  -^  7,  =r  o, 

<1  Où 

(o  =  1  -t-  /',         o"  (  w  )  =  —  I  : 

on  hien  les  trois  suivantes  : 

(>)--f-   I    —  o, 

(O- -no  -f-  -2  =   0, 

■;•.  tU--T-    '.M  H-    I    =  o, 

«I  où 

10=/,  G**  (  tO  )  =    -  j 

CO   =    1    -1-   /,  O»  (  CO  )  =  I  , 

—  I 


I  ^^  i 


(S8((,)  )   :^   .2. 


Le    pieniier  cas    a    Immi  lorscpie  />  est  iin|)air  ou  impaireinenl  pan', 
<il  le  seeond  lorsque  b  est  dix  isiMe  par   |  dans  li-cpiation 

n  =  a- -h  j  b^. 

Les  classes  dérivées  de  (:î,  i,  2)  sofiVent  lorscpie 

n  —  a- -h  >  />"-, 

ri  toujours  a\ec  les  caraetères  propres  aux  rornies  (pii  roiirnissenl 
six  ('■(piati(»ns.    Mais  on  en  dml  |)rcn(lrc  seulement  deux,  ([ui  sont 

W^  -T-  U)  -:-  I  =  o,  oj-  —  (0-1-1  =  0, 

et,  (pian!  aux  \  aleurs  de  'i(ti)  )  (pi  idlcs  dciciiiiinciil ,  (dle^  (U' pendent 

<\r  I  (''(pialion 

'^"'(  (o;  —  ci*(io  )  -H  I  =  o. 

Ainsi  le  facteur  //"' —  //**-!- 1  se  jnv'-senlera  dans  le  |><ilvnoine  0( // ) 
pour  //!=-,    1  3,    I  (;.  (ic. 

Ces  pr('liiiiinaircs  <''fal)ii>.  nous  arri\ons  à  la  lorinalntn  iik-iik; 
des  (''rpialions  m  (>>.  \  ccl  cUcl.  nous  considérerons  deux  S(Mmcs 
de  déterininanls,  les  uns  donnés  j)ar  I  expression 

A  =  (Ho—in)(n-  -10). 

les  antres  par  efdjr-ci  : 

A'=  Sof/i  — 80), 


iiiKoiu  i:  i)i;s  KO  i  ATI  ON  s  MOU  L  r.  A  nu:  s.  4'> 

(Ml    ;illiil)iiaiU    il    0    Iniilcs   les    \aloiirs  en  nomhro  éx  idcMiimciil  iiiii 

i|iii    1rs   icudciil    |)(t>ili\es,    et  nous   aurons    les  propositions    sui- 

\  ailles  : 

l'rcmiri'o  si-iic  :  A  =  (  80  ^  3/j  )(  «  —  ao). 

Pour  A  E^  i  (inod  4  ),  tontes  les  classes  de  déterniinanls  — -A 
pciixent  èlrc  représentées  par  des  formes  (P,  (),  R),  où  i)  esl 
impair  et  I»  iiii|)air('mciil  |)air.  (]t'^  lorincs  toiiruii'oul  deux  éqiia- 
lions,  dont   !•'  Ivpc  sera  prcMisiMucul 

Pw2-hy.(,>'o    -  H  =  o. 

Pour  A^  —  I  (niod4),  les  seules  classes  de  Tordre  impro[)re- 
Mienl  priniilil  ou  dérivées  d'ordres  ini|)ropreinent  primitifs  |)Oui- 
l'ont  èlre  représentées  de  même;  les  autres  seront  exclues,  et  (dia- 
ciine  des  premières  fournira  deux  ou  six  équations,  sui\ant  qu'on 
aura  A  ^::  —  i  ou  .>(mod8). 

Ik'iixièiiio  série  :  A' =  So(n  —  80  ). 

Poin-  0  impair,  on  exclut  les  classes  où  les  trois  coeflicienls  soni 
di\isil)les  par  a  ;  toutes  les  autres  fournissent  chacune  deux  équa- 
tions. 

Si  0  esl  pair,  on  prend  sans  exception  toutes  les  classes  de 
délerminants  —  A',  et  c'est  alors  seulement  qu'on  rencontre  les 
groupes  de  classes  auxquelles  correspondent  six  équations.  Le 
premier  de  ces  groupes  se  présente  lorsque  ô  ^  —  2/i(mod(S)  ;  il 
est  composé  de  toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  di\i- 
sibles  par  4?  et  qui,  ce  facteur  supprimé,  constituent  l'ordre 
improprement    |)iimiti(,    ainsi    (pie   les  déri\és  d'ordres  inqDropre- 

menl   primitifs    (  '  ),    de  ilélerminani -•  Le  second   est  donné 

1  I  () 

par  les  valeurs  de  o  qui  sont  multiples  de  8,  et  il  est  composé  de 
toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divisibles  par  8.  L'une 
(pielconcpie  de  ces  classes,  auxquelles  correspondent  six  équa- 
tions,   étant   désignée    par    (  P,  (),  R),    conduit   immédiatement    à 


(')  CeUe  i-tJunion  d'ordrt'S  qui  se  prt'senle  dans  les  deux  séries  de  délerminants 
pourrait  èlrc  appelée  simplement  le  groupe  improprement  primitif;  ce  serait 
ainsi  l'ensemble  des  classes  (A,  B,  C),  où  B  est  impair,  A  et  C  pairs,  ces  trois 
iiomljres  pouvant  avuir  d'ailleurs  un  diviseur  impair  quelconque. 


4<>  (*;i\ui:s   i>i:  chah  m:  s   m;  km  ni;. 

I filiiiilKUi  type 

l' to-  -^  .>.  Q  a»  -(-  K  =  o  ; 

mais    |H)iir  les  aiilrcs,  aii\(|uollcs  correspniidcnl   deux  cMjiialions, 
vl  t|ii  ou  |»('ut  représenter  ainsi  : 

?i\,  B.  C), 

0  élanl  1,2  ou  \.  el   V,  B,  C  n  ('laiil  plus  à  la  lois  <li\  isihlcs  |)ar  2, 

il  sera    toujours   possible   de  déduire  de  (A,  B,  C»   une  translor- 

mée  (P.  Q,  R)   où   l*  esl    impair,  R  pair,  et  réqualion  en  to  sera 

encore 

l'io^--  ■>.  Qco  -f-  R  =  o. 

Lue  observation  essentielle  doit  être  enfin  jointe  aux  proprié- 
lés  précédentes  :  eest  (pie,  dans  la  série  des  équations  dont  nous 
devons  donner  la  lormalion,  jamais  on  n'obtiendra  deux  fois  la 
même,  si  Ton  a  éj;ard  à  ce  qui  a  été  précédemment  dit  rcdalive- 
menl  aux  classes  dérivées  des  formes  (i,  o,  i^  el  (2,  1,  2  ).  La  con- 
sidération des  formes  n-duites  permet  de  le  démontrer  très  aisé- 
menl.  cl  il  en  résulte  celle  remarque  qu'un  nombre  premier  n"a 
qu'une  seule  représeiitalion  dans  le  groupe  des  formes  de  même 
déterminant  où  le  coeflicient  moven  est  nul. 


TIT. 


Plusieurs  des  résultais  précédemment  établis  s  étendent  aux 
('■(pialions  plus  «^(''nérales  ([ui  fournissent  l:i  iclatmii  cutrr  les  mo- 
dules pour  toutes  les  Iransformations  des  louclions  ('ili|)tiques. 
Ceux  que  je  vais  indiquer,  en  considérant  pour  l'ordre  de  la  trans- 
formation un  nombre  /i  impair  sans  diviseur  carré,  montreront, 
je  pense,  l'intérêt  (jui  m'a  attaché  à  ces  recherches,  auxquelles 
j'espère  donner  par  la  suite  de  nouveaux  développements.  Dans 
ce  cas,  léqualion  rationnelle  entre  v  =\/\  el  n  =  \0i  est  d'un  de- 
gré égal  à  la  somme  des  diviseurs  de  /?,  el  \c  premici-  poinl  (|iie 
j'ai  du  établir  consiste  en  ce  que,  si  lOn  pose  «  =  'i(oj),  les  ra- 
cines seront  représentées  ainsi  : 


T  11  KO  H  II;  Di:s  i:(,ir  ATioxs  mod  r  i.  \  1 1»  i;s.  Î7 

o  et  0|  c'ianl   deux   dix  isniis  de  //,  de  sorte  ((iie  //  =  00),   ///  i''l;int 

pris  suivant  le  niudiile  o,   et  (  <j  ayant  la  si<ini(i(ati(iu   liaijiliiellc 

relative  aux  nombres  composés. 

Considérant  ensuite  le  produit  des  carrés  des  dillercnccs  des 
racines,  jai  trouvé  (pfeu  le  d<''M<;iîaul  toujours  par  I).  ou  axaii 

OÙ  N,  j\'  et  V  sont  des  noinl)res  entiers  dont  la  d('leniiiii;ilion 
dépend  des  fonctions  numériques  suivantes,  qui  s  o  lire  ut  pour  hi 
première  fois  en  analyse. 

Soient  5  et  o'  deux  diviseurs  de  n,  tels  que  l'on  ait 

la  jjremière  de  ces  fonctions  sera  la  somme  de  toutes  les  ijuan- 
lités  oo',  et  je  la  désignerai  ainsi  : 

\„=  loo  . 

Le  seconde  A^^  sera  définie  eouiine  la  précédente,  mais  en  em- 
ployant seulement  j)our  o  et  o'  les  diviseurs  de  n  (jui  satisfont  à  la 
condition 

Cela  étant,  si  Ob  et  Ob'  représentent  la  somme  ei  li'  iiond)re  des 
diviseurs  de  n,  on  aura 

N  =  /i  dZ-'  —  Ob  -4-  -2  A„ , 

N'=  «Ob'— 3T;,  — 2a;, 

4v  =  X2  — .31^  — N—  jN'. 

Ces  quantités  auxquelles  conduit  immédiatement  le  discriminant 
de  l'équation  modulaire  montrent  donc  le  premier  emploi  des 
fonctions  A„,  A,'^,  qui,  si  on  les  prend  complètes,  c'est-à-dire  en 
introduisant  dans  les  sommes  tous  les  diviseurs  de  n.  seront  de 
la  nature  des  fonctions  numériques  qui  ont  été  récemment  l'objet 
de  travaux  importants  de  M.  Liouville.  Mais  la  limitation  oo'<<  n 

(')  ô,  ô'  ne  peuvent  être  pris  égaux  enlre  eux   cl  égaux  à   runilé-. 


\S  HKLNUKs    i)i;    i:  Il  A  km;  s    ii  l  it  M  i  r  i; . 

leur  iin|)nin('  un  caraclrrc  s|t(''(ial  (|Ui  ia|)|»flU'  daii^  la  iIk-oiic  do 
iKunliri'S  la  iiiilniii  anal\  li(|iit'  de  ixnUcs  tic  foiiclions.  1  elle  esl 
cncuro  rolU'  expression  île  la  soiiiiiie  des  (li\iseiirs  de  /?,  nioiiidics 
(|ue  ^  /?.  ddiil  M.  Kroneeker  a  iiKinlrt'  le  premier  l'iisaiic  dans  le 
lieaii  lra\ail  ipie  j  ai  dt'p'i  eile.  l'.t  il  ^eiiihle  pixpi  ici  «pie  ce  soil 
dans  1  é\aliialion  des  SDUimes  de  uoinhres  d(^  classes  de  lornies 
(jtiadrali(pies.  dont  les  d(''lei'iiiiiianls  siii\enl  certaines  pro';ressions 
<lii  S(M()nd  ordre,  (pie  ces  lroi>  touchons  se  lron\enl  appelées  à 
jouer  leur  princi|)al  rcMe;  mais,  à  cet  éi;ard.  |  aurai  siirioiil  pour 
Ittil  de  l'aire  ressortir,  dans  le  cas  où  //  esl  [jremier,  la  liaison  qui 
e\i>le  entre  le  degré  du  discriminanl  et  ces  nombres  de  classes, 
l'oiir  cela,  il  esl  nécessaii'c  (pie  je  d(''mouli<\  comme  p'  1  ai  déjà 
annoncé,  (pie  le  discriminanl  ne  contient  pas  de  facteurs  mul- 
tiples autres  (pic  u  cl  i  —  u^ .  dont  le  de<;i(''  de  multiplicité  soil 
supérieur  à  deux. 


IV 


Les   \alcur.>  de  oj  par  les(pielles  les  l'aciues  du  (Jiscriminant .   eu 
exceptant  u  ^  o,  «**=!,  ont  été  exprimées  sous  la  forme 

u  =  9(co), 

présentent  ce  caractère  que  deux  (puinlilés  cp  (  (o  ).  'f(w')  sont 
essentiellement  diOerentes  du  moment  que  t.)  et  (•)'  ne  dé|)endenl 
pas  de  la  même  équation:  et  il  en  résulte,  en  piemier  lieu,  que  les 
\aleurs  communes  (|iie  prennent  res|)ecti vemenl  deux  lacines  de 
l'c-quation  modidaire  piuir  //r='i((o)  et  // ;= '.s (  (.)' )  lu'  [)ourront 
non  plus  jamais  être  ('•<;ales.  Ce  point  établi,  joljserve  ensuite  que 
l(^  d(''terminanl  i)'- —  IM»  de  [('-(pialion 

l'w--f-  •>.  Q(o  -f-  R  =  o 
('•tant  léMdii   (juadrat  i(|iie  de  //.  la  congruence 

l' j- -7- aQx -4- R  ^  o     (mocl/j) 
adniel.  si   I*  nesl  pas  midliple  tlu  module,   deux  soliilions    réelles 


TlIKOlUi:    Di;S    KQIATIONS    M  ()  I)  T  r.   \  I  H  I.  S  .  .J,, 

(|ii  il  soi'ii   l(»ii|()Uis  |)i)ssil)l(;  (le  r(;|»i<''S('iiler  |):ii-  (lc->   iiuiiihr.s  iniil- 

ti[)l('s  (le  i()  : 

X  ^  \x,     ./•  :  3  a'. 

(  Iclii    ('lant,    Ifs   (leii\   racines   de    I  ('■(|iiali()ii    inodiilairc.   (|iii   (\c- 
\  iciiiicul  ('iialcs  li)rs(nroii  fail  // =  :i(  (o  ).  scroiil 


—  [Jl    ,  /  (.J  —   'X     , 

'-  el     '^ . 

n      /  •   \       Il       / 

Va    dans   le  cas    où   Ton    suppose   P^o  (niod/t),    la    coni:riicncc 
nadnietlant  plus  ([u'une  solulion  x  ^  a,  on  aurait  réi^alit»'- 


Mais  on  peiil  loujours  lairc  en  smic  dCxcliirc  I  un  des  cas,  de 
rester  dans  le  premier,  par  exemple,  en  Inanl  I  ('(pialion  en  o) 
d  une  lonne  (juadratique  (P,  (),  R)  où  P  ne  soit  pas  divisible  par /«. 
Cela   |)osé.    1  ('-(pialion   modulaiie   ne   saurait   |Sr('senter  non  |)lus. 

(piaiid  on  V  fait  ;/=;',5(oj),  une  troisif'ine  racine  'i  (  —)  ('gale 

aux  précédentes;  car  jj."  devrait  nécessairement  \ériliei-.  ainsi 
que  'j.  et  [j.',  la  congruence  Vx'--\-  2  Ç^x  +  Pi  ^  o  ixwoàn  1,  ci;  qui 
est  impossible  lorsqu'on  suppose  le  module  un  nombre  premier. 
Or,  ayant  démontré  que  les  racines  du  discriminant  ne  dilTéraienl 

pas  de  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  Co,  c, ^•,M  de 

l'équation  modulaire,  nous  concluons  (juil  n'existe  pas  de  lac- 
leurs  triples  dans  le  discriminant,  précis(''ment  de  ce  (pie  trois  (l(;s 
quantités  c,,.  i',.  ...,  v„  ne  peuvent  jamais  coïncider  |)Our  aucune 
valeur  finie  de  w.  Ayant  donc  fait 

nous  pouvons  regarder  comme  inégales  loulC'S  les  racines  de 
léqualioii  0(/<)  =  o;  et  c'est  la  pro[)osition  rpu^  nous  \oiilions 
('■tablir  afin  flarriver  à  celle-ci  : 

Pour  tout  nombre  premier  /i,  La  somme  des  nombres  d'équa- 
tions déduites  des  classes  quadratiques  de  la  première  série 
de  déterminants  —A,  et  de  la  seconde  série  de  détermi- 
nants —  A',  est  égale  au  degré  du  polynôme  Oi  /^). 

H.—  II.  !\ 


(*;i  \  Il  i:s    i)i:   (  ii  \  u  i.is    ii  i:u  m  ni: 


-Mais  on  ((Hi^nh'iMiil .  pdiii-  |)lii>  de  miii|>Ii(iIc,  Ic>  m'iiIo  ciiiiii- 
lidiis  qui  l(iiiiiii>'>('iit  (les  \iilriii>  (li>liii(ics  de  '^"((0),  ii()ii>  |iim- 
\()iis  remplacer  ccl  ('■nonce  pai'  le  --iii\anl  : 

.Stiic/it  T,  cf  To  /es  noDihics  di'  classes  de  la  /ircniicrc  sr/ic 
ait.vtjuelles  correspondent  deux  ou  si.r  éejuatK'ns.  t'^  cl  t',,  /es 
(liiantités  (inaloifiies  d((ns  /n  seconde  série,  <ui  dura  en  leminf 
comjile  des  c/asses  dcrnêcs  de  (i.  <»,    i)  et  (:>.   i.  :>.  )  /a  rc/alioit 

,  '   V  ,.  '  '  ""' '  II  —  t 

•>.  (  7  ,  —  J  ,  )  -f-  G  (  3-2  —  ^  J  '    =  V  r^ • 


Tel  esl  donc  le  lliéorème.  esseni  n-ilenienl  lunih'  jiixpi  ici  an 
ca:^  on  n  est  preiiuei-.  ([ne  n(»ns  allons  V(''rilier  pai-  un  ( cilam 
noinhre  (rexeinplo.  en  tlonnanl  pour  chacun  d  eux  la  s('iie  de^ 
('■(jnalions  en  d).  ce  (pii  \a  nons  conduire  en  même  lein|)s  à  picx-n- 
ler  (les  appiicali(tns  des  diverses  r(''i;les  ('noncces  précc'demnieul 
pour  la  t(U'uiali(Ui  de  ces  ('qnalions. 


V. 


\    cet    ellel.    j emploierai    pour   altrc-ger    la    notation    >ui\anle: 
(  \.  M.  Cl  étaiil    une  lorme  qnelcon(|ne,  je  p(^)serai 

(G,  —  B,  A)  =  i  A.  B,  C),. 

(A,  —  A  ^  B,  A  -  2  B  -^  C  )  =  (  A.  B.  C  )o. 

Il  de\  leiidia  posM^Je  ainsi  de  lallaclier  imiiK-duilemeni  les  ('-(pia- 
tion>  aux  loriiies  ri'duites,  par  lesquelles  il  ccnn  leni  daiilaiil 
mieux  de  repr(''senler  les  classes,  qu'on  obtiendra  de  la  sorte  le> 
coeflicienls  les  plus  simples  et  les  valeurs  de  (o  pour  les(juelles  les 
s('•rle■^  (dliplupies  pi(''sriileul  la  plus  i;rande  coin  eri;('nce.  Efl'ecli- 
vemeiil.  m  I  on  se  borne  aux  (''([nations  (|ui  fournissent  des  valeurs 
distinctes  de  îp^lto),  ou  in»Mne  à  la  seule  (-([nation  lv|)e  (  vovez 
Comptes  rendus,  y.  ()46et  î^ll  du  j)r(''sent  M(''m()ire  ),  elle>eia  lou- 
|our>    I  une  de  e(dles-ci  : 

rA.  B.  Ci-c  (..      (A,  B,  r;),  =  o,      ca.  b.  C),  =  o. 


riIKOltli:    IIKS    KOI   ATIONS    MODl   f.  A  IKES.  '»  I 

If's  iiidt''lciiiiiii(''c.s  ./•  cl  y  (''liiiil  rt'iii[)lac<-es  par  u)  c[  i.  ci  (  \.  Ii,  (^i 
(■Uml  une  foiiiic  n-tliiilf.  .Ir  <(iii\  icndrai  enfin  de  les  dcàigiier  seu- 
Icincnl  |iiir  ltMll■•^  [n  rinicr--  imiidn-es  et  de  représenter  respective- 
ment par  S  et  2',  pour  la  première  et  la  seconde  série  de  délermi- 
iiants.  les  sommes  de  nomhres  d'équations  donnant  des  valeurs 
distinctes  |)oiir  ci'*((o),  de  sorte  (pu-  la  relation  que  nous  nous 
proj)os()n>  (lr  \i'ii(if'r  sera 

n- —  I         n  —  t 


Cela  posé,  voici,  r-n  rf.inmfnrant  par  le>cfi>  les  plus  siiiipl<'s.  les 
résultats  que  1  on  oljliinl  ; 


n  =  3. 


Le  nombre  v  se  réduit  à  zrtd.  0  '  //  i  f-^l  nue  constante,  et  le  dis- 
criminant de  I  équation  modulaire  //' —  v^-f-  'Hiv^i —  u- i- )  =^  o, 
ainsi  que  le  donne  facilement  le  calcul  direct,  est 


D  =  ii'i  [  —  //*  r-. 


La  première  série  de  déterminants  fournit  la  seule  valeur  A  =  i, 
d'où  la  classe  (i,  o,  i  ),  qui  par  exception  donne  au  lieu  de  deux 
équations  une  seule,  (i,  o,  1)0.  La  seconde  série  de  déterminants 
n'existe  pas,  et  I  mu  olitieui  ■-implement 

0(  II)  —  j  ~  H».         D  =  «"f  (  —  u^ )'(  i  —  «8;-. 


La  première  série  existe  seule  et  donne  A  =5,  d  où  les  deux 
classes  (1,  o,  3  ),  (2,  i,  2).  Mais  on  ne  doit  employer  que  la  classe 
improprement  primitive,  qui,  par  exception  encore,  au  lieu  de  six 
«'•(piations,  n'en  donne  que  deux,  dont  le  tvpe  est  (2,  i,  2).  La  va- 
leur D  est 


(*;  r  V  II  i:  s    d  k   c  i i  a  u  i.  i;  s    i 1 1:  w  s\  i  i'  k 


/J  =  1  I,  -j  —  lO. 


La  piHMiiiri'c  siTM'  tldiinc  A  = 'J,  cl  hi  (•hi>>c  iiii|tn>|)iciiiciU  |)im- 
iuili\('(:>,  I.  î  I.  dOù  1  équation  Ivpe  (  :>.,  i ,  j  i , .  <  )a  a  donc  i]  ^^^  •>.. 
iJaiis  la  tlciixiriiu-  st-i'ic  A'^=  n /j,  cl  l'on  ohlienl  les  ([iialrc  •'•(jiiations 

types  : 

(1,  ().   ^i).     (3,  <).  8),     l'-î-  '^-  7)i-     '  "'•  <•  '>^ji 

de  sorte  que  ï'=:  8,  !i]  -|-  ï'^  lo. 

On  \erra  dans  un  |)i'ocliain  ailiclc  (•(Himicnl  on  parvieni  ensiiile 
à  l'expression  (  '  )  : 

D    =   «'-(I      -«'*)'"(  Ki  Jl  /^S-7-  !();("'  )- 

X  (l —  3oi  ()Go«'*-t-  3  rjo  îi)>.«"'' —  -2  178  •l'yj.ii'-'  —  1  oya  ov>.1)H'- 
—  i  1 78  yii  u''0  -i-  3  j'jo  \()}.  u'*^  —  3o  I  ()()o  it'''  -H  K.'^'* }-. 

Pour  les  val<'Uis  plus  i;iandes  de  //,  je  if'-suuierai  les  résultais 
dans  le    I  ahleau  sui\anl  : 


(  '  )  Le  cuicul   fait    par  .M.  Boiirscl    ncuis   a   amciics  à  tiiddilicr  (|u(li|iics  un 
cooflicicnls  numcriquos  donnés  par  Ucriiiile.  l..    I'. 


Tiiicouii;  ui;s  i:oL' ATI  o.Ns  moki;  i.a  i  ii  i;s. 


Il 
13 

17 
10 

"M 

riiioMii-.ni:  sku:i:. 

iii;rxii;.ME  si:iiii;. 

V 

15 

m 
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(Il 

A  =  \\ 

(2,  .,■.) 

A  =  (, 

(l,  0,  (,)„(J,  I,  Jj, 

(:i,  o,  3)., 

V 

A'r.',., 

(.,0,  .V.)(5,o,  S)  (',,•.,  m), 

(7.  3,  7). 
i:'—  8 

A  :^  |3 

(.,o,  ,3),,  (.,,,-), 

A  :  :  I.') 

S  —  S 

A'  =  72 

(l,  0,  72)  (3,  0,  2'|)  (S,  0.  (,),  (4,  ■';   '!)), 

(9.  3,9),j-8,  .1,..), 

A'  =  16 

(1,0,  iG)  (2,0,  8)  (4,  2,  5), 

('r,o,  4), 
r=i9 

A  33.  I) 

(2.I,8),(i.I.  !)._, 
A  :  :  2  I 

(ko,:.i),,  (3,o,  71,, 

(2,  I,  I  l).^  (.J,  2,  5),, 

A'  1  :  88 

(I.  0,  88)  (8,  0,  II),  (4,2,  23),  (8,  4,  i3), 

A' =48 

(1,0,48)  (:.,o.  24)  (3.  0,  i(i)  Cl,  0,12) 

(6,  0,8)  (7,  1.7).  (4.2,  i3),(8,  4,8) 

r=2', 

A  -H) 

(:',  I,  .0) 

A  ^  33 
(1,0,  33),  (3,  o,ii),, 
(2,  1,17),  «i,  3,  7), 

A  :-:  l.') 

(2,'.8),(',,I,il, 

ï:=ri8 

A'=  112 

(1,0.  .I2)(2,  (.,5(i)(4,  0,  28),(8.0.  .',), 

(7.  f>.i'')(4,  2,  29),  (II,  3,  II),  (8,  'j,i6) 

A' =120 
(1,0, 120)  (3.  0,  40)  {h.  0,  y'i)  (8.  0.  i5), 
(.i,i,n),(4,2,3,U8,  '|..7),(i-'.«,'3), 

S'  =:  3(i 

A  =  3.') 

(I,  0,  25),  (2,  1,3), 

(5,  0.  5), 

A  =  .5i 
(2,1,  2G)(6,  3,10) 

A  =  ',5 
(1,0,  .'}5),  (3,  0,  15)2(5,  0,  f)\, 
(2,i,23),(7,2,  7),(6,  3,9), 

A  =  7 

(2,.,r), 

S  =  3i 

A  =  120 
(i,  0,  120)  (3,  0,  40)  (5,  0,  24)  (8,  0,  i5), 

(11, 1,  ii)„  (4, 2, 02), 

(8,4,  .7)1(12- 6,  i3), 

A  =  208 

(i,  0,  20S)  (2,  0,  io4)  (4.  0,  52)  (8,  0,  2G), 

(i3,  0.  16) 

(11,1,  29),,  (II,  —1,29),  (7,  3,  Si), 

(7. -3,  3,),  (4.  2.  53),  (8,  4,  28), 

(iG,  8,17),  (14,4,16)  (,4,-4,  iGj 

A  =  1G8 

(1,0, 1G8)  (8,0.21),  (3,o,  5G)(7,o,  24) 

(i3,i,i3).(4,  2.4-3), 

(8,  4,  23),  (12.  G.  17), 

V'  :t.  Go 
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VI. 


l  ne  ronsrqucnre  mipdrtaiilc  i\('>  l'csultals  précédciiimenl  expo- 
sés consiste  en  ce  que  Loules  les  valeurs  de  ;<'= ',5*((o)  ([ui  lonl 
ae(|uérir  des  racines  doubles  à  Téqualion  modulaire,  représenlenl 
également  des  modules  de  fonctions  elliptiques  pour  lesquelles  a 
lieu  la  innllipliealion  complexe.  Nous  avons  vu  en  effet  que  la 
(|iiantilé  o)  dépendait  de  la  relaliitn 

A  w-  -7-  2  B  co  -4-  C  =  0, 

(A,  B,  C)  étant  une  lonne  quadratique  de  délerminanl  n(''i;alif.  ce 
qui  est  précisément  le  caractère  essentiel  de  ces  modules.  Je  vais 
donc  présenter  à  1  éyard  des  équations  alji;éhriques  (|ui  servent  à 
les  déterminer  les  remarques  auxquelles  j'ai  été  naturellement 
amené  par  les  recherches  j)récédentes.  et  (|ui  sers  iront  de  com- 
plément aux  théorèmes  fondamentaux  dé-jà  donnés  sur  ce  sujet  j)ar 
M.  Kronecker. 

\  oici  d'abord  un  choix  particulier  dont  je  conviendrai  pour  les 
bn-mes  destinées  à  représenter  les  diverses  classes  quadrati(|ues  qui 
appartiennent  au  même  déterminant.  En  désignant  ces  formes  par 
(^  \.  B,  C  )  et  faisant  A  =  AC  —  B-.  je  supposerai,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  (pie  (^  soii  pair  et  \  impair,  de  sorte  que  dans  le 
i;roiq)e  proprement  primitif  ('i  on  aura.  sui\aiil   ipie 

A  ^  I  (  inod  i  I,  B  et  -  C  impairs; 

A  ^  ■>.(  mod4  ),  B  pair  et  -  C  impair; 

A  ^  —  \  (  mod  \  \.      I!  impair  et  (1  multiple  Ht»  4- 

V.w  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  le  groupe  impropre- 
iiient  |)rimitif,  il  ne  sera  posé  aucune  condition  lorsque  A  ^  .1 
fmod  8)  ;  mais,  dans  le  cas  de  A  ^  —  i  (mod  8),  nous  prendrons  C 
impairement  pair.  Les  formes  ainsi  choisies,  et  que  nous  garde- 
rons désormais  pour  représenter  les  classes,  jouissent  de  cette  pro- 

(')  Comptes  rendus,  p.  9^-  et  ?;  I  du  présent  Mémoire. 
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|tii('l(''  (le  coiiscrvcr  les  luèiuos  caracLcrcs  dans  luiilcs  leurs  Irans- 
1(11  iiK'es  |)ar  (les  substitutions  au  déterminant  un,  a;  =  a-V  +  |jY. 
y  i:^  -'\-\-rj\ .   où  _'j  esl    pair,   a   et  o   impairs.   Cela    posé,  si  Ion 

dt'leiiiiine  (.)  eu  laisaiil 

(  \.  I>.  C)  représentant  sueeessivement  tontes  les  classes  du  groupe 
proprement  |)rimitif  et  de  même  déterminant  —  A,  les  diverses 
<[uantités  .r  =  '^^((o)  seront  racines  d'une  équation  qui  sera  reei- 
|)roquc,  dont  le  degré  sera  double  du  nombre  des  classes  et  dont 
les  coefficients  seront  entiers,  en  supposant  celui  de  la  puissance 
la  plus  élevée  de  x  égal  à  l'unité. 

l'^n  second  lieu,  et  à  l'égard  du  groupe  improprement  primilil. 
<in  obtiendra  comme  précédemment  une  équation  n'-ciproque  dont 
le  degré  sera  encore  le  double  du  nf»mbre  des  classes,  mais  avec 
nue  puissance  de  '>.  |)oiir  eoelticient  du  premiei-  terjne  lorsque 
A^  —  I  (mod  S  ).  Eniin,  si  l'on  suppose  A  ^eeh  .')  (mod  8),  le  degré 
sera  six  fois  le  nond)re  des  classes,  et  tous  les  coefficients  entiers, 
<'elui  du  premier  Iciitie  ('tant  1  unité. 

^  oici  maintenant  la  métliode  par  laquelle  on  peut  obtenir  ces 
/•(|uati(»ns  dans  tous  les  cas. 


Vil, 


(loUNcuons.  poiu-  mettre  eu  ('vidence  le  déterminant  des  formes 
<jua(li'ati(pies  dont  elles  (b'pendenl  prineipaleincnl .  de  les  désigner 
par 

1-",  (.r.  A  )  =  o  lorsqiu^  A  =  1 1  luod  i  ), 

F.2(.r,  A)  =  o         lorsque         A  =  ■>.(  ni(jcl4  ). 

le  grou|)e  proprement  primitif  existant  seul  pour  ces  deux  déter- 
minants. Dans  les  cas  sui\ants.  ce  sont  les  équations(|ui  répondent 
;iux  formes  du  groupe  improprement  primitif  qu'il  convient  de 
<;onsidérer,  et  nous  les  désignerons  j)ar 

.î,(.r,  Al  — <)         lorscpic         A  ^5  3 1  mod 8), 
.Ti(.r.  A  I  =  o  lorsque  A  =  — i(niotl8i. 

(^.ela  posé,  soit  (-)(  r.  //  )  =  o  l"(''(piation  modulaire  |)()ur  la  translor- 


(*:ivui:s    i>i:    (ii\ui,i:s    iikiimiti;. 


MMlion  (|iii  >r  ra|)[)oile  à  iiu  iKuiihit'  im|>;m' //  (|ii('lcoii([iic.  Kn  joi- 
i^iiiiiil  ;i  celle  équation  ocllcs-ci  : 


f'-f- 1 

r* —  I 

«•'•-1-  I 

1 

1     -  c" 
1  —  i'* 

«»  =  J-, 
«8  =  (  —  .r, 


on  en  (l('(liiii;i  (|ii;iirc  ('•(|tial ioiis  en  .r,  (lonl  les  premiers  nienihres 
prc'senU'roMl  celle  proprii-lé  remarquable  d'être  le  produit  de  fac- 
lenrs  (lui  seionl  l'esiieetn  eiueiit  de  la  iormc  : 


1"  V,(.r.  A  1 

■>"  ]-.,\.r.  A  1 

V  ,T|(.r.  A  I 

•i"  .r  et  ^'ii.r.  A) 


A  ;n  anl    II"^    \:iIi'UI's 


■j.n  —  i,  '2n  —  ().  9.H  —  o.j.  . 

>./i.  >.  Il        \.  •}.  n  —  i(>.  . 

i  /(  —  \ .  \n  —  i).  '\  Il  —  x'i.  . 

Su  —  r ,  S  /i  —  <).  8 //  —  ?.."),  . 


il  eu  i-ésiillc  (pic  lc>  pcdvnouies  F,  (^.  A),  Fol-^?  ^)'  ^'ii^:  ^)' 
^■>(x.  A)  s\)l)lienuenl  en  déterminant  le  plus  j;rand  commun  divi- 
seur entre  les  ])remiers  meud^res  de  deux  des  équations  (pie  nous 
\  cnons  de  cousidi-rer.  et  répoudaul  à  deux  valeurs  de /^  (pu  seront 
■-ui'cessix  ement  : 


,0  et   0    clnnl   iinjuiii': 


3o 


4 

A-f-  p2 


^^ — )      Çj  et  p'  ijuuit  [Kiirs; 

A  —  '.'- 

P — )      z  el  p    étant  uiipairs: 


p  et  p'  étant  iin|)aii>. 


\  oiei  ensuite  comment,  sans  changer  leur  degré.  <»ii  (K'duira  des 
deux  é(|iiations  .',(./•.  A  I  =-- o.  -)'.j(./'.  A^  =  o.  (pii  se  ia|ip()iteut  au 
gniiipc  improprement  priinilil.  cclh--  qui  <iiiic--n(in<lciil  au  i;r()iipc 
pro|)i'ciiiciil    priiiiild.    I)aiis    lc>   deux    cas    ou    calculcia   il  ahord    la 

I  raii>liiriii('M'  de  dc^^n-  >(iu>-d(Mil)lc  cii  c  ;^  -  (   r  -\-  2  -\ )  >   puis  on 

i    ■  .7-  '      ' 


TIIKOIUIC    DES    ÉQLATIONS    M  <)  KV  r.  A  I  U  K  S  .  5; 

V  rcinplacrra  ^  par-  (  '■ )    ■.  ce  (jul  laniènera  au  degré  primilil  (  '  ). 

J^^nlin,  pour  passci-  i\v>  ('(piations  relatives  au  déterminanl  —  Aà 
celles  cpii  concernent  le  délerniinanl  —  4-^.  on  Icra  dans  1  écjua- 
liou  (pu  appaiticRl  au  grou|)e  pro[)renicnl  [tiiiuillf  de  loiincs  de 
d(''leruiinanl  —  A  la  substitution 


2  "^  4  /î 


Jù,  si  Ion  représenle  les  classes  de  déterminant  — 4^?  dont  les 
trois  termes  ne  sont  pas  pairs  en  même  temps,  par  des  formes 
1  \.  R.  (]  K  où  C  soit  |)air,  A  impair,  en  posant 

A  tO-  -f-  2  }î  10  -H  C  =  o, 

les  quantités  '^^((o)  seront  précisément  les  racines  de  l'équation 
en  r.  Elle  est  d'ailleurs  évidemment  d'un  degré  douhde  de  l'équa- 
tion en  .r,  de  même  que  le  nombre  des  classes  de  déterminant 
—  4-^,  dont  il  vient  d'être  question,  est  double  du  nombre  des 
classes  de  déterminant  —  A.  J/ap[)lication  plusieurs  fois  répétée 
de  ce  procédé  suffirait  à  donner  les  équations  qui  se  rapportent 
aux  déterminants  multiples  d'une  puissance  de  4-  Mais  ici  il  con- 
\ient  de  distinguer  ceux  qui  sont  le  quadruple  d'un  nombre 
impair  de  ceux  qui  sont  multiples  de  8.  C'est  aux  premiers  que 
s'applique  spécialement  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée;  et 
dor('na\ant  les  écjuations  (jui  leur  correspondent  seront  désignées 
par  F3(.r.  A)  =  o.  En  représentant  par  F,(x,  A)  =  o  celles  qui 
concernent  les  déterminants  multiples  de  8,  on  a  en  cfiet  cette 
proposition  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  x  qui  résulte 
du  sjstème 

Q( i\  Il  )  =1  o.  a-  =  »  »8  =  j-, 

(•--T-  1 

analogue  à  ceux  qui  ont  été  considérés  tout  à  llieure,  est  le  pro- 
duit de  fadeurs  de  la  forme  F-,  (x.  A),  A  prenant  la  suite  de-> 
valeurs  4  (/*  —  i)'  4*  '^  —  o)?  4  {'^  —  2^)'  6tc.  Je  n'insiste  pas  en  ce 
moment,  sur   les  conséquences  à  déduire  de  là.  non  plus  que  sur 

(')  Ce  calcul  présenle,  à  l'égard  de  l'équation  cf.^(.r.  A)  =  o,  la  circonstance 
remarquable  que  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  x,  (\m  était  une 
puissance  de  i,  devient  dans  ré(|iialion  transfoi-mée  égal  à  raiiit('-. 


'j>^  OK  l  \  U  K  S     I)  K     (H  A  II  I.  K  S     1 1  K  it  M  I  T  K  . 

l)oaii(i)U|)  (le  (jUfstiun»  inj])orlanles  puiir  la  llu'oric  des  lonnes 
«juadratiques  auxquelles  eonduisent  les  résultais  piécédenls  ('),  el 
je  me  bornerai  à  remarquer,  que  des  propositions  ('noncées  sur  les 
n-unions  d'ordres  nommées  fi/oitpes  proprement  el  impropre- 
ment primitifs,  on  eonclul  immt'dialemenl  les  sui\anles  : 

Ayant  représenté  le  système  des  classes  de  l'ordre  propre- 
ment primitif  pour  un  déterminant  quelconque  par  des  formes 
(A.  B,  G),  où  G  est  pair,  A.  impair,  les  quantités  '^"(w),  en 
définissant  (o  par  les  relations  Ato--r- :>.  Bto -h  G  =  o,  sont  ra- 
cines d' une  équation  réciproque  à  coefficients  entiers  dont  le 
degré  est  précisément  double  du  nombre  des  classes. 

Et  de  même,  si  l'on  représente  les  classes  de  l'ordre  impro- 
prement primitif  de  déterminant  A^ —  i  (mod  <S  »  par  des 
formes  [\,  B.  G),  o//  (J^  est  impairement  pair,  on  obtiendra  une 
équation  réciproque  dont  le  degré  sein,  encore  /loublc  du 
nombre  des  classes. 

Afais  pour  l'ordre  improprement  primitif  de  déterniinanl 
^  3  (mod  8),  le  degré  est  six  fois  le  nombre  des  classes. 

On  peut  enfin  supooser  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  dans  ces  équations,  sauf  pour  celles  qui  répondent 
à  l  ordre  improprement  primitif,  où  il  est  une  puissance  de  ■>. 
lorsque  A  ^  —  i  (mod  8  ). 


\  m 


La  principale  propriété  du  polynôme  .7,(jc,  A)  eon>iste  en  ee 
qu'il  se  décompose  en  facteurs  du  sixième  deyré  de  cette  forme 

remarquable 

{  X- —  .r  -^- 1  )'-T-  a(  j"-  —  ./•)-, 

de   sorte    (lue  la   substiliilion    y  =  — - — — -   iMinénf    réciiialioii 

1  ■  (xi — .1-)-  ' 

-'j(x.  A)  =  o  à  un  degré  |)rt''ciséinent  égal  au  nombre  des  classes 
improprement  primitives  de  (b'-terminanl  — A.  Gela  r('sulte  de  ee 
<ju  on  peut  réunir  les  racines  en  groupes,  où  elles  sont  représentées 

(')  Kei  particulier  pour  les  soniiiialions  anali>;;iics  ii  celles  qui  oui  cli-  «tonnées 
pour  la  pretniérc  fois  par  M.  Kroneckcr. 


T  1 1  K  (>  Il  I  i:    1)  K  s    K  y  L  A  1  I  O  .N  S    .Mol)  t  L  V  I  lUi  S  .  ><) 

iiiir  rcxniTssioii  'i*  (  - — — ; — ],  a,  h,  r,  c/ ('lanl 'l<'s  rioml)!-*'-;  ciillcrs 

'  '  '       \r/  -t-  Ino  / 

<jii('l(()iu|ues.    tels    que   ad — 6c  =  i .    Or,    en    l'îiisanl   's^{\<)\^^z. 
celle  e\[)ressioii  représeule  les  six  valeurs  (llstincles 

I                           I               p           s  —  I 
0  ,      -  >       I  —  p .      j      ,      , 


et   telles  seront  les  racines  de  l'équation 

( x-  —  .r  ^  \ y^ -T-  ai  x-  —  ./•)-=:=  o. 

car  on  \  érifie  immédiatement  quelle  reste  la  même  quand  on  v 
remplace  .r  par-»  i  —  ^.  et  dès  lors  j)ar  les  snhsi  itutions  compo- 
sées de  celles-là.  savoir •>  — '■ — ,  '■ Daillcurs,  o  ('lanl  ^cid 

I  —  ./•     .r  — •  I  ./•  ' 

arbitraire,  celle  équation,  qui  conlient  une  indéterminée  a.  aura 
l>ien  la  forme  analytique  la  plus  générale.  Elle  se  présente  au  reste 
d'elle-même,  en  recherchant  dans  les  cas  les  pins  simples  le  poly- 
nôme rt,  (x,  A).  Partons,  par  exemple,  des  écpialions  modulaires 
|)our  n  =:  3  et  n  =  5,  auxcjuelles  on  doit  joindic,  (ra|)rès  ce  (pii  a 
été  dit  : 

1  —  \-i 

Parmi  les  diverses  formes  dont  elles  sont  susceptibles,  je  choi- 
sirai celles  que  Jacobi  obtient  en  faisant  cj  :=  \  —  3  A-,  /=  i  —  2  A-, 

savoir  : 

(  <7  —  /j^  =  (>4(i  —  </- j'i  —  /-il  3  -^  7/j, 

(q  —  /)'■'  =  9.J(Jl'i  —  (/-)(  I  —  /-)|  i()<//(  9 —  ql  )-  -!-  9(  4  >  —  ql )\  q  —  /  »'  |- 

En  ert'et.  ces  quantités  s'obtiennent  immédiatement  en  x.  r\  en 
substituant  les  valeurs 


y  =  I    -  iX, 

d'où 


,              X-—  X  —  i 
q  —  /  =  2  — 


la  première  équation  donne 

(  .y- —  X  -H  I  )[(  X^ X  -T-  D^-r-  ">''[  X-  —  X.  '.-  I    =  o, 

et  la  seconde 

[(X--~X—  I  »3-f-  -l-  (  X^-  --  X  \-^][ix''-  —  X  -^  I  l^-f-'l".    )3(^.2_.^,2  I 


6o  <«:  L  V  iu>   m;   <  iixui.  ks   hkrmiti:. 

I.«'   lactour  coiiniiiiii  aii\   (|imi\   cas   répond  à  A  =  i  i.  cl  les  aiilic> 
aii\  (11- terminants  —  3,  -r-  k».  I'oiii"  A  =2-,  on  ii(»ii\<iail 

ta:-  —  T  -^  I  )*-i-  2".  '»^.  Si'o"- —  x)-  =  (t. 

Mn   i:(Mi<''ral.  lurscjue  I  ordre   iiiij)roj>renient    j)riiiiilif   (\(^   détenui- 

uaiil   — A  sera   formé   de  la  seule  classe  (  2.   i.  ),  a  sera  un 

nombre  entier  qu  on  pourra  calculer  en  exprimant  que  1  éfjuation 
est  vérifiée  j)our 

ou  d  après  la  comliliou 

A  — I  _,_,yl 

'-  '1 

Soit    donc   y  =  c'~''\   on   trf)U\era.   en  employant    I  expression   de 
.lacohi. 

V/./   =.v..\7  ^. -• 

celle  ^aleur  où  n  entre  (pic  /y-  : 

1     'I  —  ■>♦.).") f/'  —  ' ' .  i'.  3.7*  —  '2'.  ') .') .~ . y"  — ...  1^ 


7-  (I — if]--~'jq'' — 67'" -T-  . 

et.  par  suite,  en  remairpiant  <pie  7-=  —  e"'^  ■^. 


.w'û 


7-4  4 


icif)88o 


Or.  depuis  A=:if).  les  termes  de  la  série,  à  partir  du  troisième, 
ninHuent  plus  sur  la  partie  entière,  de  sorte  qu'on  a  exactement, 
en   désignant  j)ar  a  le   nombre  entier  immédiatement   supérieur 


I>  .lillcurs  ces  termes  néj;ligés  décroissent  a\cc  une  grande  rapidil»'- 
lorscpie  A  augmente;  il  en  résulte  que  la  transcendante  nuiru'- 
ri(jue  ^'■^  A  approche  alors  extrêmement  d'un  nombre  entier.  Soit, 
par  exemple.  A=4-5'  T*''  donne  une  seule  classe  improprement 
priinitiNC.  un  Iioiinc 

e-*TJ  =  M8{7J0  74>.999:77  J---- 


TiiKor.ii;  i)i;.s  icq  i  ations  mod  l  la  i  ki:s.  (W 

cl  a  =  y,  "•..>■'.  5''.  l^os  «l('lcriiiiii;iiits  —  ()-  et  —  i().>  soiil  <l;iiis  le 
iiirnic  cas,  dc  sorte  <|ii(',  «laiis  la  (|iiaiil  il<''  e'^* '"'',  la  parlic  (h'-ciinalc 
comiiicncciail  j)ai-  une  siiilc  de  doii/e  clidlres  ('ganx  à  <j. 


I\ 


L'étude  des  fonctions  F)  (a*,  A)  d  V^i^:,  A),  qui  se  |)réseiilciil 
avec  les  mêmes  jjro[)riétt'S.  conduit  à  des  résultats  analoj^ues  à 
ceux  que  nous  venons  d'indiquer  relativement  à  J((^,  A),  tandis 
(|ue  rT^i-Fi  A),  qui  correspond  à  rordi*-  iiiiprojirement  [)riinitif(lcs 
classes  de  d('terminant  —  A,  dans  le  cas  de  A^  —  i  (  niod  8  l, 
semhie  d»'voir  rester  entièrement  en  dehors  de  cette  analogie,  l'x'-- 
scr\aut  pour  un  autic  nioiuenl  I  élude  de  celle  lonction,  je  me 
bornerai  maintenant  aux  résidlals  qui  concernent  les  deux  pre- 
mières, et  dont  ^oici  la  principale  |)ropriété  : 

Si  1  on  excepte  les  cas  dc  A  ^^  i ,  A  =  2,  l'ensemble  de  leurs  ci- 
cines  peut  être  décomposé  en  groupes,  qui  chacun  en  com|)r(  iiueiil 
(piaiie  (pie  1  ou  peiil   rej)rcseii ter  ainsi  : 

—  /?  \  '         I  /  '  ^^  \/? 


I    -H   V^P  /  ?  \  I   —   /? 

Il  sensuil  qu  elles  sont  décom|tosahles  en   iacleurs  du  (jiialrièuie 

dei^ié  de  cette  forme 

(.r  -X-  I  ) V  -^  nxix  —  r  j2 , 

et  (piOn  peut  rameuer  les  deux  <'q nations 

F, (3-,  A)  =  <),  V^Jx,  A)  =  o 

à  un  degré  (pialre  fois  moindre,  moitié  |)ar  conséquent  ilu  uoiiihre 
des  classes  de  déterminant  —  A,  par  la  siihstitulioii 

(.r  ^-  I  1^ 


Xi  j-  —  \  }- 


Les  considér.ilions  arillmn-lupies  (pu  C(jnduisenl  à  ce  résultat 
montrent  en  même  temps  que  le  nombre  des  classes  de  détermi- 
nant —  A  est  toujours  pair  lorsrpie  A  ^  i  ou  ^  i  (mod  4  K  sauf  les 


()>  nKivni:s    in:   <iiAui.i;s    iikumiti:. 

(■\»  r|il  i(iii>  ci-ilc^MJs  iMciiliDiilU'cs  (le  A  =  I  .  A  :i^  •',.  S  il  x'  it'dnil 
il  (lcii\.  a  sera  un  nombre  ciilier.  i|ii  «m  |i<iiina  ealciilrr  (•(•iiimc  il 
siiil  : 

I"  A  ^    I  I  inod   '\  ). 

\.c>  ilriiN  cla^sc^  sniil  al(M•■^   n'|)i'(''s<'nl(''<"s  par  lc>  loiiuo  ic'mIiiiIcs 

,1,0.    A,.  (■.>..    ..    -^j, 

cl  la  prciiiit'TC  (loime  1  éi|iiali<i!i 

(i,  <»,  Aj2  =  o, 
d'où 

(•)  —  I  -H  /  y/A . 

Il  ^iillil  (iojic  (I  l'xpiinicr  (|iie 

(^  -;-  I  )'•  -T-  aa^(  j"  — -  1  )-  =  o 

a    lien    |i()iir 

.r  =  o^i'd)  I. 

ce  (|iii  (In II  lie,  CM  (aisaiil  '/  ^  c'^"*, 

1G7.  =  —  ( ^  io4  -+-  î  ^7i(/  -^  9<>  '2  >6^-  -1-.  . .  I , 

et  par  siiile  ermiiiic  dapi'ès  la  valeur  de  (o.  y  =  —  e   ~^'^, 


iGa  —  c'~\  ^  —  loi 


f.Tlyà  f>ir.^  A 


(  )r  deplu^  A  =:  (),  011  peul  se  borner  aux  deux  |)reiiiiers  lermes  de 
celte  suite,  et,  si  l'on  désij;ne  par  a  le  nombre  entier  imniédiale- 
iiitiil  ■.up('Ti<'ui-  à  r"^'A_  o,j  aura  exactement 


/f  —  10 1 
^^        16 


\.r-  (b'ierminaiil  ^.  (pu  ne  donnent  ainsi  fjue  deux  classes  dans 
I  ordre  priinilif Cl  iii\(pi(l>  on  pourra  applirpier  celle  formule, 
soiil 

—  ^,       —  «),       —  iJ,       '5.        —    i^,        fie. 

l'ar  la  inclliode    d^»'bri(pic   in(li(pi(*e  dan»,    un    prc-ci-denl   article 
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(voyez  Coni/itcs  rcnfliis.  I.  KL\  III.  p.  loç)-  el  5;  \  1 1  ilii  |ii»''s<miI 
Mémoire),  on  (il)li('iil  les  l'ésullats  suivaiils  (|iic  Irmpldi  de  hi  lor- 
iimir  pourra  M'r\ii-  à  \(''rilici'.  sa\oir  : 

(./■-!-  I /•  -T-  -x^'x  ^  X  --  \Y  =  o  A  =  5, 

(X  -r-  \ y  —  '5 .  .'.*.r       {  X  —  I  )-  =  o  A  =  <), 

{x -r- \y -T-'V'.-i^-x      (x  —  f  y- —  o  A  =  i3, 

( X  --  l)'  -:-  'y.y*.  •>.' x(x  —  l)'2  =  o  A  =  2J. 

•1°  A    ^  vi  (  1110(1  4  )• 

Les  deux  elasscs.  qii  on  sii|)j)ose  seules  exister,  son!  repi<'-sfntées 
par  les  lornies 

i\.  o.   A».  (  »,   (»,  -  A  j  ; 

à  la  première  eornspond  la  \al<'iir 

vloù 

el,  tout  à  lait  comme  j)récédemment,  on  esl  conduit  à  i'exj)ression 

/          'T                ,4  ^72           q6  25()  \ 

i()3c  =  —     e'ïv  A  _t_  |o(  —  ^—J-  -H  ^ _.  .  .  \. 

\  É-Ti»A         ^sîiv'A  J 

En  désignant  encore  par  <^/  le  nombre  entier  immédiatement  su- 
périeur à  e~\'^.  on  auia  la  iormule 

a  —  1  o  i 

<|ui  sera  applicable  à  |)arlir  de  A  =  lo. 

Les  déterminants  qui  ne  fournissent  que  deux  classes  dans  Tordre 
primitif  seront 

—  (i,     — lo,     — iS.     — li,     — ")8,     etc.: 

si  on  les  joint  aux  j)récédents,  ainsi  qu'à  ceux  dont  il  a  déjà  é'té 
(piestion  à  propos  du  polynôme  ^x[x,  A),  on  aura  autant  de  cas 
dans  lesquels  la  quantité  e'^'^^  approche  d'autant  plus  d'un  nombre 
entier  que  A  sera  plus  grand;  ainsi,  par  exemple,  dans  la  quantité 
c'~v5K  j^j  jiartie  décimale  commence  par  neuf  chiffres  égaux  à  ç). 


Cl 


OEINIIKS     l)i;     CIIAUI,  KS     lli;HMIl 


\  oici  le>  fiiualiuiis  aii\(|ii('ll<'s  (jii  [>,ir\  n'iil .  rdiiiiiif  oii  va  le  \  (tu'. 
par  la  iiifthoilc  alj;»''l)ii(|ii('  ui'iu  raie,  savoir  : 

j-  —  (\x  -^  I  =:  (I  A  —  •>.. 

(x-i-i)*  —  ?)-.  3  ■'..'•        (X  —  i/- =  Il  A—  (i. 

(a,--T-i)* —  )-.'i'-..r        i  Jr — i  |ï  =  o  A  =  lo. 

(a- -t-\y* ---.>.'•.. T       (  ./■       I  )■- —  o  A—  18, 

(  .r  -*-  I  )*  —  II-.')'».  ■;>.'•./■(  ./■  —  !)-=:()  A  --  jt-^. 

On  rfniar(|iiera  (|ue  Iv  coellicicul  miiiifii(|iif  -y.  (•>!  l(tii|()iir> 
nii  carn- divisible  par  A.  sauf  le  ras  du  (lt''t«^iiiiiiianl  ^  nS.  le  seul 
(lui.  11  ('laiil  |>a>  le  (l()iil»le  d  iiii  uoiul)!"!'  |)i'emu'i'.  iir  rcnlrrine  ce- 
pendant (pie  deux  classes  dans  1  ordre  priniitii.    Mais,  lors(|u'on  a 

A^  1  (niod  iV  c'est  la  quantité  a -f-  i()  qui  contient  A  en  laclenr 

,  ...  1  •  ,  -3:  —  lO 

Inrxpi  il  csl   un    nonilu'e   premier,  el  le  cpiolient  — - — se  présente 

toujours   coninie  éi;al    à    un    carré.    La    nièiiu'  eirconslance   se   re- 
niaripie  dans  les  écjuations 


(  x-  —  .r  -T-  I 


u{  U--  —  .r  )■- 


à  légard  di'  la  (piantil(''    {7.  -{-  rî-  ('  ),  (pu  est  éi^alcnicnl  le   produit 
dr  A  par  un  e  u'i'c  loi'squf  A  est  un  noinluc  |)reiniei-. 


l^e  calcul  des  polvnonies  F,(  j:.  A)  el  Fj(./',  A  )  repose,  connue  il 
a  été  dit,  sur  la  formation  de  l'équation  qui  résulte  du  svslènie 


eie,  Il  )  =  o,         a'* 


«■♦  —  I 
B(  e,  Il  )  —  o,  II*  — ■ — — 


Lidi'iitile 


I  {(^' 


a (  j;-  —  X )- ]  =  (  1! x''  -  .3  j;-  —  3 X  -t-  J  )-  +  (  î  a  - ;-  ■>.-;)( x-  —  x)^ 


en  iiiKulii-  l'orijjinc  el  donne  en  iiiéiin-  temps  une  résoliilinii  facile  des  Li)ualioiis 
-7, 'x,  A)  —  o.  ioisqueiles  sonl  du  <>'  degré. 


TiiEouiK  i)i:s  i;qi  AXIONS  Monrr.A  iin:s.  fi5 

on  luisant  n^  =:  x  (*).  Les  (|u<tiililé.s  A,  qui  répondent  dans  les  deux 
cas  aux  valeurs  de  n  pour  lesquelles  on  possède  léquation  modu- 
laire, sont  indiquées  dans  ce  Tableau  : 


n. 

A  =  I 

(moi 

.J4). 

A 

=z  2 

(IIIO.I 

D- 

3 

') 

2, 

c, 

5 

1, 

9 

6, 

lO 

7 

5, 

i3 

lO, 

lî 

II 

i3, 

•21 

«, 

i8, 

22 

i3 

I, 

'7, 

'2J 

lO, 

2-2, 

2G 

'  7 

9, 

■2  3, 

33 

i8, 

3o, 

34 

19 

i3, 

27, 

39 

2, 

22, 

34, 

38 

On  y  remarque  que  n  =  \  i  conduit  à  trois  déterminants 
^  2  (mod  4),  auxquels  correspondent  seulement  deux  classes 
dans  l'ordre  primitif,  le  déterminant  —  i8  fournissant  en  outre  une 
classe  dérivée  de  (i,  o,  2).  Ce  cas  donnera  donc  les  polynômes 
F.2{x,  A)  pour  les  valeurs  A  =  2,  6.  18,  22,  et  nous  le  choisirons 
comme  exemple  de  la  marche  qu'on  peut  suivre  dans  ce  genre  de 
calcul. 

.T'observe  à  cet  effet  qu'en  disposant  dans  un  ordre  convenable 
les  termes  de  l'équation  donnée  par  M.  Sohnke,  on  peut  l'écrire 

-i-44«2cVç^l  U'*)^  32  (•"t'!'  —  22Hn-3('pS  _^  ifS  ,  _  88  «^'^ 

-+-  l  32  u'  f"   —   I  32  U^  V^  88  U^  t -^  -+-  22  Hf  (  T*  -+-   U^  )  32  UV  =  O. 

ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  c'  —  n' , 

(y''  —  u*  ifc*  -T-  u^  -+-  44  11^ v''  -+-  !66if*(-*  -+-  ^^u-v-) 
-+-  32  m"  t.1 1  —  22  u^  v^  (  ^•8  -4-  a»  )  4-  88  «»  v^  -t-  1 32  m"  t-" 

—  I  32  u'"  V'^  —  88  U^  V^  -t-  22  IW  (  p8  -1-  «8  J  —  32  Î/P  =  o. 

(  '  )  Le  S}  stéme 

e(t',  io  =  o,      V—-    ,      «<' =  j; 

donne  aussi  une  équation  en  a;  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  facteurs 
qui  sont  tous  de  la  forme  F, (a;,  A)  ou  F,(j7,  A).  Le  premier  casa  lieu  lorsque  le 
nombre  n,  qui  désigne  l'ordre  de  la  transformation  à  laquelle  se  rapporte  l'équa- 
tion modulaire,  est  ^i  (mod  4),  et  alors 

A  =  n  —  0-, 

0  étant  impair.  Si  nz3—  i  (mod  4),  ce  sont  les  facteurs  F, (.r,  A)  qui  se  présentent, 
A  étant  encore  n  —  p-,  mais  o  devant  être  supposé  pair. 

H.  -  II.  5 


6(>  (»:i  vi!i;s    m:   ciiaulics    iii;umite. 

(^r  (Ml  f;ns;inl  //r  =  (T",  la   rclalioii 


r»       I 

U*    = ; 


ou 

U'V^  -+-  U^ ->r-  «■'  —  I   =  O, 

«lonnc 

f *  -H  K*  =  I  —  <»'', 

J.8  ;/8   —   I  /|  „.V  _i_  ,p8^ 

('*  —  H*  =  \/\  —  (■)  »'■»  -H  (r»  ; 

fie  sorte  qu'on  peut  immédiatenieni  déduire  de  réqualion  modu- 
laire une  relation  contenant  seulement  «v,  savoir  : 


y'^l  —  (■)  (l-*  —  ll'S  (  lï'S  -f-  44  tl^fi  -+-  (()'2  (ï'i  -I-  44  w-  -r-  l) 

-4-  ion-  (  (V'O  -4-  I  l  »'^  -H   22  «''"'   —  2-2  (r*  1  l  W'  I)  =  o. 

Or,  en  faisant  dispai^aitre  le  radical  on  ])arvienl  à  une  équalion 
réciproque  en  «•-,  ce  qui  conduit  à  poseï 


et  I  on  trouve  ainsi 

(  c-  —  8  )  (  c'-  -4-  44  -  -^  i6o)-  —  ioo(  j  —  7.)( z-  -+-  \o,z  -h  3-2)-  =  o 
ou 

Z(Z  -\-  ^)-(z  9.0)(  Z^-{-  \Ç)1)   =  o. 

.Maintenant  nous  observerons  qu'en  faisant  /r^  =  .r,  on  a 

/—  I  —  \/x                           ,           I  (x  -h  \)- 

w*  =  y/.r ^-^         et         (v*  -; ; -^  — 


Y  a:  '""  y.T{  :r  —  i) 

Ainsi  lexiiression  ^ — '■ — -—  dont  il  a  ét(''  déià  i)ail('  comme  en- 

trant  essentiellement  dans  la  composition  des  équations  que  nous 
\nulons  obtenir,  se  présente  ici  d'elle-même,  et,  puisque 


IV*  -'. —  7.  =  z-^  —  4, 

\v* 
la  (piantitc'  a  sera  liée  à  c  par  cette  relation  très  simple 
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li  en  résulte  (|iie  I  (''(|ii;ili()n  en  x  est  li'  piodiiil  des  fadeurs  sui- 
vants : 

{x  -T-  i)*  —  ■x*x{x  —  i)-,  \i X  -t-  \f*  —  'i-.i'*x{x  —  1  j^J-, 

\(x-\-  \)*  —  -'*.•!*  X{X  —  I/-]2 

et 

(x  -\-\)'^  —  1 12.  y* .  :>.'*x(x  —  \f, 

le  dernier,  (|ui  ié|)ond  à  la  valeur  la  plus  élevée  de  A,  étant  le  seul 
qui  n'entre  pas  au  earré,  car 

(.r  H-  I}*  —  i^x(  X  —  1;-  =  ( -T-  —  6.r  -;-  i)-. 

l'^t,  eounne  ils  sont  écrits  en  suivant  Tordre  des  valeurs  croissantes 
de  la  (juantité  a,  ils  correspondent  respectivement  à  A  =  2,6, 18,  22, 
puisque,  abstraction  laite  du  signe,  a  augmente  avec  A  d'après  la 
relation 

1 6 a  =  —  ( e'^"'  '^  -f-  1 04  -:  . . .) . 


XI. 


Le  polynôme  ^'■^{x,  A),   dans  le  cas  le  plus   simple  où  l'on  a 
A=^,  s'obtient  immédiatement  par  les  équations  fondamentales 


en  supposant  r  =  ;/,  et  supprimant  dans  le  résultat  le  facteur  x. 
On  trouve  ainsi  1  équation 

\Q)X-  —  3iJ'-^iG  =  o. 

Pour  les  \aleurs  suivantes  de  A,  le  calcul  devient  plus  diflicile,  et 
c'est  en  recourant  à  des  méthodes  particulières  que  le  P.  Joubert, 
dans  un  travail  important  sur  le  discriminant  des  équations  en 

L  =  \/  kk'  et  ^  =  \  ^•^-  > 

a  réussi  à  obtenir  ces  polynômes  pour  A  =  i5,  2.3,  3 1 .  Je  me  bor- 
nerai à  donner  l'idée  de  ces  procédés  et  des  méthodes  ^'*driées  qu'on 
peut  suivre  dans  ces  recherches  en  considérant  le  cas  de  A  =  1 5. 


fis 


(IF. IV  m: s    i)i;   ciivni.Ks  iikiimiti;. 


Alors  on  ;i.  dans    I  oidrc    iiii|»i(i|n<'incnl    priiiiitir.  deux   (ormes 
conduisant  aux  é.jualions  l,\|»«'s 

(■>,  1.  8),  =  o.         ('  î.    r,    1)2  =  o; 

el,  si  1  «m  iait  poiir  nii   iiislaul 

(  j,    I,     ,\)  =  o  ou  51(02-^10  4-2  =  0  cl  ^  =  tp2(to)  '^-(10), 

on   trouvera  Irc^'S  aist-ment    1  ('(|ualion   en   ç.  en  reniai'(|uanl   (|u"on 
peut  t'erii'c 

'i  U)  -i-  i  =  —   -  j 


(1  où 


0/  (  •>.  (0  -t-  I 


>-^(rl)=^(i) 


et.  par  suite,  en  ('-levant  à  la  puissanc(^  <pialri<'ine, 
I  -f-  <!^'*(  to  )  ■>. cp-(  w) 

■i •'y- {M)         I  -^-  0* ( to ) 
Comme  on  a  d'ailleurs 

[o;(co)-4-J.i((o)]2=  1-4-2^-, 
on  trouvera 

ce  qui  donne 


(  ; 


M  ;2  —  Gi  _^  /,  )  =  o. 


Le  facteur  du  second  degré  convient  seid,  et  1  on  en  tire  1  (^cjua- 
lion  en  .r,  en  remarquant  (pi  on  doit  su|tposer 


a:  =  oS(co  -i-  i) 


de  sorte  qu  on  aura 
et.  par  suite, 


çsfto)  —  1 


(X  —  n- 


a*(j7  —  ])'*-+■  -2*.  ^~t{x  —  i;2  ^_  a-î  =  o. 

Cette  équation,  conformément  à  ce  (pi On  a  dit  en  i;én(''ral.  a 
pour  coefficient  de  .r  '  une  puissance  de  •!,  et  la  forjne  |)articuli('re 
sous  lacjuelle  elle  se  présente  permettra  d'en  déduire  très  facile- 
ment la  transformée,  (|ui  correspond    à  Tordre  proprement   pri- 
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initif  (  '  ),  savoir  : 

( X  —  i)*  -h  2*.  ^yx(x  —  I  j'  ~*~  y.'^^r-  =  o, 

f'I  de  vérifier  ainsi  <juc  dans  celte  Iransforinée  le  coefficient  de  la 
puissance  de  x  redevient  égal  à  limité. 


XII. 


Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  qui  figurent  dans 
le  discriminant  de  réfjuation  modulaire  du  i  2*^  degré,  qui  sont  les 
facteurs  relatifs  à  l'ordre  improprement  primitif  de  déterminant 
—  -,  et  à  l'ordr*'  [)riinitif  de  déterminant  —  2^.  Le  premier,  comme 
on  vient  de  le  trouver,  est  ]6x-  —  •)  i  .r  +  16.  Le  second  doit  être 
tiré  de  l'écjualion 

(x  -4-  T)^  —  3-.'?.'*X(  X  —  i)-  =  o, 

qui  correspond  au  déterminant  —  (),  en  y  remplaçant  x  par 


2    ■      1/^' 

et  faisant  disparaître  \/x  par  Télévalion  au  carré.  On  trouve  ainsi 
l'expression 

x^  —  3oi  9(30^7'  -I-  3  >5o  492^^  — 2  178  l'iix"^  —  1  092  criùx'* 

—  2  178  ■l'i'ix^  -T-  3  5  jo  ^\\)2.x'-  —  3oi  9G0J-  -1-1  =  0; 

ce  qui  conduit  au  résultat  déjà  donné,  et  qu  il  eût  été  Lien  diffi- 
cile, comme  on  voit,  de  tirer  algébriquement  de  1  équation  modu- 
laire. Il  ne  me  reste  plus,  pour  terminer  celte  partie  de  mes  re- 
cherches, qu'à  indiquer  un  moyen  de  le  vérifier,  ce  qui  sera  l'objet 
d  tin  pr()cliain  article. 


XIII. 


En  désignant  par  D  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines  de  l'équation  modulaire  0(r,  11)  =  o  de  degré  n  -\-  i ,  lors- 

(')  Voyez  Comptes  rendus,  t.  XI^VIII.  p.  1098  et  §  VII  du  préseiU  -Mémoire. 


(*:rvni:s   ni:   en ai\i. i:s   iikumitk 


(jn'on  siipjiose  ii  un  uomhrc  picinicr.  Iiiisdiis,  pour  iiii  iii-^lanl. 


(0  =  1/   (—1)      2 


/l" 


Celle  expression  sei'a  non  seiilcinciil  i.ilionnelle  el  enlière  en  //. 
]niis(pie  1)  est  un  carré  parlail,  mais  les  coefficicnls  des  diverses 
puissances  de  n  seront  eux-nièuies  dos  nombres  entiers.  Or,  en 
remplaçant  ces  puissances  par  leurs  expressions  sous  loi-me  de 
séries  infinies  en  fonction  de  q  =  ^''"w,  on  parvient  à  un  résultat 
dont  la  valeur,  par  ra|>jioii  au  module  |u"emier  //.  s'ohiient  comme 
il  suit. 
Faisons 


Aç)  = 


(  I  4- </-)(!  -^(/^)i\  —q^').  .  . 


et.  par  conséqueni . 


I  —  g -r->q-  —  3 </^ -î-  4  '7 '  —  ^'j'- 


u^o{l<>)  =  \/-il  qf(q), 
on  aura  celle  con^ruence 


CO 


=  2    *     {s/'x{/q)   ^-\f{q)-^^qf'm    ■'     [.A^)-Q)'7    '    .A</"0 


motl«, 


dans  laquelle  le  coefficient  de  la  puissance  la  moins  élevée  de  rj  a 
él<'  conservé  sans  addition  ni  su|)pression  de  multiples  de  /?,  ce 
qui  permet  de  déterminer  le  fadeur  num<'ri(pie  <[ui  doit  être  joint 
aux  dixers  polynômes  en  ;/,  que  mainlenaut  nous  connaissons  dans 
les  cas  de  /i  =  3,  0,7,  11,  afin  d'obtenir  précisément  la  ^aleur 
de  (0.  Ce  facteur,  comme  on  voit,  est  toujours  une  |Hiissance  de  2; 
ainsi,  dans  le  cas  de  //  =  i  1 ,  on  aura 

On  j)ourrail  aussi  présenter  le  second  membre  de  la  con^riience 
précédente  sous  celle  autre  l'orme 

mais   c  est   la   prctuitTr   (juil    coiivienl  d  <'iiq)loycr   pour    vérdier, 
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ooiiuut'  nous  1  avons  annonce',  le  discrmunanl  de  1  é([iialion  modu- 
laire du  douzième  degré.  Je  remarque  à  cet  oH'et  f|uc  le  |)oljnome 

I  --  îoi  ()(')() ^z**  —  ;>  >")G  .îo'-*-""'  - -. . . 

se  rcduil  sui\anl  le  module  1  1  à  celte  expression  siui|)lc 

I  -f-  u^  —  «-•  —  11^-  —  II'*'*  -:-  u-'"'  --  u^* 
el  qu'on  Irouxera  pai"  suile 

cit-)  Hs  «6(1  -i-  ;) «s  —  3 u-'  —  3 II'-  -+-  ?/'»"  -T-. . .)    I  iiioil  1 1  ). 

Mainlenanl,  si  1  on  met  à   la  place  des  diverses  puissances  de  ii 
leurs  dé\elop|)emrnls  en  lonclious  <ic  y.  il  \iendra 


(Ô  =ïs  (Vay  qY'  (i  —  J.fj  -i-  \ff-  —  2  (j^  ~i-  ^  qi 


irf 


Or,  c'est  précisément  le  résultat  auquel  conduit  la  coiiyruencc.  en 
faisant  les  développements  indiqués,  d  où  résulte  la  Aérifîcalion 
que  nous  désirions  obtenir. 


XIV. 


C'est  à  ce  ])oint  (juc  |e  me  suis  arrêté  jusqu  ici  dans  l'élude  des 
équations  modulaires,  et  il  ne  me  reste  plus,  en  considérant  en 
particulier  celles  du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré, 
qu'à  donner  la  méthode  que  j'ai  suivie  pour  en  déduire  des  réduites 
d'un  degré  moindre  d'une  unité.  Galois,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit 
au  commencement  de  ces  recherches,  a  le  premier  découvert  le 
fait  si  reniarquahle  de  cette  réduction,  au  double  point  de  vue  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  1'  Vlgèbre,  et  voici,  dans 
ses  idées,  le  th(''orème  qui  sert  de  ])rincipe  fondamental. 

Remarquons  préalal)leinent  que  les  racines  de  ré(piation  modu- 
laire sont  représentées  par 

('  =  »"  [  sin  coaiii  ?  p  siii  coaiii  î  p .  .  .  sin  coain  (  n  —  '  »  ;^  | , 

eu  faisant 

///  \\  -^  m' l'K' 


OEi  villes   i)i:   (.11 A  II  Lies   11 1:  Il  M  iTi;. 


où  m  el  m'  sonl  deux  nombres  cnliers  (inDii  peut  iiiiilliplicr  par 
un  niètno  fadeur  sans  (•liani;er  la  \aleur  de  i  .  Il  en  résulte  (pir  cCsl 
unupiemenl  le  rapjXMl  —  tpii  (leliiiit  cliacpie  racine,  et,  ('(uiiiin'  les 
lieux  leruies  sonl  pus  suivant  le  iiiodulc  //.  il  reçoit  d Une  pari  la 
Vcdeur  x  pour  ni  ^  o,  el  de  l'autre  la  série  des  /?  nonibres  entiers 
o,  1  .•>.,...,//  — 1 .  On  est  donc  conduit  naturellement,  pour  re- 
présenter les  racines  de  ré(jiiatit)n  iiioilulairc.  à  la  notation  c^, 
/(■désignant  —  el  de\ant  représenter  les  n -\- \  valeurs  oc,  o,  i, 
•->,  ...,  n — -1.  Cela  posé,  voici  la  proposition  de  (lalois: 


Toute  fonction  rationnelle  non  symétrique  des  racines  Vh 
qui  ne  change  pas   en    rem  plaçant   les   divers   in  dires  k  par 

<7,  b.  c,  d  étant  (les  nombres  entiers  pris  sui\iint  le  mo- 


ck  ^  d 

dule  n  et  le  déterminant  ad  —  cb  n  étant  pas  ^o  ('),  sera 

exprimable  en  fonction  rationnelle  de  u  (-). 

J  ajouterai  la  remarque  ([ue  ce  théorème  subsiste  en  |)articulari- 

saut  la  substitution  — ; ,■,   de  niann're   que   ad — bc   soil  résidu 

CK  -\-  d  1 

(piadralnpie  de  //,  pour\ii  ([n  on  s  adjoigne  le  ratlical 


V  (-U   -    n. 


Tel  est,   par  exemple,   le  produit  des  différences  des    racines 
n(rA  —  e/,),   qui    change   de   signe  ou  se    reproduit    exactement, 

lorsquen  remplaçant  /,•  jiar  .'  — .,  ad  —  bc  est  non  résidu  ou  ré- 
sidu quadratKjue  de  //,  et  qui  s'exprime,  comme  on  l'a  vu  au  pa- 
ragraphe Xlll,  par  une  fonction  rationnelle  de  u  à  coefncients  en- 
tiers, mais  afleclée  du  fadeur 


y  {-\)  -    n. 


Ln  eilel,  nomiiiaiil  I"   el  F    les  deux  \alcurs  (pie  peut  j)reiidre  une 


(')  M.  ScrreL  a  fail  îles  siiljslilulions  ili;  relie  forme  l'objet  de  ses  rcclicrches 
(tans  |)!usiciiis  articles  publiés  clans  les  Comptes  rendus,  l.  XLVIII,  s(}ances  des 
10,  17,  et  'î'\  janvier  1859. 

(-J  Une  dcnionslralion  de  ce  tli(Jorèmc  important  a  ct(j  d()nn(ic  par  le  P.  Jou- 
bcrt  dans  un  travail  que  j'ai  d(;jà  cité  {Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  718). 
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fonrlion  rationnelle  des  l'acines  invanaMc  par  les  suhslilulions  où 

F p' 

((d  —  hc  est  résidu,  les  deux  ex|)rcssions  F  -+-  F',  r— reste- 

'  '  n  (('/,—  v/,') 

ront  invariables  pour  la  totalité  des  substitutions,  et  s'exprime- 
ront l'alionnellenient  en  «,  d'après  la  ])roposition  de  Galois;  il  en 
résulte  que  F  et  F'  s'exprimeront  elles-mêmes  sous  la  forme  an- 
noncée. 

Ce  point  essentiel  établi,  la  (pieslion  de  l'abaissement  des  équa- 
tions   modulaires  à  un   dej;ré   moindre  d  une    unité  dé[)end  d'une 

élude  plus  approfondie  des  substitutions  -773— 7'  et  dont  quelques 

traces  seulement  subsistent  dans  ce  qui  nous  a  été  conservé  des 
travaux  de  Galois.  C'est  en  suivant  la  voie  quelles  indiquent  que 
j\r.  Bctti  a  retrouvé  limjjortante  proposition  relative  aux  équations 
du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré,  et  l'extrait  suivant 
d'une  Lettre  que  m'a  fait  l'honneur  de  m'adresser  ce  savant  géo- 
mètre montrera  comment  de  cette  manière  se  présentent  les  résul- 
tats auxquels  de  mon  côté  je  parvenais  par  une  méthode  toute 
diflérente  : 


«  Pise,  24  mars   iSjg. 

))  Dans  un  Mémoire  Sopra  V abassamento  delV  eqiiazioni  1110- 
dulari,  publié  en  i853  dans  les  Annali  di  Tortolini,  j'ai  fait 
l'étude  des  substitutions 

ak  -¥-  b 
ck  -h  d 

pour  démontrer  la  possibilité  de  l'abaissement  des  équations  mo- 
dulaires, et  j'ai  obtenu  les  résultats  que  vous  me  communiquez 
dans  votre  Lettre. 

»  Voici  pour  le  module  premier  n  =  ^p  -\-  3  les  expressions 
que  j'ai  trouvées  alors  pour  la  décomposition  en  n  groupes  du 
groupe  dont  toutes  les  substitutions  sont  données  par  la  forme  (i) 
où  ad —  bc  est  résidu  de  //. 

»  Si  g  est  une  racine  primitive  de  /?,  jouissant  de  cette  pro- 
priété que,  g- —  I  étant  résidu  de  n,  les  puissances  impaires  <Cn  — 2 
de  ^"  vérifient  la  congruence 

[g-x-'^  —  S^iff-hi)x-T-i]  iê^-x'-  —  (^-f-i):r-4-  i]  =  o         rmod.  n) 
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(co  qui  ii";ini\t'  (|iit'  poiii"  n  ^^  - ,  i  i).  on  aiiia.  m  I  tui  l;iit 


0(A) 


(  //  -f-  Il  (  «  —  Il 


un  iircmpe  [/.-,  0(  /.■  )]  de  siil)>liliili()ns  de  la  foi'iuo  (i) 

It'llos.  qu'en  faisant  sur  ce  i;r(>u|)p  les  suhstilulions  ( /.",  A  -h  /)  on 
obtient  n  groupes,  dont  renseinble  est  le  j^roupe  proposé. 

»  Or  si  /?  ^  -  on  a  deux  racines  primitives  g  =  'i,  f  ^5]  5  —  i 
est  rt'sidu  de  ~  et  les  deux  puissances  impaires  de  ;")  inférieures  à  5, 
e"est-à-dire  5.  ;V'  Nérillent  la  congruenee 

{ -ix^  -i-  ^.r  -i-  \ }  {.\a-'-  -h  X  -^  ï)  ^=  o         (  mod  ~  ). 

))   Donc,    lorsque  n  =  ~,   on   a  deux  systèmes   de  \aleurs  pour 

0(/i),  à  savoir  : 

,,    ,  /.  —  \h  le  —  b  —  a 

U{A)—^a  — T-  ,      —  a — j- ,      ak,      —, — 

A  —  o  k  —  ô  6  k 

en  prenant  a  =  .'],  et 

c  /  »  ^  k  -^  'ib  k  -^  b  ,       —  a 

k  -h  b  k  —  ib  k 

en  prenant  i?  =  5,  a  et  b  désignant  des  résidus  de  -. 

«  Si  /i  ^  1  I ,  on  a  quatre  racines  primitives  :  :>.,  (),  j,  8 :  2  —  i  est 
résidu  de  i  i  et  les  puissances  de  a,  iiiijMires  et  inférieures  à  ç),  vé- 
rifient la  congrucnce 

(  4  ^-  —  6 .7^  -:-  I  )  ^  4  ^'  —  3  J*  -:-  I  )  ^  o         I  m  od  I  n . 

De  même,  6  —  i  est  résidu  de  i  i  et  les  |)iii-;sauees  de  (i  impaires  et 
inif'-rieures  à  C)  V('rifient  la  congruence 

( 3 .r-  ~  xx  -:-  i)  (/ix-  ~  !\x  -^  i)  ^^  o         (  mod  1 1 ;. 
»  Or.  >i  I  (Ui  jtrend  ,.?"  =  a,  (i  et  b  résidus  de  i  i.  on  aura 

,  k  —  ■>.  h  k  —  h  —  a 

\Hk)=:  a  -, j-  ,      —  a  -, ,      ak.      —, —  , 

A  —  h  k  —  '  b  k 

et,  si  l'on  prend  ^  =  (>. 

r.  ,  ,  k  —  ('<  k  k  —  b  ,        —a 
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»  Les  i-acinrs  j)riiiiiu\  es  -  et  (S  ne  jouissent  pas  de  la  [)ru|)ii(''l('- 
tle  reii'lre  g — i  résitlii  de  ii,  et  la  congruence  lorsqu'on  v  lait 
0-=:  -,  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  'j  et  8  impaires 
et  inférieures  à  g. 

)>  Les  substitutions  0(/.).  .'^(7,)  jouissent  (h;  la  pr()|)ii(''i'''  d  être  à 
lettres  eonjointes,  c'est-à-diri;  ([u Cu  di\isant  les  lettres  en  sys- 
tèmes de  deux  lettres  chacune  di;  la  manière  sui\ante  : 

«"o^"»,     ^'g-^'s-^     'V'",?- 5     •••)     <v^''V'*"''     •••. 

toute  su]j>liluti(tu  0(/.),  .^( /•;.  ou   échange  entre   elles  les  lettres 
d'un  sjstèuie,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

»  Dans  le  cas  de  n  ^  5  javars  obtenu  des  résultats  semldables 
aux  précédents  et  formé  un  groupe  de  douze  permutations  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 

e(Â-)  =  4/.-,    j.^    "'j^r 

et  celles  qu'on  en  déduit  en  les  composant  entre  elles. ...» 


XV. 


C'est  sous  un  j)oint  de  vue  bien  ditlérent  que  je  vais  maintenant 
traiter  les  mêmes  questions.  Ainsi,  laissant  de  côté  toute  considéra- 
tion relative  aux  décom[Mjsitions  de  groupes,  je  définis,  a  priori, 
pour  n  =  o,  T'  '•'  1^^  racines  z  des  équations  réduites  du  cin- 
quième, du  septième  et  du  onzième  degré,  de  cette  manière,  savoir  : 

n  =  ii,       Zi  =  (v^  —  Vi)  (  Cu-,-  -  f24-j)(  ^•^^-/  —  v»^i)  (i^s+i  —  v^+i) 

les  indices  f  devant  être  pris  respectivement  suivant  le  module  n. 
De  la  sorte  on  obtient  trois  systèmes  de  n  fonctions  rationnelles 
des  racines  r,  et  je  vérifie  que  les  quantités  qu'ils  comprennent  ne 
font  (|iie  s'échanger  entre  elles  lorsqu'on  fait  respectivement  ces 
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subslilullons 


«■■2/./ 

n=  M        (''■)• 

Il  en  résulle.   par  des  coinposilions  suecessives,  que  ces  syslènies 

demeiircul  invariables  pour  les  sul»s|iliilioiis  (  /'   ),  où  a  est  un 

résidu  quadratique  quelconque  de //.  Mainlcnanl  il  esl  visible  qu'ils 

ne  changent  j)as  non  plus  lorsqu'on  fait  la  substitution  (    ' ''    j  ;  et 

si   l'on  vériln^   encore  (piil    en   est  dv  niènie  à   Ic-i^ard   de  celle-ci 

(  j.    j   1»    on   ariivera    à  cette   conclusion    qu  ils    dcnicurenl    in\a- 

riables   pour  toutes   les   sul)Stitulions   où   l'on  met.    au   lieu  de  /r, 

—, — '■ — >?  (((/  —  Oc  étant  résidu  de  /?.  En  ellet.  celte  expression,  dans 

toute  sa  généralité,  s'obtient  en  composant  entre  elles  celles  que 
nous  venons  de  considérer.  Le  théorème  du  ]>aragraphe  \l\  suffit 
donc  pour  nous  assurer  cpie  les  écpialions  r(''dni!cs  m  ;  auront  pour 
coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  if.  où  ne  liy-urcront  d'ir- 


rationnelles, suivant  les  cas,  cpie  les  radicaux  y  5,  y  —  •j,  \/ —  i  i. 

Si  l'on  cherche  maintenant  les  substitutions  spéciales  (  ^'  ) 
(pii  lai>scront  inxariable  une  seide  des  racines  considérée  isolé- 
nicnl.  z„  pai- exemple,  on  trou\cra  aisément  ces  résultats,  où  ff 
et  ù  d("signent  des  résidus  (piadraliqucs  de  //.  sa\oii'  : 

—  a  k  -r-  ■>.b 

/i  =    7         0(/.)r— ctA".      — ,— >      a— ;- - 

A  k  -^  I) 

,     ,  ,         —  a  k  —  •>.  h 

n  =  \\  0(/.  »       ak,      —7—,      a    ,---     -,  -    ,  , 

A  /.■  —  u  k  —  •?.  b 

Ce  sont  les  expressions  auxtpiellesM.  13e  tti  est  arii\é  par  une  autre 

•    ,  ,     ,     ,   rt-  —  I        ,      .       .  . 

\oM',  et  (pu    inruitui    en   gênerai  — j— sul»tituli(Uis  coniuguees, 

I  I  ■    '     fil^  -^  b        .         ,        ,  ,    .  , 

(le  sorte  (lue  toute-,  les  (iiiantites  — ; ,1  ou  ad  —  bc  est  resiuu  qua- 

'  '  ck  -r-  cl  ' 


A- 

-b 

/.  - 

-b' 

/. 

-^b 

/.  - 

-ib 

k 

-b 

TIIKOUIK     l)i;S    KQIATIONS     .M  ()  I)  l  L  \  I  UK  S  .  ni 

(lrLili([iic  ilr  //.  peuvent  être  ainsi  l'oprésciili'es  : 

er/f-^  i), 

f  éliiul  Lia  nunil)ie  entier  pris  sunant  le  module  /i. 

Enfin,  si  Ion  désigne  par  Zz,ii)  ce  que  devient  c/iorsqu'cjn  eirectue 
sur  les  racines  e  les  snlj-;litii!i(in>  (|uc  nous  a\ons  considérées,  on 
tromera.   pour  n  =  5, 

o(  i)  ^  ai  -T-  b  ï^       ( ai  -\'  b  )^  ~  c, 

pour  /?  =;  j, 

o( i)  :^  ai -r-  b  ^s  —  (ai  -i-  b y^  —  9J  ai  -^  b  )-  -\-  c, 

pour  /i  =  1  1 , 

■^(  i)  ^  ai -^  b  E^       ( ai ^  by -h  Siai ^  b )'* -T- c, 

h  et  c  étant  des  nombres  entiers  quelconques  pris  suivant  le  mo- 
dule /«,  et  a  étant  résidu  quadratique,  ce  qui  représente  en  générai 

n(  n-  —  i)      ,      .       .  ... 

■ suijstitutions  distinctes. 

2 

Les  équations  du  septième  et  du  onzième  degré  présentant  celle 
propriété  que  les  fonctions  non  symétriques  de  leurs  racines  inva- 
riables par  les  substitutions  ainsi  définies  ont  une  valeur  ration- 
nelle, constituent  un  ordre  spécial  d'irrationalité  qui  les  distingue 
nettement  des  équations  les  plus  générales  de  ces  degrés.  Ce  sont, 
suivant  l'expression  de  M.  Kronecker,  des  équations  douées  à'of- 
fections,  et  qu'il  sera  sans  doute  possible  de  i-amener  analjtique- 
ment  à  celles  dont  la  théorie  des  fonctions  analytiques  a  donné  la 
première  notion.  Mais,  laissant  de  coté  les  belles  et  difficiles  ques- 
tions auxquelles  conduit  ce  sujet,  et  que  M.  Kronecker  a  le  pre- 
mier abordées,  je  me  bornerai  à  faire  voir  que  |  "'  :  représente 

bien,  en  attribuant  à  la  fonction  '^i  toutes  les  valeurs,  un  système 
de  substitutions  conjuguées.  Posons  en  effet,  pour  un  instant, 

y  i  i)  SE  —  j5  —  2 1-, 

de  sorte  qu'on  ait.  pour  a  =:  -, 

cp  (  i  ;  ^  ai  -\-  b  -~.  y  (  ai  -^  b)  -t-  c  ; 


-8  («:i  vin:s   m;   chaui.ks  iiiihmiti:. 

(iM  M'rilic  sans  pi'itu'  (jiic 

«x('">  =  ■/.(«"  0  1 

L  [ «  7.^  '  )  -=-  ^'  1  =  •-'•  «^'  7  (  '  "  ^  )  "^  '^''""  •  \ 
(I  riaiil  siijiposr  r('>i<hi  de  -.  El  faisant  do  in('Mi('.  |)(inr  //  =  i  i  . 

/(/■)  —  /»-^  3f', 

on  aura 

a  y  {i)  --  y  {  a*  i)  \ 

7.1X^')1^'  (modii, 

■/.L« 7.(0^^1  =9«^'7.  (  ^'-^  ;^j  —  consl.    I 

(t  ('tant  r('sidii  <lc  i  i . 

Vnisi  les  tondions  y  i^ai  ~\-  b).  coninie  les  expressions  jjIus 
sini|»les  ai -\-  h,  se  re|)roduisent  par  la  composition.  De  là  résulte, 
pour  les  uoiuhies  premiers  n  =  ~.  i  i .   I  existence  de  fonctions  de 

/)  Ici  Ires  avant  ,'.'.""     ,  c'est-à-dire  oo  et  6o48o  valeurs.  T<uiles 
i  /i  (  «  -  —  I  ) 

deux  ont  été  rencontrées  \yàr  M.  KiDiiccUcr.  (jui  a  le  premier  pu- 
blié (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  de  lierlin, 
11  avril  i858)  le  cas  des  fonctions  de  sept  lettres,  et  fait  à  r«''gard 
de  la  représentation  analytique  des  substitutions  ici  emplovée  (  '  ) 
une  observation  pleine  de  justesse,  montrant  de  (pudlc  manirre 
deux  expressions  algébriquement  diflerentes  peu\enl  cependant 
ne  représenter  que  la  même  substitution,  et  par  là  réduisant  à  un 
seul  et  même  tjpe  deux  systèmes  que  j  a\ais  d  abord  considcMés 
comme  distincts.  (  {oyez  les  Annali  di  Matemalica,  année  nS.j}), 
n"^  1  et  "1  et  C.  B.,  t.  XLVI,  p.  879). 


(')  Les  expressions  dans  le  cas  des  sul)stilutions  de  cin(j  lettres,  savoir: 


ont  été  données  avant  moi  par  M.  Ijelti  dans  le  tome  II  des  Annales  de  Torlolini, 
p.  17.  Pour  le  cas  de  sept  lettres,  vovez  les  Annali  di  Matemalica,  année  iSSg, 
n'  t. 
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XVI. 


IjC  calcul  (les  ('(jualions  i(Mliiites  en  z  pour  les  Irois  valeurs  de  n 
(jue  nous  a\ons  à  consi(l('M('r  repose  sur  deux  remarques  :  que  1  ou 

n  i/i-t-  Il 


peut  y  remplacer  d  une  pari  //  par  tu  eL  z  par  s     -      c,  î  étant  une 
racine  liuilirmc  de  lunitc:  cl  de  l'autre,  u  par  -  et  z  par 

n'— 1      n  -t- 1 

[>a  premiric.  joiiile  à  cette  observation  que  le  di'\  eloppcmcnt  des 
racines  eu  louctious  de  q  commence  par 


.rÀ/,') 


prouve  ([uc  les  cocllicicuts  >onl  des  polynouies  eu  ii"^  contenant  en 
facteur  une  certaine  |)uissance  de  u\  ainsi  ces  équations  sont  com- 
|)Osées  de  termes  de  cette  forme 

et  l'exposant  y..^  se  détermine  en  prenant  la  valeur  j)ositive  de 
V  — ^^ (modh).   qui  est   luimcdiatement  supérieure  a  la  cpian- 

Itté  V  •  La  seconde  r(^marquc  montre  nue  le.i  polvnomes 

■xn  ^  IL. 

sont  réciproques,  mais  à  cet  égard  en  distinguant  des  deux  autres 

le  cas  de  /?  ^  i  i,  à  cause  du  facteur  ( —  i)  *  -,  alors  égal  à 
—  I.  De  là  résulte  en  effet  (jue  les  polynômes  facteurs  des  puis- 
sances paires  de  z  ont  leurs  coefficients  équidistants  des  extrêmes 
égaux  et  de  signes  contraires,  tandis  que  ceux  qui  affectent  les 
puissances  impaires  ont,  comme  pour  n  =  5,  j,  leurs  coefficients 
égaux  et  de  même  signe.  On  en  lire  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas, 
la  \aleur  de  z.j  sous  cette  forme 


(  /l  -f-  I  j  V 


8o  (*:i  viiKS    i)i:   ciimu,  i:s    ni.  u  m  ni:. 

et  si  \'c>n  observe  eiiliii,  ce  (jiii  esl  lirs  lueilc  à  rialilir.  ([iie  la  ([iian- 
liu-  I  —  11^  entre  comme  factiMir  dans  le  polynonic 

a  -r-  bii'^  -f-  r//"»  -f- .  .  .-^  /tu^9' 

avec  un  exposant  (')  dont  la  limilc  iu(V'riem-e  e^i 

■i  n  L  \  /*  / 

on  aura  réuni  tout  ce  ([ui  est  nccessaire  jiour  poux  oir  écrire  a pi'iori 
et  sans  calcul  les  ('(pialioiis  rc'-duites  sous  les  iormes  suivanles,  où  D 
représente  toujours  le  discriminant,  savoir  : 

l"    //  =;  5. 

Z'"  -r-  Z  OL  II*  {\  «*)-  —  V^D   =  O. 

Le  terme  en  :;*  n'existe  pas,  parce  qu'on  oblienl  pour  pi  une 
valeur  négative;  les  termes  en  z^  tl  z-  disparaissent  |)arce  que  les 
<'oel"ficients  doivent  respectivement  contenir  en  facteur  i  —  ?/*, 
(i  — 11^)'-,  ce  qui  est  en  rouliadiction  avec  les  valeurs  Oo  =  o,  03  =  1. 

:>.»   /'  =  7. 

z"'  -T-  z*  y.  u*  {\  —  «8)-  -h  z-t!  u'*{i  —  u'^y*  -+-  zol" u^(i  —  u^ )'*  —  \/D  =  o. 

On  a  à  remarquer  cette  circonstance  importante  que  le  coeffi- 
cient y.'  est  nul.  cl  cpii  lient  à  ce  que  dans  le  développement  des 
racines  suivant  les  |)uissances  de  \' q  =  i],  savoir  : 

5  =  4  v/—  7  /'l  {  I  -^ '  11-  -^  'î*  -^ • 


la  quantité  entre  parenthèses  ne  contient  pas  la  première  ])uissance 
de  i\.  De  là  sans  doute  résulte  qu'on  a  ainsi  le  type  analytique  le 
|)lus  simple  des  équations  du  septième  degré  résoluble  par  les 
ioiirtions  elliptiques. 

3°   n  =  II. 

En  d»'signanl  comme  précédemment  par  a,  |j,  . . .,  des  constantes 

(')  Cet  exposant  est  impair  lorsque  n  =  11  dans  les  coefficients  des  puissances 
|iaiics  de  z:  mais,  ce  cas  excepté,  il  est  toujours  pair. 


TIllioRIE    DKS    KQ  CATIONS    M  0  I)  L  I.  A  I  IIKS  .  8l 

niini('ri([U('s.  on  a  ccltf  (-quai ion 

-4-5''„8(,_  u»)'-(p  -h-  P'»8-h  |î^^lG)-:-   -Gm1«(,_  ,,8)3(;.^_i_y,^8_|_.^„ir,^ 

-f-  5^K*(l  «s  ^1(5  _L_  g', ,8  _(_  |5",,1C  _|_  o'//"-i  -h  Zu^'i  ) 

-f-  X:*«6(  ,  _i_  «8  )ô(î  __  î',,8  _;_  r",,16  _|_  i    ni*  _|_  î';/32  _j_  r  ,<iO  j 

-+-   ZU'd  —  «8  j«  (  0  +  0'  «»  +  6"  «(16  4-  0'"  ;<24  _^  0"  «32  _t-  0'  II'»  -+-  0  «-^  I 

-  v/T)  =  (). 

Ces  conslanles  pourront  être  déterminées  en  (lévelopj)ant  les  coef- 
ficients suivant  les  puissances  de  q,  et  suljstituant  pour  z  le  déve- 
loppement correspondant  suivant  la  puissance  de  ^q.  Le  calcul 
assez  long  auquel  on  est  conduit  n'est  nullement  impraticable;  je 
n'ai  pas  cru  cependant  devoir  m'y  arrêter,  cai-  le  principal  intérêt 
qu'on  peut  attacher  au  résultat  concerne  surtout  l'étude  des  équa- 
tions du  onzième  degré  résolubles  par  les  fonctions  elliptiques. 
J'indique  encore  une  fois,  en  terminant  ici  mes  recherclies,  ces 
belles  questions  qui  oflriiont  une  des  plus  importantes  applications 
de  la  théorie  fondée  par  Abel  et  Jacobi.  Mais  c'est  surtout  l'œuvre 
propre  de  l'immortel  auteur  des  Fundainenta  d'avoir  reconnu  ces 
rapports  si  remarquables  des  nouvelles  transcendantes  avec  l'Al- 
gèbre et  les  propriétés  des  nond)res.  Entre  tant  de  beaux  résul- 
tats dus  à  son  génie,  et  qui  ont  ouvert  des  voies  fécondes  à  la 
Science  de  nos  jours,  je  ne  puis  m'empêcher  de  rappeler  dans  les 
Notices  des  premiers  volumes  du  Journal  de  d'elle  les  énoncés 
relatifs  aux  propriétés  des  équations  entre  le  multiplicateur  M  et  le 
mo(bde  /..  C'est  là  en  effet  que  M.  Kronecker  a  trouvé  le  principe 
<le  la  méthode  si  remarquable  pour  la  résolution  de  l'équation  du 
cinquième  degré  qui  m'a  été  communiquée  dans  une  Lettre  publiée 
au  tome  XLVI,  page  i  i  5o,  des  Comptes  rendus,  et  l'on  pourra  voir 
dans  un  travail  très  important  de  M.  Brioschi  sur  ce  sujet  (')  com- 
ment cette  méthode  résulte  des  relations  singulières  qu'a  données 
Jacobi   entre   les  racines  de  ces  équations  dans  le  cas  du  sixième 


(')  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  rizoluzione  délie  equazioni  di  qiiinlO' 
grado,  dans  les  Actes  de  l' Institut  Lombard,  vol.  I. 

H.  —  II.  6 


8?. 


(*:iviu:s   m:   ciimu.ks   mkhmitk. 


degré.  Les  travaux  de  ces  ileux  savants  <;éoin("'lres  onl  ainsi  ouvert 
une  voie  plus  facile  pour  arriver  à  la  résolution  de  1  »'(pialioii  j;é- 
nérale  du  einipiièuu^  degré  que  celle  que  j'avais  sui\ic  en  prenant 
pour  point  de  dcp.irl  la  réduction  <!•'  .Icrrard  à  l<i  ioniH' 


et  c'est  en  suivant  celle  nomcllc  direction  ([iie  j  espère  plii-^  lard 
pouvoir  y  revenir  pour  contribuera  en  faire  l'étude  approfondie 
qu'elle  demande. 


SLil  L'AliAISSEMEM 


LTQUÀTIOX  MODULAIRE  DU  HUITIÈME  DE&RÉ. 


lixtrait  (l'une  Lettre  adressée  à  .M.  Brioschi  {Aniifili  di  Mateinatica 
pura  cd  applicata,  t.  II,  1839,  p.  ji);. 


«  —  J  ai  entrepris  le  calcul  de  la  réduction  de  léqualion  modu- 
laire du  huitième  degré  au  septième,  et  voici  le  résultat  définitif 
auquel  je  viens  d'être  amené.  Soit  fait,  en  introduisant  la  \a- 
riable  oj  (  '  ),  a^  'f  (^^)î  ^^'^  \\v\\V  racines  seront 


'^(yw)         et 


,{ 


oj  —  lG/?^ 


le  nombre  entier  m  étant  pris  suivant  le  module  -.  Or,  en  jn-enant, 
en  premier  lieu, 


o<  7C0J 

CO  —  I  (  ) .  •>. 


\  7  /  J   L"  7       /         ■  \         7 


h 


10  -!-  I  () .  G 


JJ  -r-   I  G  .  3  ^, 

) 

oj   -  164  ^ 

/,o-4-.r,.;-,  -| 

7        ) 

ri        -        ,) 

et,  en  second  lieu, 


b 


10-7-   I  ("> .  -2 


/oj -4-1  (1.3  ,"]   r     Ao^-iG.4\  /lo  — iG.G    1 


(')  Voir  C.  /?.,  t.  XLVI,  p.  5io. 
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je  ti'()u\  f  t|iit'  ;  (k'pcml  (l(^  cclh'  (''(ni:il:'.in  ilii  scpiirme  de^rr.   sa- 
\  01  r  : 

z'  —  4-. 7-  s^^olAA'Kz'  —  i'.7'  (a  —  :}  )/r-A'^z 

~  /i*;'  \/^ /./.'»{[  —  /.^  -H  /.')  =  (., 
a  c'taul 

7. 

I::^l  î' dépeml  do  I  ('(iiiatiuii  loiilc  seinblahlc  (juc  I Oii  en  dcdiiil  en 
changeant  le  signe  du  radical  ^^ — y.  Le  lail  analvti(jue  essentiel 
dans  cette  (jurslion  nCsl  pas  laut.  ce  me  send)lc.  dans  laljsence  d'un 
certain  nombre  de  lermcs  de  celte  équation;  ce  qui  me  lra|)pe  le 
plus,  c'est  qu  il  se  jU'és(Mite  deux  tvpes  d'écpiations  du  sejili«"'ine  de- 
gré résolubles  |iar  les  fondions  ellij)li(pH's.  el  je  \ais  essayer  de 
vous  faire  Noir  jusqu'à  quel  point  on  doit  les  considérer  comme 
distincts,  l^our  cela,  je  vais  définir  avec  précision  quelles  sont  les 
fonctions  fwn  synu'lrirjues  des  racines  :;  ou  des  racines  z'  qui 
s'ex|)nnienl  lalionnelleinenl  par  les  coefficients,  et  vous  reconnaî- 
trez que  ces  foncli(uis.  analogues  sans  doute,  ne  contiennent  pas 
les  mêmes  perniulalions  des  racines.  A  cet  ellel,  el  suivant  rusage, 
je  représente  par  c.,..  I  indice  .r  ('-lanl  un  nombre  entier  |)ris  sui- 
vant le  module   -.   les  diverses  racines  ;:  ;    |)Our  abréger,    je  pose 

encore 

0(^7)  =2  23"-  —  r*         (modj). 

')  Cela  [)0sé,  les  fonclions  non  svmétrupies  des  racines  (pii 
s'exprimenl  ralionnellement  par  les  coefficients  sont  celles  (pu 
demeurent  imariables  |)ar  le^  subsiiiulions 

a  ('-lanl  \\\\  {('■^idn  (piadi'.ilnpie  de  J,  h  el  c  deux  enliei-<  (piel- 
coucpies.    Les    rormiiles  (^  A  )  représentent  aiu'^i 

■).7  --  3.7-  =  ifiS 

substilulious  dillérentes,  formanl.  snisanl  I  e\pres>ion  de  M.  Ciaii- 
chy,  un  svslème  de  substitutions  conjuguées.  Or,  en  passant  à  lex- 
pression  en  z' .  il  laut  l'cmplacer  la  fonction  0(.r)  |)ar  celle-ci 

0'(.r);= —  ix-  —  x^  (n\o^\~), 


!•: Q i:  A T I <) N    M o I) i  I. AI  n  i;    i> i     1111  r 1 1"; m  i:    i >  i: (;  u i'; .  8 "> 

oc  (|iii  contliiil  à  un  svslèmc  de  i(]8  suhsiilnlions  coiijiiynccs,  à 
sa\()ir  : 

et  il  scasiiil  (jnil  CMSte  non  seiilciiiciil  un  lv|>e,  conimc  I  a\ail  dit 
M.  kionccker  (  '  ),  mais  (\cn^  lv|^('S  (l(^  toiictions  de  sc[)t  lellres 
])()sscdanl  Irenle  \alciirs  dislincles. 

»  Rien  de  j>lii,s  facile  (railleurs  à  dénioutrcr  (jue  (A)  et  (A') 
sont  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  cela  résulte  des 
congruences  suivantes,  où  a  est  toujours  sii|)|)Osé  l'ésidu  (juadra- 
(ifjue  de  -,  savoir  : 


0  (ax)  =  rt^O  ix),         0  \m  -~  0  (,r)]  iz-,  ■)./«' 0  (  —  -\- x  \  -r-  con^t., 
0'(rt.r)  =  rt2  6'(a-),         e'[/«-(-0'(a7)]  =:  ■?.i)v^)'{  —  -h  .r  j  -f-  coiist. 

»  Dans  ces  congruences,  les  fondions  0(\r),  ^'(■^)  enlrenl. 
comme  vous  le  voyez,  absolument  de  la  même  manière.  La  théorie 
de  léquation  modulaire  du  douzième  degré  conduit  à  des  résultats 
analogues,  que  j'espère  pouvoir  vous  communiquer  dans  une  autre 
occasion. 

»  En  m'occupant  de  celte  recherche,  j'ai  dû  encore  employer 
celle  expression  analytique  des  substitutions  qui  m'a  été  fort  utile, 
mais  dont  je  ne  sais  si  l'on  jiourra  tirer  parti  on  dehors  de  ces  ques- 
tions. 

»  Quoi  quil  en  soit,  voici  quelques  remarques  à  ce  sujet.  Dans 
le  cas  de  cinq  lettres,  les  120  substitutions  sont  ainsi  re|)résentées, 

^xi       '-•ax+bi       ^{ax+lA''-\-c-, 

la  valeur  a  ^  o  étant  exceptée  et  les  indices  étant  pris  suivant  le 
module  5. 

»  Pour  sej)t  lettres  les  5o4o  substitutions  seront,  d  une  manière 
analogue, 


('  )  Monatbericlite  der  Akademie  zu  Berlin;  April  iS^S.  La  foiiclion  de  M.  Ivr. 
nockcr  reste  invariable  par  les  suljstiUUions  du  sjsLènic  (A'). 
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en  atlril)iianl  à  la  ronclion  0  ofs  di\or.-«es  l'oiinos.  sa\(»ir  : 

0 ( .r )  ^  —  X'^  ±>. .r-, 

6(a7)  ^  3a"  dz  ar*, 

6(  a")  ^  a** -r- «a*^ -i- 3«-.r  {a  quolconquo  i, 

^ (x)  T.=  T^ -^  a or^  ±  x- -^ '\  a^ T         («  non  r('>i(Iii  de  7). 

>>  ()iianl  à  ce  ([ui  se  raj)|)Oiic  à  un  nonihif  piniiicr  de  lettres, 
jai  l)ien  (luelqiies  types  iiénéraiix  de  lormulcs  de  substitutions, 
mais  d'autres  questions  mcmpèelienl  de  suivre  ces  recherclies . . . . 

«   Pari?.  i-  flécenihro  i8"j8.  » 


SUR   i;iNTERPOLATIO]N. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLYIII,  iSjg  (Ij,  p.  G?.. 


La  quesllon  ciunl  je  vais  m'occiiper  clans  cette  jNole  est  celle  (jiii 
a  pour  objet  de  représenter  approximativement  par  un  polynôme 
d'un  deyré  donné  m  une  fonction  F(a?),  dont  on  connaît  les  valeurs 
pour  X  =  Xo,  x^ ,  x-i. ...,  Xni  n  étant  supérieur  ou  au  moins  égal  à/;?, 
en  se  donnant  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  différences 
entre  ce  polynôme  et  F(:c),  pourx=r.ro,  x,,  ...,  .r„,  multipliées 
chacune  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum.  iNI.  Tchebichef 
a  le  premier  résolu  cette  question  importante  dans  un  excellent 
Mémoire  sur  les  fractions  continues,  présenté  en  i855  à  l'Académie 
de  Saint-Pétersbourg  ('  ),  et  c'est  de  son  analyse  même  que  j'ai  tiré 
une  nouvelle  méthode  qui,  sous  une  forme  plus  généi^ale,  donne 
les  résultats  de  l'auteur,  indépendamment  des  fractions  continues, 
et  en  les  rattachant  immédiatement  à  la  formule  d'interpolation 
de  Lagrange. 


Soit 

/(a-)  =  {x  —  Xi,)(x  —  x^)..  .{x  —  Xn). 

Cette  formule  est,  comme  on  sait, 

f{x)  11,,  f(x)  Ui  ,       f(x) 


X  —  Xoj'(X^,)  X  —  Xi    fix^)  '"    '     X  —  Xn   J"{X„) 

et  si  Ton  y  ajoute  le  produit  de/(:c)  par  un  polynôme  arbitraire, 

(')   Une   traduction    en    français  de   ce    Mémoire   par  M.  Dicnaymc  vient  d'être 
publiée  dans  le  Journal  de  LioinilU',  j'  série,  t.  III  (iSôg),  p.  289. 


^!S  (MnviiKS    I)  i:  ciiAui.  i;s  iii;umiti;. 

on  aura  loxpressioii  ^éiK-rah"  de  toulc*  loiicl  idii  ciilirrc  de  (U-j^i'c 
sup('Tunir  à  /i .  oi  dcNcnaiil  t'iicDi-c  //„.  //, i/„  [loiii- 

Mais  cil  (Jcsi^uaul  par  0(.i"  )  un  |)(»l\  iimuc  indc'tcrninK'  cl  lai>anl 

cette  ex|)ression  pins  i;L'nérale  de  la  formule  de  Lai;ranoc  peut  en- 
core être  présentée  ainsi  : 

n(a7)  ^f^{x)U(^-\-fiix)ui-^...—f,iijr)u,i. 

(^ela  posé,  \oici  coninienl  s'en  tirent  les  lorinulcs  non \ elles  (pii  se 
rapportent  à  l'interpolai  ion  par  la  niélliode  des  moindres  carrés. 
Faisons  dans  n(/')  la  suhslilulion  lim'-airc 

i'    Hy  =  a,,  t'o  -i-  h(,Vi  -H.  .  .H-  /o  (-„, 

(l) 

'     "«=  «/;Co  —  6,,C,  -t-.  .  .-4-  /„C„, 

déterminée  de  façon  que  1  on  ait 

11%  -^  i<i  H-.  .  .-T-  ni  =  cj  H-  cj  4-,  .  .-ï-  c,!  (  '). 
Kn  posant 

*o(.r-)  =  ao/u(-^)-i-  «i/iC-î")  ^.  •  --H  a,if„{3r), 
•I>  1  ( .r  j  =  <^o/o  ( .r  )  -f-  6 1,/",  (  .r  )  -f- .  .  .  -r-  ^„./„  (  a- ), 


'I>,,(.r)  =  l(,J\ix)  -t-  li/iix)  -H.  .  .-T-  /„/„(x] 

i\  \  iendra 

Il(jr)  =  *o(a:)  Co-H  *i(>,)ci  -i-...-^<i'„(a')  {•„, 

et  l'on  aura,  comme  consé-cpicncc  imim'dialc.  1  (■i;alil(''  sni\anle  : 

UHxo)  -T-n-^(>i.)-T-...-i-n2(.r„)  =  c^  -{-vl  +...-+-  ('2. 

()i-  les  fonctions  <!»(./•  )  qui  naissent  ainsi  de  la  formule  de  Lagrange 
possèdent,  en  vertu  de  cette  éj;alili',  les  |)ro|)ri(''l(''S  fondamentales 


(')  M.  Cayley  a  donne  l'expression  i^cmiMlc  de   co-i  snl)sliUili()ns  dans    un  iMé- 
muire  Sur  les  délerminants  gaucliex,  pnl)lic  dans  le  Journal  de  (relie. 
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siiixiiules  : 

i—.n  i  Tzn 

(  -5 )  V  «!',„ ( Xi )  *,„. (xi)  =  o,  ^  <\>}„  (Xi)--^  i, 

1  =  9  /  =  0 

el  de  CCS  propriétcs  résulte,  comme  la  remarqué  M.  'rclichK  In  1. 
la  solution  iuiuK-diale  fie  la  question  qiif  nous  mvous  eu  vue. 


Observous,  en  ellet,  (|ue  les  fonctions  <I>(.r  )  coiiti(;nurni  lonlrs 
<Mi  fadeur  0(.r  ),  de  soile  (ju  en  faisant 

1>,„(2-;  =  o,„(,r)0(.rj, 
on  a  un  système  de  /i  -j- i  poljnomes 

du  /<"""'  deyré;  or,  après  avoir  choisi  m  H-  i  de  ces  |)olynomes,  par 

exemple 

Oa(x),     Oi(arj,      ....     'f/«(j:-), 

si  Ton  demande  de  déterminer  les  coefficients  A,  B,  . .  .,  II,  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  carrés  des  valeurs  de  la  dilïerence 

V(x)  —  Acpn(a7)  —  Ji'^i(x)  — .  .  .  —  \i  o„iix), 
pour 

X  =  Xij  ,       T  I  ,        ....       Xji , 

midtipliées  j)ar  des  nombres  donnés,   soit  un  minimum,  on  oj^é- 
rera  comme  il  suit.  Disposons  de  ^(^),  de  manière  que  les  |)oids 

des  erreurs  soient 

0(.7'o),     0(.r,),      ...,     0(^„), 

1  expression  qu  il  faut  rendre  un  minimum  sera 

1=0 

OU  bien 

/  =  n 

V  fF(\r/)0(r/j  — A<ï>o(j"/)  — B*i(j-/)  -...—  H*,„(.r,)J^ 

/  =  0 


!)'»  OFIVRKS     I)  i:    cil  AU  Lies     II  lîll.M  ITi;  . 

(  )i'  eu  (''i;;ilanl  à  zéro  les  (Irrixérs  |)rist's  |);ii'  iMppoit  ;"i    \.  I> H, 

on  Iroiive  (|n"(>ii  \ortii  des  (•qiialions  (  .'>  )  une  scnio  inconnue  sub- 
siste dans  chacune  des  équations  ainsi  foinn'es.  ce  <|ui  donne  ini- 
niédiatenicnl  les  valeurs 

;  :=  n 

1=0 

/=« 

n=  V  .^,  (.r,)F(r/)0(r,), 

/       0 
;  =  « 

/=:0 

el.  en  posant 

-(,r)  =  Acpo(.r)-+-B(p, (a") -;-...-;-  IItp,„(.r), 

on  en  conclul  ininiédiatenient  (piOn  a 

/  —  /;  i  =  n 

^  -Hxi){)Hxi)=^¥Hxi)^'-{Xi). 


m. 


Mais,  parmi  les  diverses  expressions  auxquelles  nous  parvenons 
ainsi.  cL  qui  dépendant  des  éléments  arbitraires  de  la  substitu- 
tion (i)  sont  en  général  du  /i"™'"  degré,  il  reste  à  découvrir  celles 
(pu.  |)our  une  détermination  couNenablc  de  cette  substitution,  se- 
ront seulement  du  //i'*"'"  degré,  de  manière  à  résoudre  la  question 
proposée  par  l'emploi  d'un  polynôme  du  degré  le  plus  petit  pos- 
sible. Soit,  à  cet  efl'et, 

\r^  «'(pialions  {  :>.)  donneront,  par  la   suppression  du  facteur  0(x), 
cruiiiMiin  aux  deux  membres, 

o„  {x)  =  a^iç^ix)  -H  a,iFi(.r)  -r- .  .  .-;-  u,Jn{x), 
'^^i  ix)  ^-  bo£(,(x)-^  h^£x(  X)  --.  .  .-^-  l)„£n(x). 


'^„(j7)=  /o  fo(a^)-^  /,  i,  (j-)-H...-!-  l„£„(x), 


s  U  II     I."  I  N  T  K  It  !•  0  [.  A  T  ION.  9  I 

et  l'on  \a  voir  qu'il  csl  possible  de  r-étliiire  '^„(.r)à  une  constanle, 
C5,(^-)  au  premier  degré,  et  en  <;énéral  '-p/(A")  au  (lej;ré  f'.  KU'ective- 

...  .       .      .     ,  n( n  -r- 1)  , 

ment,  on  aura,  jxiui-  (pi  il  en  soil  ainsi,  a  |)()ser ; équations 

entre  les  coefficients  «q,  ^/,.  . . .,  (t,i,  A,,'  '^i?  •  •  •?  ^//?  •  •  •'  ce  qui  est 
précisément  le  nombre  des  quantités  arbitraires  que  comporte 
d'après  sa  nature  la  substitution  (i).  Or  de  là  résultera  un  système 
spécial 

tel  que  la  formule 

AçoCa-j  -+-  B'f  i(.r  )  -r-. .  .—  no„,(.r), 

composée  a\ec  ces  fondions,  sera  précisément  du  degré  m.  Cepen- 
dant il  serait  difficile  par  cette  voie  de  parvenir  à  exprimer  exj)li- 
citement  les  nouselles  fonctions  par  les  quantités  a^o,  x,,  ....  x„ 
et  H(x).  C'est  au  moyen  de  l'équation  fondamentale 

n2(:ro)-+-  lV{xi)-h...-r-ïV-{.r„)  =  l'I  -^  r^  _...-u,.2. 

en  faisant  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques,  <pi"on  y 
arrive  et  qu'on  étalilit  le  théorème  sui\ant  : 

Soit  \,i,  /'mvr/fin/it  de  la  forme 

i  —  Il 
/  =  o 

fjUL  ser<(  un  polynôme  du  m^''"'^''  degré  en  a*,  dont  l'expression 
analytique  est  bien  connue;  si  Von  désigne  par  0^  le  coefficient 
de  .r'"  dans  ce  polynôme,  on  aura 


Pour  /y/  ::==  I ,  où  il  n'y  a  pas  à  proprement  j)arler  d  in\arianl,  on 

dc\  la   faire 

Ai  =2,  ^  X  —  Xi)  0'- ixi), 
i  =  0 

et  pour  m  =  o  prendre 

Oo(x)  =  -  -  • 
v/o, 


f)^  I*: r  v  H  i: s   ni;   c ii  \  u  1. 1: s   ii  i:  r  m  rr  e  . 

I.c  >ignc  (In    r.iiliial  rani'  <|iu'  pi'ûsenlcnL  ces  loniiiilos  rcslo  arbi- 
traire; car  dans  la  fonction 

-(.r)  —  AooC.r)  -f-  H'^if.r)  ~.  .  .-i-  n'f,„(.r  )  -J-. . ., 

I(>  ciH'llliiiMil  H  en  ::cacral  avaiil  innir  xalfiir 


2j  ?/«(-?•/)  F (.r,j02(.r,), 
i  =  0 

I  liangcra  de  signe  en  inèiiie  tcinj)s  (juc  -^/nix).  el  le  produil  H  -s,,,, [x) 
ne  changera  pas. 

.le  remarquerai  cnlin.  eu   lerininanU  que  la  suih'  des  (juanlités 

I.  A,.  Ao ■^/i+[  |iossède  à  l'égard  de  rt'(|Mati<)u  /"(j:)  =  o  les 

propriélés  des  fondions  de  M.  Slurni,  pourvu  que  le  polynôme 
arbitraire  h(x)  ait  ses  coefficients  réels.  C'est  ce  qui  résulte  de  la 
forme  quadratique  dont  elles  ont  été  déduites. 


SLU  \A  r.KDlCÏION 


FORMES  CUBIQUES  A  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Comptes  rendus,   t.  XLVIH,  1839  (I).   p.  'J5i 


La  tht'orie  des  formes  culjHjues  à  deux  indéleriniiiées  a  été  dans 
ces  derniers  temps  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires  imporlanls  dus 
à  M.  Arndt  et  publiés  dans  les  Arc/tiies  de  Grunert  et  dans  le 
Journal  de  d'elle  (année  iSoy).  L'auteur,  en  ajoutant  beaucoup 
aux  premières  découvertes  d'Eisenstein.  a  donné  dans  un  de  ces 
Alémoires  une  table  de  formes  réduites  avec  leurs  co\arianls  qua- 
draliques  pour  tous  les  déterminants  négatifs  jusqu'à  2000,  et  il 
serait  bien  à  désirer  que  les  formes  à  déterminants  positifs  de- 
vinssent l'objet  d'un  pareil  tra\ail.  Mais  elles  semblent  présenter 
dans  leur  nature  quelque  chose  de  plus  complexe,  de  sorte  que  la 
méthode  de  réduction  dont  j'ai  donné  le  principe  {Joiii-nal  de 
Crelle,  t.  XLI,  p.  21 5)  laisse  subsister  de  grandes  difficultés  j)our 
obtenir  les  conditions  caractéristiques  des  formes  rc'duites.  Cette 
question  m'ayant  paru  mériter  de  nouveaux  efforts,  je  me  suis  at- 
taché à  en  rechercher  la  solution  complète,  et  j'ai  l'honneur  de 
présenter  à  l'Académie,  dans  cette  ^Jole.  les  résultats  (pic  j  ai  oIj- 
tenus  a\ec  l'indication  de  la  juéthode  que  j'ai  suivie. 

I. 

Je  rappellerai  d'abord  (pi'cn  posiuit 

/  —  ax^'  -+•  3  bx-y  -(-  3  ex  y-  -f-  cly^  —  aix  —  'xy)(  x  —  |jj'  )(x  —  y  y  ) 
je  définis  cette  forme  comme  réduite  si,  toutes  les  racines  étant 


94  «*:  L'  V  n  i:  s   n  k   m  \  it  1. 1:  s   1 1 1:  ri  m  i  t  i;  , 

r(''<'ll(^^.  lo  cnv  ;in;iiil 


=  \x-  -t-  2  B.rr  -t-  G  )'-. 

el  dans  le  cas  où  y.  est  seule  lacine  réelle.  ,j  el  ■'  étaul  iiiiai;inaires 
conjuguées,  ce  second  co\ariaiil 

'^  =  (?)"[■->-(>—'')(  2^  —  T  )(  -P  —  A''  H  .r  —  •;y  )  —  ri  —  7  (^  (  .r  —  y.  y  1'-  ] 
=  F  J--  -i-  ?.  Q Tj-  H-  H^- 

sont  des  formes  réduites  dans  le  sens  propre  aux  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif.  La  grande  dillV-rence  de  ces  deux  cas 
tient  à  ce  que  C2  s  exprime  rationnellement  jiar  les  coefficients  de  /", 
tandis  (pie  'l,  fonction  svmétricpie  en  |j  et  *'  seulement,  est  essen- 
tiellement irrationnelle.  Cependant  ces  propositions,  faciles  à  éta- 
blir, leur  sont  communes  : 

1"  Deux  formes  réduites  distinctes  représentent,  en  général, 
deux  classes  dilférentes  et,  si  elles  sont  etpiixalcntes,  elles  se  dé- 
duisent Tune  de  l'autre  par  les  substitutions  (pu  cliangent  en  elles- 
mêmes  les  formes 

.r-  -T- j)'-.       X-  ±  xy  -r- y-. 

2"  Soient  D  =  B-  —  AC  le  déterminant  ou  invariant  de  /'  et  A 
sa  valeur  absolue,  les  coefficients  de  la  forme  réduite  vérifient 
les  conditions 


Mais,  à  1  égard  de  ces  limitations,  une  étude  |)lus  approfondie  de 
la  théorie  de  la  réduction  fait  voir  qu'il  v  a  lieu  de  distinguer  les 
•deux  cas,  et  pour  D  <;  o,  M.  Arndt  a  déjà  i-econnu  (pielles  de- 
vaient être  remplacées  par  celles-ci  : 

Je  vais,  avant  d'aijorder  des  questions  |)lns  difficiles,  ni'arrèter  un 
instant  sur  ce  point. 


FORMES    ClHIQUIiS   A    I)  K  L  X    I  N  D  KT  E  II  M  1  N  KK  S.  gS 

Les  relaliuiis 

A  =  2(6-  —  rtc  ),         B  =  bc  —  ad,         G  =  it(c-  —  ùd) 


donnent 

C^;^  —  iBbc  ^  Ac2  =  -  AC, 


G»  a2  -H  2 (  3  ABG  —  4  B»  )  at/  -i-  A^  ^2  =  I  (  \c  _  j  B ^  )'-, 

€t,  en  appliquant  les  règles  connues,  on  lrou\e  aisément,  pour  le 
maximum  de  bc,  l'expression 


AB  -+-  B  *  ^  (  A  —  B2  )  v/a  -^  B2 
4"A  ' 

et,  pour  le  maximum  de  «<:/,  celle-ci  : 

—  3  AB  -.-  B3  -^  (  A  -^  B2  )  v/a  h-  B~2 

en  faisant 

A  =  AG  — B2. 

Or  ces  expressions,  fonctions  de  B  seulement,  ont  elles-mêmes  des 
maxima  qu'on  détermine  en  obser\ant  que.  d'après  la  propriété 
caractéristique  des  f(n-mes  réduites,  B-  ne  peut  surpasser  ^A,  et 
c'est  précisément  à  celte  valeur  limite  que  correspond  le  maximum 
de  bc,  et  il  en  sera  de  même  pour  ad  dont  la  dérivée,  par  rapport 
à  B,  admet  pour  racine  B-  =  ^';  A.  De  là  se  tirent  les  conditions 


arf<t/^A,  ^'•■<l/ 


3^- 

Pour  la  limite  de  bc,  le  coefficient  numérique  est,  comme  l'on  voit, 
moindre  que  celui  de  M.  Arndt  {Archives  de  Grimer t,  année 
j8j8,  p.  33-).  De  la  même  manière  on  trouverait  encore 

ifG62  — Ao2)  =  ac^  —  dbi<  44- 


gG  oii  r  \  n  e s    d  i;   c  m  a  h  i.  i: s    ii  i:  h  m  i  r  i: 


m. 


La  iik-iIukIc  préct'ilciih'  ne  siippliqiic  pas  iniiiKUlialcmeiil  aux 
formes  ('iil)i(|ues  de  (K'-lerimiianl  positif,  car  il  sérail  dillicile  de 
former  les  relations  eulre  a  el  fl  diuie  pari.  />  d  c  de  l'aulrc,  el 
les  coeilîcients  de  la  l"oi-me  rédiiile  (P,  Q,  R).  C'est  ee|)eiidant  au 
fond  le  même  prineipe  (jiie  je  vais  eneoi-e  employer,  lui  premier 
liiii.  je  remarque  ([u'ou  a  les  rcialutus  suivantes  : 

AK_,.n()-;-CP  =  (), 
B2  — AC  =  PR  — Q2  =  D, 

de  soile  (|u  à  1  éi^ard  des  eoeflicients  V.  IJ.  C.  il  sera  j)ossiljle 
d  opérer  exactement  connue  ci-dessus.  Ainsi  on  loinicni  cnlre  A 
et  G  Ii'ipialion 

U-'  A2  4-  >  (  PR  —  u  Qi  )  \C  ~  P2  C:;  ^  4  02  (  PR  _  Q2  ), 

(lui   donnci;!    pour  le   niaxiiiuiiu   de    \C  la  \alciir 

PR  — Q2  =  D; 

el  d  une  manière  analo(;u(,' s'obtiendra,  pour  le  iiia\iiiiuiii  de  15-,  la 
(piaiililé  PR.  et  l'on  par\iendra  aux  limitalioii'- 

AG  <  D.         Bi  <  i  D. 

Pour  arri\er  maintenant  aux  coefficients  de  la  l(»rinc  cul)i(pie, 
je  me  fonderai  sur  Téi^alitc' 

4D/2  =  (6  -o)(-i-h--'sy^. 

flou  je  tirerai,  en  égalant  dans  les  deux  incmbres  les  coefficients 
de  x'^y-^, 

iDi'K/  !-9  6c)  =  —  ")li-^—  I  jQIÎ--,-  :;l)R    -  1  )DQ    -  •.j.oQ', 

et  ensuite,  eu  emplovani  la  i(dalion  ùc  —  ad  =  IJ, 

4  \)ad  =  —  H'  —  ;iQB2  _  3  DB  -I-  ;{  DQ  4-  4Qî, 
4  D  ^>c  =  —  B3  —  3  QB2  -1-    DB   ;-  3  1  )Q  -  -  4  Q  ». 
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(  )ii   \oit    laaiaLeaiiuL  (luon    [)euL   liuilcmcnl    ohlciur   les    in;i\iinii 

(le  nd  et  hc  on  fonclion  de  P,  (^),  11;  le  inaMimim  de  ad  est  donne 

|);ii-  la  \  alciir  liniilc 

|}2  =,  PK  =  I)  -r-  Q2, 

les  racines  do  la  déri\ée  étant,  imaiîinaires  à  cause  de  la  r(dalion 


Q=<3l>, 


c'est  l'expression 


Q3  +  (  ,i  D  ^  Q2  )  /d  —  Q2 


l*oar  hc  il  existe  deux  niaxima  qui  correspondenl  à 


B  =  —  Q  ^-  t  /^  D  -4-  Q2       et       B  =  v^ï^  =  /D  ^  nj, 


savoir  : 


\)0  _;-  o-^  -t-  (  {  L)  -^  (  »2  W  /i  D  H-  O 


2D 


-ï et         -^ ^T-^- ^  ■ 


Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  cherclier  de  nouveau  les  maxima 
de  ces  expressions,  qui  seront  évidemment  donnés  en  remplaçant  Q 
par  sa  limite  supérieure  \Jl^  IJ.  En  choisissant  pour  Z/c  le  maxJmum 
maximorum,  on  par\ient  aux  limitations 


J'y  joindrai 

ad  -\-  J  bc  <  4  /—  D,         rtc3  _  db-'  <  -^  D, 

V    i-'-  (;v/3 

dont  la  dernière  sVtbtient  par  cette  équation 

4  v/n  (  rtc'  -  -  ^/63  )  =  /d  —  B2  -f-  Q"2  (  D  —  B2  -i-  4  02  ). 


IV. 

J  arrive  maintenant  au  point  le  plus  important  dans  la  théorie 
lie  la  réduction,  à  la  recherche  des  conditions  caractéristiques  pour 
les  formes  réduites.  Ces  conditions  P  ±  >.  Q  >  o,  R  —  P  >>  o,  se 
II.  —  II.  7 


9^  OKLVui:s   i)i:   ciiviu.  i;s   m:  km  ni;. 

présentent  en  ellet  sons  l'ornu'  in;ili(tunclle  par  rapjxn't  aux  coeffi- 
cients rt,  b,  c%  d,  et  il  s  ayit  d  on  iléduiie  des  relations  absolument 
équivalentes,  mais  rationnelles.  J'observe  à  cet  ellet  que  l'équation 

du  tntisième  dej^ré  dont  (b'pcnil  i;i  forme  'l,  sa\oir  : 

a,  comme  la  forme  (  iibicpie  y^(-^.J)'),  l'ne  racine  réclb;  et  deux  ima- 
ginaires conjuguées.  Or,  en  nommanl  P',  Q',  IV  et  P",  (^",  \\"  les 
déterminants  imai^inaires  conjugués  de  P,  (^,  K  et  posant  ei^zti, 
on  pourra  remplacer  les  inégalités  proposées  par  celles-ci  : 

(P-i-  vtiQ;  (!"-+-  ^îQ'XP"-!-  ^eQ")  >  o,     ^W  -  P)(,K  —  I")  (K"—  P";  >  o  ; 

et  alors  les  premiers  membres  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  la  forme  /"(x,  jk)  pourront  s  exprimer  rationnellement 
en  ((.  h.  c.  cl.  Le  calcul  auquel  on  est  ainsi  conduit  s'eflectue  aisé- 
ment si  Ton  observe  que  •]/  —  'ù  est  un  carré,  et  qu'en  faisant 
•i/  —  cp  =  y-,  les  trois  valeurs  de  y  sont  données  par  léquation 

De  la  sorte  on  parvient  au  résultat  sui\anl  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu  une  Jornie 

cubique 

f{^i  y  )  =  ^^^  ~i~  ^  bx'y  -f-  3  ex  y-  -h  dy'^ 

de  déterminant  positif  D  soit  réduite  sont 

^  (A-f-asB)^  +  3D(A^->.£B)-h  I)/(i,uj/(i,2£)>o, 

1  (G  -  kf  H-  3D(  C  -  A,,  -  D/(i,  ij/(  -  1,  I)  >  o. 

4 

On  peut,  en  introduisant  le  coxarianl  cidjique 

(■)  \  dx  dy        dy  dx  ) 

les  jji'ésenter  sous  cette  autre  forme 

F(i,  O)  F(i,  •}.-.)  -i-  D/(i,  o;/(  I,  -il)  >  o, 
F(i,  i)F(  — I,  i)^Df{i,  ,)/,_i,i)>  o. 
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La  (|ueslioii  de  la  rcduclion  des  lornies  cubiques  de  délerniinaiit 
positif  est  ainsi  complètement  résolue,  et  c'est  l'objet  que  j'avais 
principalement  en  vue  dans  cette  Note.  .le  la  terminerai  en  indi- 
(piant  un  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  la  rapprocher  de  la  ré- 
duction des  formes  de  déterminant  négatif,  où  l'on  se  sertducova- 
riant  quatiralique  es  ^(  A,  B,  G).  A  cet  effet,  j'obser\o  que  le  second 
covariant  'l  =^  (  P,  (),  R  )  satisfaisant  à  l'équation 

4,1,3  _  3ç2.^  _  ,^3  _  \)fi  =  o, 

on  en  tire 

,  =  (!:^)V(i^)'. 

Or,  en  posant 

cp  —  \(t  —  zy  )  ( T  —  T r ), 

on  reconnaît  aisément  que  cette  expression  est  de  la  forme 

m(.r  —  'py)-  -^  n(x  —  tv)^, 

ni  et  n  ayant  des  valeurs  essentiellement  positives,  de  sorte  que  'l 
étant  supposée  réduite,  o  se  trouve  nécessairement  dans  le  groupe 
de  formes  également  nommées  réduites,  mais  sous  le  point  de  vue 
propre  aux  déterminants  positifs.  Et  c'est  le  premier  exemple  d'une 
détermination  spéciale  pour  l'une  des  formes  de  ce  groupe,  qui, 
sauf  le  cas  des  classes  principales  et  ambiguës,  se  présentent  tou- 
jours comme  réunies,  sans  qu'il  y  ail  lieu  de  faire  entre  elles  au- 
cune distinction.  On  peut  donc  dire,  en  dernière  analyse,  que 
toute  forme  cubique  de  déterminant  positif  ou  négatif  est  définie 
comme  réduite  en  même  temps  que  le  covariant  quadratique 

o  ^(A,  B,  G). 


EXTRAIT  D'UNE  LETTHE  A  M.   HOF^CIIAUDÏ 


SUR    LE    RESULTANT 


TROIS  FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES, 


Juuinal  de  Crelle,  t.  "iT  (1860),   |».  37 1. 


«...  En  pusanl  u\ec  M.  Cavley  : 

'f  =  («,  b,  c,f,  g,  h)(x,  y,  -)2, 
tp'=(a',  b\  c',/',  g',  h'){x,y,  c)2, 
'f"  =  («",  ^">  c",  /",  ^",  h"){x,  y,  z  y^, 

j  ai  cherché  à  exjiriiner  le  l'csiillant  au  moyeu  des  \iiii;t  dcteruu- 
iiants  que  donne  le  syslrnie 


(A) 


'*  I'  c  f  g  h 
d  h'  c'  f  g'  Il 
a"     h"     c"    f"     g"     h" 


lorsqu'on  prend,  de  toutes  les  manières  possihles,  trois  colonnes 
\erlicales.  Pour  abréger  l'écriture,  je  les  désii;nerai  ainsi  : 

(abc),     yabf),     (abg),      ..., 

de  manirrc  (jue  l'on  ait  par  exemple 


{abc)  = 
le  terme  principal  ab'c"  étant  toujours  pris  a\ec  le  signe  +. 


abc 

a      b'      r.  ' 
a"     b"     c' 


UXTltAIT    1)    INi:    LKTTHL'    A    M.    H  ()  lU;  Il  A  R  D  T.  lOI 

))  Ceci  convenu,  je  distingue  dans  le  <;roupe  des  vingt  détermi- 
nants les  deux  suivants  :  {agh)  comme  premier  terme  d'un  cova- 
riant  el  (  hcf)  comme  premier  terme  d'un  contrevariant  par  rapport 
aux  trois  formes  C2,  es',  cd".  Réservant  d'en  donner  plus  tard  la  rai- 
son, je  me  borne  en  ce  moment  à  développer  les  expressions  de 
ces  deux  formes,  savoir  : 


/  = 


x-iy 


-^  (  agli  )    —  (  hfh  ) 
Z'X             xy- 

yz-- 

—  (abg) 

^(a/h) 

zx- 

—  (bch) 

-(bfg) 

xyz 

-+   (  acf) 
—  icgh) 

—  <  abf) 
-(bgh) 

—  {bcg)    -h{ach) 
^{cfh)    -(a/g) 

—  (abc) 

-  (  hcf) 

-  (  acg  ) 

-H  (  ab/i  1 

-ibcg) 

-■licfh) 

rj2 

-+-  (  ac/i  } 
-^■i(afg) 

çrX 

H-  i{bgh) 

-^o.(cgh) 

—  (abg) 

—  ■.i(afh) 

—  (bch) 
+  i(bfg) 

-T-  (abc) 
-Hfffh) 

»  Maintenant,  si  1  on  désigne  parSy'etSF  les  invariants  du  qua- 
trième degré  de  M.  Aronhold  par  rapport  aux  formes  cubiques  f 
el  F,  le  résultant  sera 

R  =  SF—  i()S/. 

»  Il  se  trouve  donc  exprimé  au  moyen  des  déterminants  du  sys- 
tème (A),  et  Ion  voit  immédiatement  que,  si  l'on  remplace  œ,  co', 

'f"  par 

X'i  -r-  À'o'-f-  Wz,".       'J/i  -4-  \i!  'Z,'  -\-  'Jl"s",       V'i  -(-  v'o'-f-  v"'i". 


\\  se  reproduit  multipli(''   |)ar  la  quatrième  puissance  du  détermi- 
nant 

).     X'     )." 

\j.     u!     [x" 

V       v'      v" 


l>it  démonstration  suit  d "ailleurs  du   même  principe  qu'a   employé 
M.  Cajley,  en  remarcjuant  c|ue,  si  l'on  suppose 


I  dV 

3  dx 


3  dy 


3  dz 


loa  OELVUES     DK    CIIAULKS    11  K  II  MITE. 

l    dési£[nanl  une  IdriiK"  ('iil)i<|ii(',  on  iiiiiM 

/=  HU,         K  =  _PL   (  i). 

»  Mais  il  csl  un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  poul  envisager 
la  délcnuinalion  du  résullanl  en  recherclianl,  comme  la  fait  le 
premier  M.  Sylvesler.  une  expression  analogue  à  ((Ile  du  discri- 
minant dun;^  forme  cubique.  Cette  ex|n-ession  remarquahie,  dont 
la  découverte  est  due  à  M.  Aronliold,  étant  04  S'*  —  T-,  Tanalogie 
que  nous  voulons  suivre  conduit  naturellement  à  essayer  d'ob- 
tenir, par  rapport  au  système  des  trois  formes  proposées,  deux  in- 
variants combinants  qui  coïncident  avec  T-  et  S-'  dans  le  cas 
particulier  où  es,  z,',  es"  sont  les  dérivées  partielles  d'une  forme 
cubicjuc.  Or  M.  Svhesler  a  déjà  donné  une  fonction  (pii,  dans  ce 
cas,  se  réduit  non  seulement  à  T-,  mais  à  T  lui-même,  ainsi  l'ana- 
logie est  à  cet  égard  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer.  Mais  il 
n'en  est  pas  absolument  de  même  en  ce  qui  concerne  l'autre  terme 
du  résultant  qui,  au  lieu  de  devenir  S'',  se  présente  comme  une 
fonction  linéaire  de  S'  et  T-. 

))  Les  recherches  suivantes  conduiront,  comme  on  le  \eut,  à  un 
invariant  combinant  (pii  se  réduit  précisément  à  S'':  mais  leur  ob- 
jet principal  sera  surtout  de  donner  un  premier  exemph'  de  Tex- 
tension  aux  formes  à  trois  indéterminées  de  méthodes  appliquées 
seulement  jusqu'ici  aux  formes  binaires,  et  que  j'ai  développées 
dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  de  Cambridge 
et  Dublin,  i855. 

))  Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  dont  je  ferai  souvent 
usage.  Soient  ./=^  ]?x"y'' z'^'  un  covariant  et  F(^,  t,,  'C,)  un  con- 
Irevariant  par  rap|)oit  à  une  ou  plusieurs  formes,  en  opérant  avec  y 
sur  F  de  la  manière  suivante  : 

Zà       d\^  dri' d-'j' 

on  obtiendra  un  contrevariant,  et   si,   d  une  manière  toute  sem- 
blable, on  opère  avec  un  contrevariant  G  =^  ^(^;'^y,?vT  sur  un 

coxananl  "",  le  résultat    7  O  -, t—,i-, —  sera  un  co\ariant. 

*  '  1^    ^  dx^  dyP  dzl 

(')    Voyez  pour  ces  notations  le  travail  du  nnhiic  auteur  publié  dans  les  tran- 
sactions de  la  Société  Ho3'alc  sous  le  litre  :  A  tliird  Me/noir  upon  Çuaiilics. 


i:\rn\ir  d'ink  kkttui:  a  m.   ho  hc.ii  au  dt.  io3 

»  Par  la  siiile,  cl  jxmr  désigner  d Une  nïanièi'C  s|)(''Ciale  ce  modo 
d'opérer  avec  une  forme  snr  une  au  Ire,  je  conviendrai  de  la  nola- 
tion  suivante  : 


/-F=2 


dl'dfj'dlc 


G 


-2^.' ,7 


r»  U}^  dz" 


Supposant  par  exemple  que  /  et  F  soient  le  covariant  et  le  contre- 
varianl  cubicpie,  par  rapport  aux  trois  formes  quadratiques  es, '.2',  d' . 
dont  les  expressions  ont  été  données  plus  liant,  on  trou\era 

/  N.  F  =      () ( agh )  ( bcf)  -(-  6 ( bfh )  ( ach ) -\- 6{c/ff)  (ahh)  —  8( a/f  )  ( b/ff ) 

—  8ibffh){cgh)  —  S(cfh)(afh)  —U(ibf)(acf)  4-  4(Z/c^)  (aô^) 

—  1  (ach){bch  )  —  n,(abf)(cgh  )  -r-  ■:>(abg)(cfh)  4-  '2<bcg)  (a/h) 

—  \iibch)  iafg)  +  -i{acf)  [bgli  )  -f-  i{  ach  )  ibfg)  +  •xiabc)  ifgh) 

-^^(fghy^  —  iabcy^. 

C'est  précisément,  sauf  le  signe,  la  quantité  T  dont  M.  Caylej  a 
donné  un  autre  mode  de  formation,  et  l'on  aperçoit  immédiate- 
ment le  lien  de  cette  expression  avec  l'invariant  de  sixième  ordre 
des  formes  cubiques,  car,  en  supposant 


ir  d\] 
3  ^ 


3  dy 


„_  1   d\} 
3   dz 


elle  se  réduit  à  linvariant  du  sixième  ordre  de  U. 
))  Faisons,  en  second  lieu, 


Ncj  F  =  /^  -1-  /«T,  -H  «  ^,         '^'  ■:<  F  =  /'ç  -h  lit  r^  -\-  «'^, 

o"  ^r-:  F  =  /":  -+-  ni" -c,  -+- 11!' X,, 


et  posons 


-S-i 


/  ni  n 
l  ni  n' 
1"     m"     n" 


ce  déterminant  sera  un  invariant  combinant  du  douzième  ordre 
par  rapport  aux  fonnes  données,  et  si,  comme  tout  à  rheure,  on 
fait  l'hvpothèse 

I    d\]  ,       I   d\\  „       I   <r/U 

}   dx  '  3    (/y  '  j    dz 


on  aura  précisément 


S  =  S\ 


lo^  (H-:i  vni;s    m:   (:ii\ui.i:s    ii  i:  km  i  i  i: . 

S  (lésignanl  1  in\ariaiil  du  (|ii;itririiic  ordre  de  l  .  Le  r('>idl;inl  re- 
latif à  C5,  es',  d'  sera  donc 

Cil      TS 

expression  an;iKli(|iie  (|iii  r('';ilise.  înitanl  (|iie  [xi^mMc,  celle  ana- 
logie a\ec  le  discriniiii;iiil  d Une  loniie  eid)i([iic  (jiic  M.  S\l\e^lci- 
a  le  premier  reconnue. 

>^  Mais  le  iail  (|ii  d  imporle  |)riiiei|>aleiiu'nl  de  remar(pier.  c  c>l 
I  existence  des  trois  conlre\iirianl>  linéaires  siinidlan(''.> 

O  "^-^  F,       Cp'  V<:   F.       (i"  î>1   F, 

par  rappoil  au  >vsl(iue  de>  lornies  qnatiraliques  pro])osécs.  J".n 
elîet,  si  l'on  en  (i(''duil.  en  liansposant,  la  substitution  suivante  : 

a;  —  /X  -i-  l'\  -f-  l"'L,      y  =  in\  -!-  m\  —  /y/'Z.      z  =  n\  ■+-  n\  —  n"l.. 

et,  qu'après  l'avoir  etrecluée  dans  c,  es',  œ'',  on  désigne  les  trans- 
formées obtenues  par  '\.  •!/'.  ■!/".  on  aura  ces  deux  |)roposilions  : 

»  i"  'i.  'V,  'V'  50/<7  /e.<  (léràres  par  lapjiort  à  X.  ^  el  Z  (finie 
même  forme  cubique. 

»  2"  Tous  les  coefficienls  de  cette  forme  cubique  sont  des  in- 
Kori'f/its  simultanés  des  trois  formes  proposées  es,  '^'.  d' . 

»  Ce  second  n'-sultal  oflVe  le  premier  exemple  de  l'extension 
aux  fonctions  à  trois  indéterminées  de  la  notion  des  formes  tvpes, 
que  j'ai  introduite  dans  l'étude  des  formes  binaires  de  degrés  ini- 
|)airs  et  en  jîartant  des  coxariants  linc'aires  propres  à  ces  formes, 
l'^n  second  lieu.  consid(''rons.  en  laisani  ;d)>ti;Miion  poui"  plus  de 
>implicité  du  dénominateur,  la  substitution  in\er,-.e  de  la  |)r<'cé- 
dentc,  saNoir  : 

\=^(ian" — Il  in"  )  x  -\-  ué  t" — /'  /i")j-  -^~  if  m" — inl")z^=  \.x  -r- Mj'  -^Nj, 
V  =  inin"  —  nin")  X  ~-  d  n'  — /(  /  i  r-i/^i  /" —  l  m"  )z  =  \j'j-~-  M'y  -^  'S' z. 
Z  =  (  inn'  -  -  iiin')  X  -r-  {  Il  I       I  lé  )  y-.-i  I m'  —  ni  t'  )  z  =  \"x  -f-  M''^^-^  N"-. 

Ces  trois  lonclioiiN  liiK'Hires  >eronl  évidemmenl  dc><  c<ivariants  si- 
multanés de  'i.  c;'.  'i".  de  plu> 

0  =  ciX-i-o'V-Ho''Z 


i:\TUAiT  ii'im;  i.ioTrni':  a  m.  iiohcii  v  ii  ht.  io5 

sera  un  covaiiant  cuhicjue  ol 

un  co\arianl  doiiMc.  en  //.  r,  iv  (Tune  j^arl  el  .r.   )',  ;  de  l'autre. 

Or  on  a  la  relation 

dO  di]  di\ 

du 


dy  dz 


l\\)Ù 


i  ^ 
3  dx 

";  77- 


3  Th. 


=  N' 


L'  o'  -f-  L"c5", 
N'o'-t-N"c5". 


Ainsi  les  mènie>  ([uantité>  /.  nK  ?i.  .  .  .  se  présentent  dans  la  trans- 
Inniialiou  de  \arial)lcs  couinie  dans  la  eomhinaisoii  syzyi;i'li(jue 
[)ar  laquelle  on  ramène  les  formes  quadratiques  proposées  aux  dé- 
rivées partielles  dune  même  forme  cubique.  On  peut  d  ailleurs 
aisément  les  calculer  jiar  la  remarque  suivante  :  Nommons  <!>.  $  , 
tp"  les  formes  adjointes  de  œ,  cp',  Ç'".  et  considérons  le  délerminani 


(/o  do'  do" 

dx  dx  dx 

do  do'  do" 

dr  dr  d]- 

do  d£  ,W_ 

'dtz  777  dz 


En  le  mettant  successivement  sous  ces  trois  forme; 


o    do        ,^,.     do  do 

^    dx  dy  dz 


,„  do'         ,,.  ,  do  -_,  do 

^  dx  dy  az 

'^  dx    '  dy  dz 


œ'  ï«  F  =  £'I''  ïK  4^  -4-  V,*'  >;î  Dit'  -^  r*'  >:<  3b'. 
O"  5K  F  =  È<I'"  >K  .(^'  -}-  r,  *"  x.<  311"  -r-  Ç*"  ïi<  Ob". 


1  ofi  ( *;  (•  \'  H  K  s    m:   c  1 1  \  ii  1. 1:  s    ni:  u  \i  i  i  i-: . 

»  1/analvso  prrct'clonlo  s  a|)[)li(jiie  ('S  idcinmcul  à  I  t'iiidc  de  deux 
loniies  cubiques  binaires  simultanées  el  conduit  à  l'ci^ard  de  ces 
toruics  à  des  résultats  entièrement  semblables  à  ceux  (juou  \lenl 
de  \()ir.  C'est  une  extension  nouvelle  donn<''e  ainsi  à  lanaloi^lc 
(|u  ont  révélée  les  découvertes  de  M.  HesseetdeM.  Vronbold  entre 
les  formes  cubupies  ternaires  o[  les  foruics  bi(|iiadrati<|nes  binaires, 
et  qui  doit  compter,  ce  me  semble,  paiinl  les  rc'sullals  les  plus  in- 
lért^ssants  de  I  Ali;èl)re  moderne.  Pcut-fMre  pourrais-je  v  revenir 
])his  lard,  mais  avant  de  Icrmiucr  j  ludupicial  encoi'e,  puis(pi  il  a 
t'té  question  plus  liant  des  formes  tvpes,  comment  on  peut  étendre 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'indéterminées  la  notion  des 
formes  canoniques  telle  que  je  lai  donnée  ailleurs  po»ir  les  formes 
binaires.  A  cet  elfet.  jadmeltral  l'existence  de  deux  coKOrianls 
4lU(idrati(iucs 

])ar  rap|)orl  à  la  lorme  ou  au  système  fie  formes  donné.  Cela  posé, 
Ja  subslituliou  liiK-aire  de  .r,  y^z^...  en  d  autres  ind(''terminées  X, 
\  ,  Z,  . .  .  ([ui  fournira  la  n'-diK^tion  à  la  forme  canonique,  sera  dé- 
linie  par  les  conditions 

o(ar,  jK,  ^,  .  .  .)  =^  aX2  -^  ^  Y'î  -f-  cZ-  -T-. .  . , 
'h{x.y.  z.   .  ..)  =  aX2  -i-  pV-^  -i-yZ^-:-.  ... 

'  (  )n  verra  aisément  coniiuenl  se  pn'sentenl,  en  parlant  de  là, 
les  propositions  fondamentales  (jue  j'ai  données  dans  le  cas  des 
formes  binaires. 

»    Paris,   (4   février  iSGo.  » 


EXTRAIT  DE  DEUX  LETTRES  A  M.  BOIlCilAlîDT 

SUR    1/ INVARIANT 

nu 

DIX-HUITIÈMK  ORDRE  DES  FORMES  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ 

ET  SUR  LE  ROLE  QU'IL  JOUE  DANS  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Journal  de  Crelle,  t.  o9  hSC)!),   p.   3o/i. 


«...  J'ai  entrepris,  en  sui\ant  lu  nK'lhodc  de  M.  Kronecker, 
de  creuser  un  peu  plus  à  fond  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré. . . .  Chemin  faisant,  j'ai  eu  à  étudier  l'invariant  du 
dix-huitième  ordre  des  formes  du  cinquième  degré  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  marche  que  j'ai  suivie.  Peut-être  vous  intéres- 
sera-t-il  de  connaître  comment  il  s'exprime  au  moyen  des  racines 
.To,  Xi,  J7o,  X3,  X-,  de  la  forme  représentée  par 

f  ^^  a{x  —  x^y)  {x  —  OTiy)  { x  —  or-iy)  (  x —  x^y)  (x  —  x^y). 

Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu.  Soit,  pour  abréger, 

(mn)  =  x,„  —  x„, 
on  aura 

:a'8l(oiXo4)(32)  +  (o2)(o3Xi4):i(oi)(o2)(43)--(o3)Co4)(i2);Koi)(o3)(42)^-(o2)(o0(3r){ 
xl(i2)(io)(43)+(i3)(i4)('io);;(i2Xi3Xo4)  +  ([4)('ioX23j;i(i2Xi4)(o3,)-^(i3)(ioj(42) 

X!(23X2lX04)  +  (24)('^0X3r)lJ(;23X24)Cl0)^-{20X2T)(34)!!(23X20)(l4)-^(24X2lX03) 

X  !(34)(32Xio)  +  (3oX3iX42)î  î(34X3oX2i)-4-(3iX32X4oj;  ;(34X30(2o)-f-(3oX32l(i4) 
X  !(4oX43X2i)-^(4rX42Xo3);  î(4oX4iX32)-<-(42X43Xoi);  !(4oX42X3i)-^(40(43X2o) 

Les  quinze  facteurs  ont  été  réunis  trois  à  trois  de  manière  à  former 
cinq  produits,  symétriques  chacun  par  rapport  à  toutes  les  racines 


M)8  («•:  I  viii:s    di:   (;ii\hi.i:s    ii  i:  h  m  it  i:  . 

moins  une.  f.r  [)r<)(liiil  loUil  osl  donc  bien  svinc-lriqiie  par  ra})|)orl 
à  l(Mil(^s  les  raciiK^s.  cl  Ton  rrrnnnafl  dailleurs  iniiHrdialcnicnl 
(|ii  il  icprc'seiilc  un  iii\  ;iii;iiil ,  car  il  ne  change  pas  (juand  on  l'cin- 
place  les  raciiic>  par  Iciiis   inxcrscs  cl  (pidn    les   auijiiicnlc   diinc 

même  qiianlilc 

"  Désignons  par  \„.  \,.  \o.  \j.  \.  les  cin(|  |»rodiiils  de  ti-ois 
facteurs,  dont  se  compose  re\pres>ioii  de  I  invariaiil  I.  de  s(U'lc 
que 

-X,,  =        ;(oi)  (o4)(3:>.  )  —  (  ir?.)  (  O)  )(i/|;; 

X  !  (oi  )  (o3  )  (43  )  -î-  (o^  )  (  o^  )  (i-'.^  !  1  Coi  >  'o3  )  (  \->.  )  -^-  (f)-.>.  ){(>\)  i'>i)|..., 

ou  peut  (''ciirc 

et  Xyi  sei'a  une  lonclniu  raliounelle  cl  enlièrcdcli  seule  racine  ,ryi. 
Cela  posi'.  les  (pianlili''>  siii\aiiles  : 

z,  =  a<^\(,{  i'>i)(i3)(i4)(23)('>.4)('iij, 
zi  =  a«X,(-23)(9.4)('.>.o)(34)(3o)(4o), 
z..y  =  a<^\.2i:i\  I  Cio  )  (:U)  t  ^o)  (\i)  (  oi). 
Z3  =  a6X3(4o)(4i)(4-2)(oi  )(Oi){l-2), 
^4  =  «'"'  Xi (  o [  )  I  o-.>  )  ( o j )  f  r>.  )  (  1 3  )  (  ij), 

sei«onl  elleé-mèmes,  sauf  un  f'aeteur  (pii  est  la  racine  du  discri- 
minant, des  fonctions  rationnelles  semblables  de  Xq^  Xf.  ...,  car 
on  peut  écrire,  par  exemple,  en  représentant  le  discriminant  par  A, 

Zo  =  a-\ 


(oi)  (o-?.)  {<)■>;  [o\  I 


ce  qui  est  évidemment  une  fonction  ralioiuudle  de  JC^-  t)i',  Ic-qua- 
tion  du  cinquième  dcj^ré,  dont  les  racines  seront  ces  quantités  Zq, 
:^^.  ...,  aura  pour  coeflicients  des  in\ariants,  et  sera  de  cette 
forme 

z''  -H  L  z^  -    i\I  A  c  -H  I  \/y>  =  o, 

L  cl  M  <'taul  du  doii/.iènie  et  du  seizième  ((rdr<'s  cl  I  du  di\-liui- 
lième.    » 


LIvITllE  ADUKSSEE  A  M.  MOLVILLK 


THÉORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES 


APPLICVTIONS  A  L' VRITHMÉTIOUE. 


Comptes  rendus  de  l'Acadcniie  des  Sciences,  t.  LUI,  iSfir  (  lî  ),  p.  21  j 
el  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i'^sér.,  t.  VII,  i8()';ï.  p.  v,3. 


«  Depuis  noire  dernier  enlrelien  sur  les  questions  arithmétiques 
qui  sont  l'objet  de  vos  recherches  et  où  vous  m'avez  donné  un 
nouvel  exemple  de  la  grande  fécondité  des  méthodes  dont  nous 
conservez  le  principe,  je  pense  avoir  réussi,  dans  une  certaine  me- 
sure, à  donner  satisfaction  à  un  désir  que  vous  m'a\ez  plusieurs 
fois  exprimé  relativement  aux  l)eaux  tliéorèmes  de  M.  Kroneci^er 
sur  les  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques.  Ces  théorèmes, 
qui  semblent  par  leur  nature  devoir  naturellement  entrer  dans  le 
cercle  de  vos  études  sur  les  fonctions  numériques,  restaient  cepen- 
dant comme  isolés  et  appartenant  à  un  ordre  d'idées  très  distinct 
où  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions 
elliptiques  paraissait  seule  pouvoir  donner  accès  Les  d('"monstra- 
tions  du  P.  .loubert  découlent  en  eiret  de  cette  théorie  où  hi  notion 
de  classe  de  formes  quadratiques  s'ollrc  de  la  manière  la  plus  né- 
cessaire et  joue  le  rôle  le  plus  inqjortant.  J'attache  à  ces  démons- 
trations un  grand  prix,  car  elles  éclairent  et  étendent  la  théorie 
arithmétique  des  formes  en  montrant  que  les  théorèmes  donnés  ii 
j  a  si  longtemps  par  Gauss  sont  autant  de  pro[)riétés  des  fonctions 
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elliptiques,  el  elles  ;i|()uteiil  un  des  plus  ieiii;ir(pial)les  exemples 
de  ces  liens  cachés  (pii  réunissenl  1  analyse  Iranscendanle  à  l'arilh- 
mélique.  En  parvenant  par  une  autre  voie  à  ces  tliéorèmes  de 
^1.  Kronecker.  cest  à  Tordre  d'idées  qui  \ous  appartient  que  je 
pense  les  avoir  rattachés  de  la  manière  la  plus  directe,  et,  si  je  ne 
me  trompe,  dans  le  sens  même  de  \os  prévisions,  car  la  notion 
arithmétique  de  classe  se  trouve  remplacée  par  l'idée  beaucoup 
plus  simple  et  plus  élémentaire  des  formes  réduites. 

»  Je  suis  parti  des  identités  que  fournit  le  développement  des 
quotients  de  fimctions  0,  en  séries  simples  de  sinus  ou  de  cosinus, 
et  dont  Jacohi  a  montré  le  [)remierla  j;ran(lc  importance  en  décou- 
vrant de  cette  manière  lexpression  du  nombre  des  décompositions 
d'un  entier  en  quatre  carrés  par  la  somme  des  diviseurs  de  cet  en- 
tier. Lne  extension  fort  simple  de  ce  procédé  consiste  à  considérer, 
au  lieu  seulement  de  sin  am:;,  cos  anic,  Aamc,  les  produits  de 
lonctions  doublement  périodiques  par  des  puissances  de  quan- 
tités 0,  c'est-à-dire  des  expressions  ayant  la  période  4  ^,  ^t  ^e 
multipliant  par  un  facteur  e-\|)oneutiel,  lorscju'on  ajoute  .iiK'  à  la 
\ariable. 

»  En  faisant  ^  =  "  _"    et  posant  avec  Jarobi 

6  (3)  =  I  —  îq  C0S2X  ~h  -iq'*  co^.î^  —  ■iq'->  cosGx  H-.  .  ., 
H  ( z)  =  "^-S  q  «ina^  —  21^*  q'-'  siii  la-  -+-  î^'  q--^  sin  'ix  — . .  . . 
Oj  (  c)  =  I  -i-  iq  cos  .ij;  -r-  -^q*  cos4-r  -+-  iq^  cosCr  -H.  .  ., 
lli(z )  =  ■>(  q  co^x  -i-  •î\  q'^  co^'ix  -{-  •i\  q-'"  cos  )X  -I-. .  . , 

de  sorte  qu'on  ait 

I     \Mz\  Jk'  \\,(z)  /7--®i(-) 

les  plus  sim|jles  de  ces  fonctions  seront 

Hfs)e,r-)       H,U)e,(x;)       H(-)H,U) 


(I) 


<d(^Z)  'ôiz)  e(c) 

I12(::)        Ilî^-)        éjf;;) 


6(5)       e(^>  '     e(5) 
Si  on  les  développe  en  séries  de  sinus  el  de  cosinus,  on  trouvera, 


v/^ 


I.  KTIHi;    AI)Ui;SSKIi    A    .M.    1. 1  (J  L  V  I  I.  I.  K  , 

pour  les  prcmicrcs. 


siii./v  ^ 


-T-  sin'icc\  q'->  (i  -h  x q-^  ) 

-t-  sin  'iX  \  cj-^{i  -k-  'i.q-'^-T-  •iq~'*  ) 

-T-  '^\n-  X  \  q"*"^  i  \  -+■  -iq-^  -^  -rq-'*  —  'iq-'^ } 


-t-  sin('.in-l-  I  )x\/ q'^-'^-^^^'ii  -T--îq^^-iq    *  +  ...-+-  iq    "')^ 

^    /¥K   \\,(z)e^iz) 

1/ ET =  cosarv  q 

—  cos'5x\  q^  (i  —  iq-^  ) 

-+-  cos5a7\  q'-^  (i  —  j.q-^  -+-  iq~'*) 

—  Ç,0's-)X\  q'*"^  {\  —  iq-^  -+-  iq-'*  —  '^^  7    '  ) 


(— i)«cos(2W-f-i)a7v/7'2«+'''r'       ^'^    ^-^-i-fj   *      •••1 


-t-  siiia^?*/*  (-2  \  q~^  -^  2  V^^'-*) 

-H  sin().r  c/S  (2  \  7~'  -4-  2  \' q^^  ~i~  2  \  f/^^"') 

-}-  siii  X^^yi*"  (  2  \  ^~'  ■+-  •>.  \  q    ^  —  2  \  q^^^  -T-  2  \  q~'^^^ 


mi  II  xq"^' il  V  (/"•  -H  2  y/^""  -!-.  .  .-7-  2\  ^-'-"-"'). 


Quant  aux  secondes,  introduisons  la  fonclion  sui\anle  : 

'L(x)  ^  cos 2 a:</  ( 2  {  7 ~ ' ) 

—  co-s^xq'*  (2  \  </^'  —  2  \  7   ^) 

-i-  COSÔa-y'  (2  \   </     '  —  2  \   7~'  -T-  2  \   7"-"') 

COjS.Xf^"'  (  9.  \    7~'  2  \    Y     '^  -!-  2  \    7~-'  —  2  \    q~*^  ) 

—  (—  I)"  cos2«:r7"''[2  V  </""'  —  2  {'/"'•*  — . .  .—  2( —  i)"\  q"^-"    '  ' ]• 
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cl  ces  con>UMiU's.  sa\olr  : 

.     ;    j    —^  ;     -  li«ï-t-r(2/HH-3) 

I    -y         I  —  7'  I — tj-''  I  —  '/■  '         ^d  1  —  Y"'"  •  ' 


H    r^ 


.     —  .    ■    —.  -    2/«-Hl     2//J-I-3) 

N  7'  \  '/"  \  '/  "      ,     \  7  ' '     , 


i-^y-»         i-T-v 


I  7'^        ,        7'^        ,       7''  _   '     .    "V   '^"'  ^" 

~       4  I  -^  «72         I  —  7*         I  -     7'>       ■  ■  ■        i        ^  I  --  7-' 


(ni  enrore 


\7^=y^- 


./«— I 


7' 


;«  =  1 


1  _  rj^'il     l 


lin- 
lin-l 


^  ^    .^  i  -+-  7-' 

\7'-'==7\7^   7      TTT 

'  ^         4  '  ^      ^   \-  7-'" 


elles  (loiineiil 


/.K    .  .,  v^^K     W'-iz) 

5in  ,1111  c  H  <  z)— — =  AHi  ;  I  —  e  (  o)Z, 

K  \  '/.  '  K     0  ;-  (\:  ) 

—    A   ;mi   cH,  (  ;;  I  = — ! =  ( .  Wi  ^  1  —  H ,(  o)Z. 

■;>.-  2-0(5)  '  '      '^ 

)'  Ce  second  j;roiipe  de  ionctions  se  (lisliiii;ue  essenlielleinenl 
(lu  premier  par  la  présence  des  fonctions  coniplèles  \.  B.  C,  dont 
voici  le  caractère  arithmétique.  Dé-siiinaiil  par  n  les  nombres  en- 
tiers ^  .'^  (  inod  .\  ).  on  aiiia  il  abord 

A  =  2^  <^'i  7*   >         n  "  ^  I  —  M   ^    (t„  </'    , 

le  coefficient  a„  ('tant  la  somme  des  vah'iirs  (b'  ICxpression 

^  -  n    - 
en  prenant  pour  (/  tous  les  di\i?>eursde  n   iiib'-rieurs  à   sa   racine 


I.  ICTTKi;    ADnKSSlCK    \    M.    MOI   \  I  I,  M:  .  ri3 

carrro;  nous  le  repri-scuteroiis  ainsi 


««  =  2^' 


ti  -1 


»  Faisons  ensuite,  «ii  ^u|)|)0>ant  n  [)air. 

C  =  i  +  V(_,)Ic„v". 

»  Si  l'on  désigne  par  d  les  diviseurs  impairs  de  n  inférieui's  à  sa 
racine  carrée  et  par  d'  les  diviseurs  impairs  plus  {grands  que  sa  ra- 
cine carrée,  on  aura 

))  \  oici  donc  deux  nouveaux  exemples  de  ces  jjarties  de  fonc- 
tions que  Rronecker  a  introduites  en  arithmétique  et  qui  s'offrent 
sous  un  point  de  vue  si  différent  dans  les  recherches  délicates  et 
profondes  de  ce  savant  géomètre  sur  les  modules  qui  se  rapportent 
à  la  multiplication  complexe.  Par  cette  nouvelle  oi'igine,  elles  se 
trouvent  rattachées  de  la  manière  la  plus  immédiate  à  l'ensemble 
de  vos  travaux  sur  les  fondions  numériques,  et  |)eut-ètre  même  ne 
sera-t-il  pas  impossible  de  définir  par  des  équations  différentielles 
les  fonctions  qui  leur  donnent  naissance  en  partant  de  ces  expres- 
sions : 


--=^^  /"  ^'"=. 


2-B  =  v//7^'  f    ^-^^^ch. 
*        .  /        0  (^  ) 

(I 

■>■>  Je  remarque  encore,  comme  un  nouveau  trait  de  la  distinc- 
tion à  établir  entre  les  fonctions  (i)  et  (2),  que  la  quantité  Z(x), 

qui   donne  A  et  B  en  y  faisant  .r  =  o  et  ^  =:  ^^  conduit,  pour 

.r  :=  7  >  à  cette  relation 
4 

0  0 

H.  —  II.  S 


ii.{  oi:ivui:s    d  i:   (:iiviii.i:s   ii  Kit  Mirt:. 

dont    le  (lc\  t'l(i|>|)t'iii('iil  <i  l;i  loniic 

11-^  I 


,    \  Il  -^  \  Il 


Le  mtinbre  n  csl  ^ —  i  (inuJ8):  /•„  csl  la  somme  dos  (jiiaulilcs 

f/2—  I      H~X 


{^> 


=  (_  —  I  )    "  - 

pour  lous  les  (li\iseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine  carrée,  c'csl-à- 
dire  encore  une  partie  de  l'onction.  An  contraire,  dans  ces  cas  cl 
d  antres  analoj;iies,  les  développements  des  expressions  (i)  ne  con- 
duisent jamais  qu'à  des  fonctions  nnmc'riipies  complètes. 
»  Après  ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  sni\anle  : 

pouria  ser\ir  d'exemple  du  cas  le  j)lus  sim|)le  qui  s'offre  ensuite 
dans  la  série  des  expressions  obtenues  en  mulliplianl  ymv  la  j)re- 
mière  puissance  d'une  des  quantités  0,  une  fonction  donhlemenl 
périodique.  Elle  donne,  en  désignant  par  ^\,  une  constante,  ce  dé- 
veloppement 

■xt\         t.  W-'l  Z)  

—  co<-jLxq  \  </   • 

,  —  cos  \ xq'  ( \  g'    >  —  3  \  7-9 ) 

—  cos().r</''  (  \  y    '  -"  3  \  </-"  -^  't  \  (/'-') 


—  COS"?.  n.rt/' 


\  7~'  ^  '5  N  9- 


(•2/1—  I)  v/«7-i2'»->'' 


))  On  doit  donc  encore  regarder  -l.  comme  une  fonction  com- 
plète, dont  la  valeur,  sous  une  forme  analytique  toute  semblable  à 
celle  de  A,  15,  C,  sera 


A/.-K    /-'MI 2 


^"Uz)iii(z) 


dz. 


.    Mais,  tandis  que  A,  B,  C  se  rap|)ortenl  sous  le  point  de  vue 


r,  K  1  T  K  !•:  A  i>  Il  !•:  s  s  i ;  j:  a  .m  .   1. 1  o  i  \  1 1,  i,  i: .  1 1  > 

.irilliiii(ii(nic  ;mx  fonclioiis  des  divisctiis  dos  uoinbros,  A,,  cuiiiiiir 
\  (»us  allez  \  oir,  conduil  aux  foiicllous  ({tii  expriment  le  iioinhre 
des  classes  quadrati([iies  pour  rDiites  les  loniies  de  (liHeniiiuaiil  —  //. 
n  étant  ^  3  (  mod  'î  ). 

,,          11.                       •                  1     p                  •         U-{  z  )  (àii  z  ) 
))  l'oiir  le  ileiuoiilier,  le  reûai'cle  1  expression — ■  < niiiuic 

'   J  o  1  S'-i  Z  } 

le  jx'ddiiit  de  ces  deux  facteurs 

lU  z)  6,{  z  )  H(  c  I         /-j    . 

et,       =  i/A'  ^in  am  c  ; 

6(^1  Siz)        ^ 

t)v  nous  a\ons  lrou\é 

/K"  11(^)0,...)         .        ,  - 

i  /  — =  SI  II  .7"  V    7 

-r-  sifi  3.r  \  (j'->  (i  -^  iq-^  ) 

-T-  si  11  j  X  \  fj-'  (  I  -4-  2  ^~'  -T-  "i  q~'*  ) 


=    y    sin  (i/t  ^  i;  ^' \  ^-"-1  '  X    >    q'"'i 

Je  nombre  «  de\ant  prendre  les  valeurs 

a  =  o,     dri,     d=2,      ...,     =«, 
et  l'on  a 

v/yTR  H(^)  .         /^  ■   ;       s/q-"  .    .       sTt' 

=  2  sin:?;-  ^ i  smi.r  ^ ■-  -i.  sm  ^.r  ^—z  -!-  etc., 

-      6(^5)  I  —  q  [  —  q-  J  — //« 

<lc  sorte  qu'en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  séries,  on 
devra  précisément  retomber  sur  le  dé\eloppement  ci-dessus  de 

K_      /^^  m{z)^,{z) 
■27:  V       -  ^^{z) 

On  trou\e  ainsi,  en  se  bornant  au  terme  constant, 


=  y     y/y-         q-^-"\ 
■expression  qu'il  est  aisé  de  dé\elopper  suivant  les  puissances  de  q 


1 1 G  c*:  r  V  k  e  s  d  k  cm  \  u  i,  i-:  s  ii  i:  h  m  i  t  i-:  . 

en  roin|^l.icnnl  l;i  iViution 


niit-tl 


•III  ■+■  I  , 

b  désignanl  loiis  les  nombres  entiers  de  zéro  à  I  iiitiui.  l'.n  posanl 

N  =  {in-^ï)(}.n—  \b  -+-3)—  4«2, 

el  tlésii;nanl  par  F(J\)  le  nombre  de  lois  (|iie  celle  ('■(jiialion  aura 
lieu  pour  une  valeur  de  N,  en  supposani  n  v\  h  entiers  el  [)0sitifs, 
a  compris  dans  la  série 

o,     ±  1 .     ±2,     . . . ,     ^  n^ 

on  aura  é\ldemment 

)i  Ceci  j)osé,  j'observe  que  la  valeur  de  IS  reprc'-senlera  tous  les 
nombres  entiers  ^  3  niod4,  et  qu'on  peut  Téerire  de  ces  trois  ma- 
nières, en  faisant  correspondre  à  cbacune  délies  une  lorme  ([ua- 
dratique  de  déterminant  — N.  savoir  : 

(  A  =  (  •>.  /«  -^  I )  ( -2  /i  -f-  4  6  -H  3  )  —  .\a-, 

I  (■j.n-i.     ia,     -f.n  -k-  \b  -k-  'S), 

i  i\  =  ( 2 /i  -i-  j )  ( 4  ;i  -I-  4  6  -f.  4  —  4 rt )  —  ( 2 //  -i-  I  —  >a)-. 

\  (a/i-Hi,     2  n -+- 1  —  -2  a,     ^  n -T-  '\  b  ~r- \  —  ■\ct)i 

\  N  ={-i.n  —  \){^n-^\b-^\—\a}  —  {?.n^i-\--i.ay-, 

\  (2rt-Hi,     '2/1 -i- I -^- aa,     4" -i- 4^ -^  î -^  4«)- 

))  En  employant  la  première  pour  les  \aleuis  de  a  inférieures, 

abstraction  faite  du  signe  à  la  limite  ^^ — y—,  la  forme  quadratique 

correspondante  représentera  toutes  les  formes  réduites  de  déter- 
minant —  \,  où  le  coefficient  moyen  est  pair,  et  qui  sont,  par 
conséquent,  de  l'ordre  proprement  primitif,  cbacune  d'elles  étant 
prise  une  seule  fois.  Les  classes  ambiguës  seront  renfermées  dans 
ce  pre:. lier  groupe  et  correspondront  à  rt  =  o(Gauss,  Rech.  arith., 
p.  288).  Pour  les  valeurs  de  a  qui  vont  de  la  limite  inférieure 


I.IMTUI^    A  DU  i:  S  si;  F,    A    M.    L  I  O  L  V  I  I.  M;  .  IT7 

— - — il  la  limite  supcrifiirc  n,  nous  emploierons  la  seconde  ex- 
pression en  leur  altribiianl  le  signe  +  et  la  troisième  en  leur  don- 
nant le  signe  — .  On  aura  ainsi,  deux  fois  répétée,  une  série  de 
formes  (/>,  r/,  r)  de  déterminant  — N  où  se  trouvent  satisfaites  les 

conditions 

7  >  <),     9. (/</>,     ■>.g<r. 

»  En  permutant  p  et  /•  lorqu'on  aura  p  >■  /•,  cette  série  donnera 
toutes  les  formes  réduites  de  déterminant  —  N  où  le  coefficient 
moyen  est  impair  et  positif,  l'un  des  coefficients  extrêmes  étant 
aussi  un  nombre  impair.  On  doublera  leur  nombre  si  Ton  y  joint 
les  formes  opposées  (p,  —  q.  r)  qui  en  sont  distinctes  et  appar- 
tiennent à  des  classes  différentes,  puisqu'il  n'existe  point  de  formes 
ambiguës  ayant  un  coefficient  moyen  impair.  Par  conséquent,  à  la 
totalité  des  deux  séries  de  valeurs  positives  et  négatives  de  a  cor- 
respond exactement  la  totalité  des  formes  réduites,  proprement 
primitives  du  déterminant  — N,  Ainsi  la  fonction /^(N)  qui  s'est 
offerte  d'abord  comme  la  somme  des  nombres  de  solutions  des 
équations  1,  II  et  III,  reçoit  cette  nouvelle  et  importante  signifi- 
cation aritlimétique  de  représenter  le  nombre  des  classes  propre- 
ment primitives  de  déterminant  —  N.  L'équation 

envisagée  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  montre  l'importance  de 

1       p  ■  1  .  1       n  •  H2('  3)  0|  (^  )      .  ,  .     . 

la  fonction  complète  de  1  expression -—^ et  va  donner  très 

aisément  l'un  des  théorèmes  de  M.  Kronecker. 
»  Je  fais  pour  cela  a:  =  o  dans  l'équation 

-—1  /  -— — -— =:  -l,e,('5)  — cos2J"7\  v-« 

—  cos  4^7*  (s  7    '  -T-  3  \  cj  ^) 

—  cos  Vtxq"^  (\  </   '  -^  3  \  <7   '■*  -f-  ')  \  q~-'} 


Le  premier  membre  s'annulant,  on  voit  immédiatement  (pie  le  se- 
cond membre,  ordonné  suivant   les  puissances  de  q^  donne  une 


1 1 8  «H-;  i;  \  H  i;  s    d  i:   c  ii  \  lu.  i:  s    ii  i:  it  m  i  r  i: . 

st-rif  (Iniil  le  IcniH'  m'-ncral  est 

r 

l/e\|K»sant  N  est  ^  3  (mod.'j),    /    d'  reprrscnle  la  soininc  des  di- 

Msours  lie  y,    su|H'Ti(Mirs  à  sa  racine  carrée,  cl  ^    (/  la  somme  des 
(In  iseurs  (iiii  lui  soni  iiiléneurs. 

"  Le  coefficienl  de  rf  est  donc  prf'cisi'-ment  la  fonclion  désignée 
par  ^'(JN  )  et  th'-linie  dans  le  Mémoire  de  .M.  Rronecker  au  moyen 
de  la  relation 

^  M'  (  Al  )  q"  —  V  -Jl . 

En  employant  celte  notation,  on  |)ourra  donc  écrire 

1  1 

e,(o)  V  F{:^)(/'  =  -V  W(y)r/''  . 

et  en  éi;alant  dans  les  deux  meml)res  les  coefficients  d'une  mf'me 
puissance  de  q,  un  trouvera 

F(  N  )  —  2  F( N  —  is )  -+-  ■?.  F(  \  —  42  )  -h . . .  -^  -2  Fi  \  —  4  A^ ,  =  •  xrf  N  ). 

Or  cette  relation  est  doniK-e  en  ajoutant  membre  à  mcmhre  le> 
équations  (V)  et  (  VI  )  du  Mémoire  de  M.  Kronecker,  et  observant 
que  la  fonction  'j(/?î)  qui  v  figure  s'évanouit  pour  /??=N^;3(mod4). 
>'  D  autres  théorèmes  résultent  d  une  dé-iermination  différente 
de  -V  .  En  premier  lieu,  je  fais  le  produit  des  deux  séries 


Qi(  z)  =^  i-^-  iry  cof^-ix  ^-  iq*  cos  \  x  -r-  iq'^  rosG^  -t-.  . . . 


—  ^  — i c«.s>.7- — '- ((.^  ;./• — '— 


qui  donne   pour  le  terme  constant  dans  le  second   menihre  fex- 

pression 

2       11'/"  •ICI  nt/"-^-" 

\  —  q-"        ^  I  _  qi."  ' 

»  Ce  même  terme  s'oblenant  aussi  en  inté;:raal  cnlr-e  les  limites 


MCTTHI-;     VhllKSSKi;    A    M  .    LIOL  VILI.  i;  .  II9 

'li'vo  et  R  le  premier  membre,  ou  aura 

/.K      /•'^H^(j)H,(j)        _X7       nf/"  \;'.   nc/"'+" 

el.  |)ar  conséqtienL 

1  /jtAK        _  •^      iif/"  v^   /iq"'--^" 

2  y       -      '  ■'  ~  ^  1  —  r/-"        ^  I  —  q-"  ' 

Soit 

4>,(/î)  représentera  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les 
conjugués  sont  impairs  et^r,(/i)  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
moindres  que  ^//i  et  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  leurs 
conjugués.  Ainsi  pour  n  impair,  <I>,  [n)  coïncidera  avec  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  que  M.  Kronecker  nomme  ^(n),  et^r,(/i) 
sera  nul.  Cela  étant.  rt'([uatiûn 

donnera  ce  nou\  eau  théorème  où  ii  est  quelconque  : 

i^(4rt  — i)-hF(4«  —  32)^...-f-F[4rt  —  (la-f-  1)^]  ='ï>if«)  —  ^\\in). 

»  Je  considère  en  second  lieu  le  produit  des  développements 
de  H(s)  et  de  la  dérivée  de  cosam^,  à  savoir  : 

H(^)  =  ay  <7  sina"  —  >{  q^  ûn'ix  -r-  >.{  7-'  sin  j.r  — .  .  . , 

v/Z^K2    \i{z)Qi{z)  s/q       .  W¥      ■     ..  V^ 

— — — — -^ —  =  i—  i\nx  -4- —  sni  )  j-  -T-  -- 

-^  62  (^)  \-^q  I-r-^3  1^7' 

En  opérant  de  même  on  trouvera 


sni  yx  -4-. 


l2n-^VI2n-h3) 


i->n  OEivnrs    di:   riiAin.i:.^    iii.uMiri: 

cl,  >i  I  (»n  pose 


N  représentera  tous  les  nombres  entiers  ^  3  (mod  î  i  el  H'o(N)  la 
somme  des  di\iseurs  île  \  inférieurs  à  la  racine  earrée.  L  é(iiialion 


N-.i 


donnera  par  suile  ee  troisième  lliéorrme 

F{  .\  )  —  3.  /'i  N  —  r^  )  ---  ■>.  /•'(  \  —  41'  )  — . . . 

1^  -bii!cï>,  ^  )_  ircN  ) 

-^i{—iYF(\—\f;-i)  =  (-i)'*    it-2(-N)  =  C— Il    '    — — — ■ — • 

»  Le  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  donner  le  système 
complet  de  toutes  les  relations  de  cette  nature,  et  m'oecuper  des 
autres  théorèmes  de  M.  Kronecker  et  de  ceux  où  le  P.  Joubert  (  ') 
a  introduit  de^  fonctions  nuni(''ri(|ues  distinctes  des  précédentes. 
J  aurais  surtout  à  retrouver  celle  relation 

Au  '  '  H  (  K  )  .i^  (1  -  y-'^'  )2 

tjui  sans  doute  doit  résulter  de  combinaisons  où  entre   la  ionclion 

ii'2/'  -  ) 

"  »  M.  Kronecker,   en  la  donnant  comme  l'expression  analy- 

tique  d'un  de  ses  théorèmes,  avait  bien  (•\idemmenl  pressenti  la 
signification  (|u"elle  recevrait  dans  la  théorie  des  fonctions  (Hi|)- 
tiques,  et,  à  cet  égard,  je  ne  puis  tro|)  admirer  la  pénétrai ictn 
dont  il  a  donné  la  preuve. 

»  Vous  m'avez  aussi  plusieurs  fols  parlé  de  la  décomposition 
des  nombres  en  trois  carrés;  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  nombres 
^  3  (mod  8),  et  où  les  carrés  sont  tous  impairs,  voici  comment  on 
trouve  le  nombre  des  décompositions. 

»  Soit  -l>,  ce  que  devient  <-X>  par  le  changement  de  ij  en  —  y.  en 
j)osanl  j)0ur  un  instant  £  =  \  —  i .  on  aura 


,1.  —  £  -l 


2   ^^'« 

■^■n 


xh  -I-  :i 


(')  Voir  C.  n.,  t.  L,  1860  (I),  p.  77^  et  suiv. 


I,  KTTiu:  A  i)K  i;ssi;i-:    \   m.   i,  loi  \  im,  i: 


Or  on  ohlient   aiséinont  la  \aleiir  du   piciiiier  iiiciiihic.  fulrodui- 
sons  dans  rintt'i;ralo  x  au  lieu  de  z  =    '  _     -,  ce  qui  donnera 

■zK     /■>. k K    n  \V^{z)^^{z.)    , 
Comme  en  changeant  r/  en  —  q.  les  (|uaiilil<'s 

^\    ^/4^,     e(.,,     H(--,,    e,(.) 
deviennenl 


^'     ^\/^'     ^*'^-''     ^"(-)'     <^^  =  )' 


o.A'K^  /.>./.-K   r-niiiz)e(z)  . 


Mais,  par  la  subslilution  de  -  —  x  à  x.   lintégrale  se  change  en 
celle-ci  : 


d'où  rés Lille 


f^H\(z)e,(z) 


•iA'K    /-aAK    rn{Uz)ei(z) 


^^,  =  z^^^/^  I 


>-(  Z) 


dx, 


el,  par  suite,  à  cause  de  î'  =  —  i , 

K     /TTk    r^-  \\\Hz)^  k'\\\(z)\9>,(z 


■.>.-(ol,-s.l„)=  --4/— -    / 


^■Hz) 

Or  on  a 

W-{  z)  ^  k-  \\\{  z)  ^  k^-^i  z\ 

il  s  ensuit  que 


dx. 


9.r(  .1,  —  E.^,  )  =  —  *  /  -_-    /      /,0, ,  -  ,  dx  =  -  1/    (  -^  ) 


et  Ton  en  conclut  la  relation 

1  1  8n-l-3 


=  2^(8«-^3)^    ^      ^(\V/^{  '/'•'-N  7" +  •••)', 


OKI' vin: s  ni:  (:ii\ui.i:s  hkumiii:. 


qui  esl  I  expression  île  ce  ihéorèine  ;uiIIimu'Ii(|U('  ([iic  le  nombre 
des  représenlations  iliiu  entier  N^3  (niodSi,  jinr  la  tonne 
X-  -r-  1"  H-  '•'■  en  Mi|)|)(>>aiit  ./.)'.  r  de  iih'-iiic  sij;ne,  est  préeisémenl 
éi;al  an  nombre  des  classes  (|nadrali(Hies  dn  délerniinant  — i\  pour 
les(|nellcs  nn  an  moins  des  eoelTu  lenis  extrêmes  est  impaii-. 

»   (^uant  an  cube  de  1      ^  on  (-),  (o  ).  il  est  donin' sons  une  torme 

singulière,  et  dont  je  nai  pu  snllisammeni  appiolondir  la  sii;nili- 
calion  en  laisanl  x  =  o  dans  I  ('(niation 

A  am  ^0,1  c  )  =  (;e(  ^  I  —  ili(  ()  iZ. 

'2.  TT 

On  obtient  ainsi  immédiatement 

/(fy=«(")(-42;£^)-ii.,(o)2.- 


7(2»I-J-l)(2;/J-t-3i 

I  )'" 


Je  laisse  donc  de  coté  ce  résultai  et  d'autres  du  même  genre  pour 
vous  indiquer,  en  terminant,  de  quelle  manière  je  conçois  la  liai- 
son de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dans  ses  applications  à 
rariliunéli(|ue.  avec  vos  recherches  générales  sur  les  fonctions  nu- 
mériques. 

y>  Je  considère  pour  cela  les  dé\ eloppcments  snixant  les  puis- 
sances de  q,  de  sinam;,  cosamc,  Aam^,  et  je  remarque  qu'en 
jtosanl 

2^  R«'/-  , 


sin  am 

'2  77 


C(»samc=   >    ( — I)   -     5«7-    , 


K    ^ 

—  A  ani  c  =  1 


"„  =  2 


*ni 


dj\ 


,1-1 
S„  =   ^  (  —  I  )    -     co?  d.r. 


les  sommes  s'étendanl  à  Ions  les  diviseurs  cl  dn  nombre  im|)air  n 
et  à  l'égard  de  la  fonction  'l\  si  Ion  pose 

n  =  a''.\, 


L  KTTiti:    \  Il  ai:  S  S  1:1:   \  .m.  i.i  o  i  \  i  1.  i,  i:  .  i23 

N  étanl   iiii|iiiir.  cl  (in'oii  (lc>i;4iic  par  d  les  dixiseiirs  de  A,  on  aura 
sciiil)lalil(Mii('nt 

.\  -  il 
T„  =  V  (  —  I  )    -     cos  2-'^  '  cIt. 

On    relrousc  donc   ainsi    les    tondions  niiniéri(|iies  ([iii   ><•  M>nl   si 
souvent  présentées  dans  vos  recherches. 
))  Soit  encore 


/Fk  H(^)Hi(..,  _V\v   À" 


et  désignons  jiai-  f/  et  d'  deux  diviseurs  conjugués,  dont  le  produit 
soit  /I,  on  aura 

I  V^    .     d -^  d'  -,         1  x^   ,         '—T-         d -^  d' 

L„  =  -   y    sin  .r,  V„  =  -    >    ( —  Il   -     cos  ^ x. 


les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  est 
^:  I  (mod4)  et,  en  dernier  lieu. 


W„  =  >    sin  ^ 


l^d' 


r, 


Il  étant  ^£  —  Il  mod  4  )•  On  reconnaît  ainM.  au  point  de  \  ne  arith- 
métique, lanalogie  des  nou\elles  fonctions  avec  les  anciennes, 
et  en  même  temps  leur  difierence  qui  consiste  en  ce  quun  divi- 
seur d  est  remplacé  par  •  On  ne  voit  point  encore  d'ailleurs 

s'oOVir  de  parties  de  fonctions,  mais  elles  se  présentent  en  faisant 

Dans  ce  cas  n  est  ^  —  i  (mod  4).  et,   en   supposant  d<^d',  on 

trouve 

,r^            '^  ^  '          11' 
:;«=■>>    (  —  1)    -     cos .r, 


i>i  oKiviii:s    in:   (:ii\iii.i:s  ii  1:11  m  i  ri: . 

la    •^Kiniiic    lie    cnMiincniml    (jue    les   dhisours    il.    ([iii    sont     iiif«'- 
riciirs  à  y//?. 

»  JVsprrc.  iiiiiii  (lier  ('(MifVrrc,  (juc  mhis  u  OiiMicrcz  pas  in*a\(iii' 
aussi  promis  iim'  i^cUrc  arilliiiu'l  khic  (pu  soiilèxc  un  peu  le  noiIc 
dont  vous  vous  «"'les  jusquà  préseul  recoiiverl.  Si  \ous  le  jugez  à 
propos,  j'aimerais  hicn  ([ue  celle-ci  fVil  jnibliée  dans  votre  Jour- 
nal, où  je  la  ferai  suixre  de  plusieurs  articles  sur  divers  sujets  qui 
s*v  rallaclienl  cl  (pi'cu  ce  moinenl  je  suis  oMi^c'  d  :i|niiiiicr.  -)-> 


NOTE 


LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


Extrait  de    la  G"  Lililion  tlii   Calcul   différentiel   et   Calcul   intégral 
de  Lacroix;    Paris,   Alallet-Baclieliei-.    i.SG-i. 


On  donne,  comme  on  sait,  le  nom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  variable,  aux  quotients 
de  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  entière  par  rapport  à  l'inconnue  et  à  la 
variable.  Les  fonctions  f[ue  Ton  appelle  iranscendaiiles  sont 
toutes  celles  (pii  ne  rentrent  pas  dans  la  définition  que  nous 
venons  de  rappeler,  par  exemple  les  exponentielles  et  les  loga- 
rithmes, les  sinus,  cosinus,  tangentes  d'un  arc  de  cercle,  ou  les 
arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc.  Les  fonctions  de  fonctions  que  l'on 
obtiendra  par  des  combinaisons  algébriques  de  ces  premières 
transcendantes  seront  encore  évidemment  des  fonctions  transcen- 
dantes, et  Ion  voit  ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  utilité, 
en  multiplier  indéfiniment  le  nombre.  C'est  en  quittant  le  champ 
de  l'Algèbre  et,  en  quelque  sorte,  dès  l'abord  du  Calcul  intégral, 
qu'on  est  amené  naturellement  et  sans  effort  à  l'origine  véritable- 
ment féconde  d'une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune  d'elles 
un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même  temps  que  des 
caractères  communs  qui  les  réunissent  en  grandes  catégories,  et 
dont  l'étude  approfondie  est  l'un  des  objets  les  plus  intéressants 


i-iG  (h:i\i«i;s  d  i;    (ii\iii.i:s    ni;  h  mi  ri;. 

<lc  la  Scit'iu'c  iuluelle.  I)t'u\  i;(''<)iiirlrt's  illiislrcs.  \\)v\  cl  .lacol)!, 
<iiil  allaclu''  les  |)rt'iiii('!"s  la  i^loiic  de  leur  nom  à  eelle  ('"ludc.  en 
imsanl   les   i'ondeiiienls   de   la    lIitMine  des    titiiisceiidantcs  à   <lif- 

C  dx 
J'i'-iciitielles  algrbri(ju('s.  dont    l<>   lo^.irillmics  ^    ^-,  et  les  ares  de 

"       ci  r  • 

eerele    /  ,   tVn-niciil   les    Ifiiiic^   les   [dus  simples    (4  les  |)his 

(déinenlaires.  Après  les  loi;aril limes  cl  les  ares  de  eerele,  ce  son! 
les  fonctions  rlliptiquos  aii\([n(ll(>   donne   naissance  rélndc  des 

intégrales    /    —  —■>  nni  oii\renl  la  st-rie  des  nou\ elles 

fonelious  et  eu  présentent  le  premier  lernie.  Ce  seront  eellcs  aux- 
quelles sera  consacrée  celte  Note,  et  dont  on  va  essayer  de  donner 
une  preniicrc  idée  en  |)réscnlanl  rcs(piisse  de  leurs  caractères  les 
plus  saillants. 

Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

l'^n  rappelant  luul  à  I  heure  la  délinilion  des  lonelions  algé- 
briques, nous  avons  dit  (pi'elles  comprenaient  dune  part  les 
ixdynomes  et  les  Iraelions  l'alionnelles,  cl  de  lande  les  racines  des 
équations  F(y,  o;^  =  o,  dont  le  premier  niembre  est  rationnel  et 
entier,  |)ar  rapport  à  la  \arial)le  et  à  lineonnue  r.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  fonctions  ne  sont  susccplihlcs  cpic  d  une  seule  el 
unique  valeur  pour  tonte  %aleur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  tandis 
que  dans  le  second  elles  oll'rent  autant  de  déterminations  qu'il  v  a 
dunilés  dans  le  degré  de  l'équation  supposée  irréductible  et  <pii 
sert  à  les  définir.  Une  diflerence  du  même  genre  se  montre  entre 
les  transcendantessimples,  sin.r,  cosj;,  langer  et  arc  siuj;,  arecos^*, 
arc  tang.r,  les  premières  ressemblant  aux  polynômes  et  aux  frac- 
tions rationnelles,  comme  n  ('-tant  susccpliMcs  ipie  d  une  seule  el 
unique  détermination;  les  secondes  au  contraire,  en  adinellant 
une  infinité,  sont  à  cet  égard  comme  les  racines  d'une  ('(pialioii 
dont  le  degré  serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  inèinc  pour 
l'exponentielle  e^  et  le  logarithme  qu'on  peut  considérer  comme 
défini  par  l'équation  transcendante  ou  de  degré  infini  eJ  =  .r.  Ce 
rapprochemenl,  fpii  s'ollre  au  premier  aperçu,  se  confirme  et  se 
eoin|»lc[c  par  les  remarques  sui\antes.    Pour  loute  \aleiir  réelle  ou 
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iinagiiiaii'f  <lr  l:i   \;iii;ilil<'.  on  n 

.7,"  .7:-  .r^ 

I  \  .-2  1.7..} 


I  .  •>, .  3 .  i .  )        1 .  5> .  3 . 4  •  5 . 6 . 7 


cos:p    =^  I 


tans:^  = 


1 .  '2        I .  '2 .  o .  i         I .  .>. .  3 . 4  .  à .  6 


I  .  '2  .  )  .   I  .  1 


1.2         I .  '2 . 3 . 4 

et  (lu  lail  même  de  la  coii\erj^ence  des  séries  rësulle  qu'en  le> 
arrêtant  à  un  terme  suffisamment  éloigné,  les  transcendantes  se 
trouvent,  avec  autant  d'approximation  qu'on  le  veut,  remplacées 
par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire,  les  déve- 
loppements 

Iog(i -i- ^)  =  a- — " 1 — -f-.... 

•234 

x^  I.3.J"''         i.3.j..r" 

arc  SI  11  ./■  ^z  x  -^ ■  -;- 


•2 . 3         •>  .4-1  -2.4.6.7 

x'^        x'^        ./■" 

arc  tano;  x  ^  x 1 — ^ h... 

>  j  7 

ne  subsistent  qu'en  supposant  la  variable  moindre  que  l'unili-,  el 
l'assimilation  approximative  avec  des  polynômes  n'est  possible  (pie 
dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est  le  point  qu'il 
Importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  valeur  donnée,  soit 
de  l'exponentielle  ou  des  fonctions  circulaires,  on  en  peut  obtenir 
algébriquement  ou  même  rationnellement  une  infinité  d'autres. 
C'est  ainsi  qu'en  trigonométrie  recliligne  on  calcule  en  partant  de 
l'arc  de  10"  toutes  les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tan- 
gente qui  figurent  dans  les  Tables,  propriété  aussi  remarquable 
qu'importante  de  ces  fonctions,  et  qui  découle  des  relations 

siii  {x  -\-y)  =  sin:r  co%y  -H  sinj'  cosa*, 

cos(ar  -i- jk)  =  cosa^cosj'  —  sina-  sinj^, 

tans; a'  -^  taiif;  v 

lan<r(ar -f- y  )  = -^—j 

°  •^  j  —  tani;.r  tangj' 


128  (ii;ivui:s    ui;    t:ii\iu.i;s    iii;nMiri;. 

(loul  les  sc'coinU  iiiciiihro  xtul  l•()lll[)(>.sé^  al;;cl»in|ii<'iii<-iil  a\cc  lo 
loncliuns  rolallxes  à  riiri;Miiicul  .r  et  à  rari;uiiit'nl  y.  (les  mêmes 
|)i()|>riélés  nous  les  IrouNcrons  dans  les  fondions  elliplicjiics  dont 
elles  eonsliliient  les  eai'aelères  les  plus  essentiels,  el  nous  les  résu- 
merons en  disant  des  nouvelles  transcendantes,  (juV/A'.v  sont  des 
fonctions  unll'ornu's,  à  (le le rnii nation  unique,  analogues  à  des 
fractions  rationnelles,  aujcrjuelles  on  peut  les  assimiler  avec 
autant  d' approximation,  et  dans  une  aussi  grande  étendue 
qu'on  le  icut,  des  rali'urs  de  la  x^ariable,,  et  de  plit^  que  les 
fonctions  /eiatii-es  à  la  somme  de  deux  arguments  x  et  y  s'ex- 
priment algébriquement  par  les  fonctions  relati\('s  à  l'argu- 
ment X  et  à  r  argiunent  )■.  Enfin,  el  de  mt-mf  (juà  rex|)onen- 
tielle    et  au   sinus   répondent   les    expressions   inverses,    logx    el 

are  sinJ7.  ou  bien  /  — .     /  ■»  nous  ^errons,    avee  une  inli- 

J       X  J      /|_.x.2 

ni  h'  de  (h'tei-minations,  soirrir  eomme  inverse  des  fonctions  elli|)- 
litjue.><,  l'intégrale  d'une  nature  plus  élevée 


/ 


d.r 


v/(i  —  x^){\  —  k-jr- } 
où  la  (pianlilé  placée  sous  le  radical  est  du  quatrième  degré  en  x. 

De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

Celle  |)ropriété  imj)orlantc  manifeste  d'une  manière  toute  par- 
ticulière la  dilVérenee  de  nature  des  fonctions  qui  la  possèdent 
avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous  les  a\ons  loul 
à  l'heure  ra[)procliées,  el  leur  imprime  leur  caractère  le  plus  appa- 
rent en  (|uelque  sorte  de  fonctions  transcendantes.  G  est  d'ailleur> 
parla  périodicité  que  les  sinus  et  cosinus  interviennent  dans  presque 
toutes  les  questions  de  1  analyse,  depuis  les  éludes  qui  onl  pour  objet 
les  propriétés  abstraites  des  nombres  entiers,  jusqu'aux  applica- 
tions du  calcul  à  la  Physique  et  à  l'Astronomie.  Aussi  est-il  bien 
digne  d'intérêt  d'étudier  à  ce  point  de  vue,  dans  la  longue  chaîne  des 
nouvelles  transcendantes,  celle  qui  s'oilre  à  son  commencement  el 
se  joint  immi-diatement  aux  fonctions  circulaires,  les  seules  con- 
nues pendant  si  longtemps.  G  est  au  début  de  leurs  travaux  (pT  \b(d 
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el  .lacohi  lireiil  siimillaïK-inenl  la  découverte  caj)ilale  que  les 
fonctions  elliptiques  possèdent  deux  pt'-riodes,  une  première  qu'on 
peut  toujours  suppf)ser  réelle,  et  une  autre  qui  est  nécessaire- 
ment imaginaire.  Jacobi  démontra,  en  outre,  qu'une  fonction 
uniforme  d'une  variable  ne  |)ouvait  |)Osséder  plus  de  deux  périodes, 
et  M.  Liouville  après  lui.  embrassant  dans  toute  sa  i;énéralité  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques,  fil  voir  qu'elles  se 
réduisaient  aux  seules  fonctions  elliptiques,  el  mit  hors  de  doute 
la  prévision  de  Jacobi,  que  ces  fonctions  résumaient  en  elles  tout 
ce  que  pouvait  présenter  l'analyse  à  l'égard  de  la  périodicité  envi- 
sagée dans  le  sens  le  plus  étendu.  Nous  allons  dans  ce  qui  suit 
nous  occuper  du  mode  d'après  lequel  se  manifeste  analytiquement 
ce  fait  si  remarquable  de  la  double  périodicité,  en  commençant  par 
étudier  sous  ce  double  point  de  vue  la  périodicité  simple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais,  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son  ca- 
ractère élémentaire  et  purement  arithmétique,  n*»us  donnerons  la 
démonstration  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  dune^  fonction  à  plus 
de  deux  périodes. 

I.  —  Proposition  de  Jacobi, 

En  désignant  par  a  et  b  deux  quantités  dont  le  rapport  soit  réel 
et  incommensui'able,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  continues 
qu'il  est   possible  d'approcher  de  -j-  par  une  infinité  de  fractions 

rationnelles  —  de  manière  à  vérifier  la  condition 


£  étant  moindre  que  l'unité.  De  là  on  tire 

,       tb 

fia  —  mb  = 

n 

Or  une  fonction  ayant  pour  périodes    a  et  b  ne  changera   pas  en 
ajoutant  à  la  variable  une  somme  de  multiples  de  ces  quantités  par 

des  nombres  entiers,    telle  que    na  —  mb.    Comme  le  nombre  n 

^    ,  •  .  ,  ,  :   a  . 

peut  être  pris  aussi  grand  qu  on  \eut,    sans  quoi  j  ne  serait  pas 

incommensurable,  la  nouvelle    période   na  —  mb  =  '—  peut  être 
H.  —  II.  û 


i3o  t«:  i  V  H  t  î«    D  K   i:  Il  A  li  1. 1:  s    ii  i;  i;  m  i  t  k  . 

rendue  plus  petite  (pie  toute  t|u;uititi''  ihuinée.  et  par  là  nous 
ree<inniiissons  (li'pi  (pi  il  ne  peut  exister  de  fonction  doiihleineiil 
périodi(]ue  où  le  rapport  de-<  deux  pi'riodes  serait  ivel  et  ineoiii- 
mensurable. 

C'est  à  cette  même  conclusion  d  une  |)ério(lc  inlimmcnl  petite, 
ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit,  (pie  nous  allons 
parvenir  en  supj)osant  trois  périodes  imaginaires  : 

«  =  a  -I-  a'  V' —  I . 

C  =  Y  -+-  v'  y/ —  I  . 

Je  dis,  en  efl'et,  qu'on  peut  déterminer  une  infinité  de  nombres 
entiers,  m,  /i,  p,  tels  que  le  module  de  arn-\-  bn  -{-cp  soit  moindre 
que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  forme  quadratique  ternaire 

f  =  (  a  a-  —  ^7  -4-  Y  2  )-  -^-  (  a' J^  -i-  'i'y  -i-  y'  ^  )-  -+-  ^  ' 
où  K  est  une  quantité   réelle  arbitraire  et  dont  le  déterminant  sera 

Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées, 
aura,  comme  on  sait,  pour  limite  supérieure  (/a  A,  de  sorte  qu'en 
désignant  par  m,  n.  />  ces  valeurs,  on  aura 

(et  «j  -T-  ^in  -t-  Y/*  )--*-'  *'/?(  —  ^'n  ^  '^' P)'~  Yi  "^  V^'^-^' 

et.  à  plus  forte  raison, 

(  7i  m  -\-  '^ n  -~-  '[p  j-  —  (  a'  m  -i-  3'  «  -r-  y  /^  )-  <  V^  '  •^. 

S'il  est  donc  impossible  davoir  à  la  fois 

a/?2  -f-  â«  -t-  Y/?  =  f>, 
i! m  -^  3'rt  —  y'/*  =  o, 
OU  bien 

ani  —  bn  -^  cp  =^  f>, 

C  esl-à-dire  si  a,  //,  c  sont  trois  périodes  réellemenl  diNiinete.>.  on 
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reconnaît  que,  A  rroissiint.  A  peut  devenir  aussi  p<.'tit  (ju'on  veut  fl 
(iiroii  |>;ir\ifnl  i'i  des  périodes  dont  le  module,  ainsi  que  nous 
l'avons  annctncé.  est  indétininient  décroissant.  Toutefois,  nous 
supposons  que  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  ne  soit  pas 
nul.  Mais,  daus  ce  cas  parlicidier,  au  lieu  de  la  foriiu!  ternaire,  on 
considérera  la  forme  binaire 


ioix  -^  Py  y^  -+-  (  a'  X  ^  '^' yy^  —  "^ 


)/2 

a* 


Situs    la    conditi(jn    y/i'  —  Sa' ^  o,    son    déterminant    sera 
et   ne  pourra  jamais  s'évanouir.    Or,  en  supposant   que   le  mini- 
mum soit  donnt-  pour  x  =  m,  y  =  /?,  on  aura 


4(;a^^a'2) 


(  a rtj  +  p n  )■-  -t-  (  a  //i  -f-  '^  n )-  -\-  ^  <  if-        ,  ^ 

et  a  fo/ifori 

(  7L  ni-r-  3 /ï  )-—  ( et' m 


de  sorte  qu  on  [)ourra  raisonner  comme  précédemment  et  parvenir 
à  une  période  am  H-  bn  dont  le  module  sera  d'une  petitesse  arbi- 
traire. Ce  cas  particulier  rentre  d  ailleurs  dans  celui  dont  nous 
nous  sommes  occupé  en  premier  lieu,  car  la  condition  a^i' —  |ja'=o 

■                        a  H-  a'  i/ —  i  'i  ,1 

exprime  que  le  rapi)ort    ; ^  y  est  réel. 


II. — De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires. 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition  dans  le 
cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui  concerne  la 
périodicité,  tandis  qu'au  point  de  vue  de  l'Analyse  pure,  en  pre- 
nant, par  exemple,  pcnir  définition  les  développements 


sinj"  =3"  — 


x^ 

X' 

l.2.i 

1  .  '2  .  3 .  4  .  3 

X- 

x'* 

1.2.3.4 


ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  radié.   Il  n  en  est 
pas    autrement    à    1  égard    de    lexpcjnentielle    considérée    comme 


li-J  tlElVKKS     OK    CMAKLKS     II  E  H  M  I  T  E  . 

la    liinilf    (I  un    noIviKune   ♦Milii-r  (  i  -k  —  )    ,    ou    minine    la    série 

vt"  ./•-  .^■' 

I  -H h r  — — T  -+-....    Mais    les  foiiclions  circulaires    sont 

I  I  .  »         I .  ■>. .  > 

suscepliMes  d'autres  exju'cssions  où  le  caractère  périodique  appa- 
raît tout  aussi  immédiatement  (|u'en  Géométrie,  et  tpiil  est  d'au- 
tant plus  intéressant  d'étudier  (pie  d'elles-mêmes.  |»ar  une  généra- 
lisation facile,  elles  conduisent  aux  fonctions  plus  élevées  qui 
possèdent  deux  périodes  différentes.  Pour  jiremier  exemj)le,  je 
prendrai  le  développement  en  produit  infini 


(') 


qu'on  peut   consuh'rer  c<imme  la  limit(\  pour //*  infini,   du  poly- 
nôme 

f'-'>-='-('-j)0-t)---('-i)' . 

Or  on  voit  tout  de  suite  qu'on  a 


0(X-r-\}=—  --HX)  , 

/n  —  .r 

ce  qui  donne,  en  supj)Osant  m  infini,  Z'^x -\-  i)  =z  —  '■^{•^^'  d'où 
l'on  conclut  sin(7:j? -{--)  =  — sinT:.r,  et  en  remplaçant -.r  par  x, 
sin(x  -\-Tz)  =  —  siiioT.  et.  par  suite,  sin  (  x  -+■  2t:  )  =  sin.r. 

Nous  serons   conduit  à  un  second    exemple,  en  prenant  la  dé- 
rivée logarithmique  des  deux  membres  de  l'équation  (i).  savoir 

Il  I  I 


X  X  —  I 


En  clian<;eanl  .r  en  x  -f-  i .  le  second  int-iiilne  de\ient 


X  -^  i 
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et.  par  suili'.  >('  rt'jnoiluil.  car  les  fractions  |)arlielles  n'ont  fait 
que  chauijer  de  j^lace  en  savançanl  cliaciinc  tldii  ran<^.  C'est  ici 
quon  voit  s  oirrii-  par  une  i,'énéralisation  facile  la  iiianicre  siii\ante 
(le  représenter  une  fonction  ayant  |>our  |)ériode  une  quantité  quel- 
conque, à  sa\i)ir  : 

œ ( .r )  'i ( 3"  —  a)fsix  —  -xn)  o(x  —  3 « ) .  .  . 
o{ X  -\-  a  )o{ X  ^t-  'ia)  o( X  ^  T>a  ) . .  .  : 
o(x)  -*-'^( r  —  a  )  -^  ^{x  —  2a)-i-  cf(x  —  ia )  -h.  . . 
—  'j('>-t-«)^ç(.r-+-2a)-i-cp(ar-5-3a)-i-.... 

La  condition  de  con\ergence  du  produit  ou  de  la  série  infinie 
est  seule  à  remplir,  et.  si  Ion  peut  v  satisfaire  en  choisissant  pour 
Z'(x)  une  fonction  qui  soit  elle-même  périodi(|ue,  on  se  trou\e 
mené  à  l'expression  d  une  fonction  à  double  période.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  dévelopjiement 

Il  I  I 


sin .r        sin (  ./'  —  a  >        sin (  x  —  ia )        sin (  .r  —  ia  ) 
1  I  I 


sinij--r-«)        sin(x^ia)        sin(:r —  iat 

qui  s'offre  [précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et 
qu'on  ])rouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la  quantité  a 
sera  imaginaire.  Si  1  on  supposait  f/  réel,  les  termes  successifs  de  la 
série  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  divergence  serait  manifeste,  ce 
qui  s'accorde  Ijien  avec  ce  qui  a  été  dit  précédemment  de  l'impos- 
sibilité d  une  fonction  à  deux  périodes  réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l'intermédiaire  d'une  fonction 
déjà  périodique,  et  parvenir  à  l'expression  d'une  série  doublement 
périodique  par  ce  développement  doublement  infini 

^  o  ( X  -^  ma  -+-  nb  ). 

a  et  b  désignant  les  périodes,  m  et  n  des  nombres  entiers  variables 
auxquels  on  attribuera  toutes  les  \aleurs  de  — ce  à  -f-oc.  Et  de 
même,  au  |>oint  de  vue  des  produits  infinis,  une  analogie  immé- 
diate conduit  à  envisager  des  ex|>ressions  de  la  forme 


nxix ^1, 
\           ma  ^  nb  I 
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///  cl  //  fcccNiiiil  (■iut)rc  ImiU's  les  \alriirs  cntirrcs,  en  ncxcoplaut 
([lie  h  coinliiiiiiisoii  /// =  (),  n  =  o.  Mais  IVliule  approfondie  de 
ces  expressions  a  révélé  iiiir  ciiconstaucc  iiiipoilanle  aiilaiil  (pie 
singulière.  M.  Cayley,  dans  un  Mémoire  sur  les  fonctions  douhle- 
nient  périodiques  puMic  dans  le  Journal  de  M .  Lioinnllr,  l.  X, 
a  (ail  \()ir  (juc  leur  \alcur  dcpcndail  csscnl  icilciiiciil  ilc  la  loi  suis  a  ni 
latpielle  on  iail  croître  simultanément  jus<p»"à  linlini  les  nond)res  ni 
et  n.  Vav  exemple,  on  ohlieni  une  expression  analytique  parfaite- 
ment définie  et  déterminée,  en  admettant  la  eonditiiui  que  m  et  n 
soient  les  coordonnées  d'un  point  contenu  dans  Tintérieui-  d'un 
cercle  x-  -\-y-  =  R-  dont  on  augmente  ind<'finiment  le  rayon.  Mais 
en  remplaçant' le  cercle  par  une  antre  courbe,  ce  sera  une  autre 
fonction  (|ui  sollVira  à  la  limite,  et  au  li<-u  de  réaliser  de  la  sorte 
des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  se  reproduisent  en 
cliangeant  x  en  x  -j-  a  el  x  -+-  />,  on  parvient  à  des  fonctions  qui  se 
reproduisent  multipliées  par  un  facteur  exponentiel.  Ces  fonc- 
tions présentent  en  effet  l'élément  analytique  fondamental  sui- 
lequel  repose,  comme  nous  le  verrons,  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions ellipticpies.  Mais  on  remarquera  que  la  prévision  fondée  sur 
l'analogie  des  expressions 


X 

m 


II    f 

I   I  ma  -h  no  / 

ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas  préci- 
sément les  fonctions  à  deux  périodes,  bien  qu'elles  en  fournissent 
les  éléments  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans  toute  leur  éten- 
<lue  ces  considérations  délicates  et  intéressantes,  nous  allons  tou- 
tefois en  donner  l'idée  en  nous  l)ornant  aux  produits  simplement 
infinis  (pu  conduisent  aux  (onctions  circulaires. 


ni.  —  Sur  l'crpi  ession  I   1    ''  (  '  -*-  —  )• 


Le    fait    piin(i|»al    sur    lequel    nou>    \oulon^    appeler   I  attention 
consiste    en    ce  (jue  ce    jjrodmt    \\\'>\   pénodi(|ne  (piaiitant  (pion 
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l'envisage  comme  la  limite  déjà  consid«''rée,  savoir  : 

.(,_-r)^_f)...f.-^,) 

pour  m  iufîiiimeiit  i;ran(l.  Faisons,  en  efl'et 


et  concevons  (ju'ou  aiii;inenle   indéfiniment  m  et   n  en  posant   la 

condition 

m  =  ton, 

(0  désignant  une  constante  désignée  à  l'avance;  nous  allons  mon- 
trer que  pour  n  infini  la  limite  de  '.i^l^x)  dépend  de  o>,  et  n'est  pé- 
riodique qu'en  supposant  lo  ^  i . 
Soit,  pour  abréger, 


2 

2 


X  —  n  X  X  —  I  X  —  n 

III  I 


x-^  ni       X  -\-  \        X  ^  -1 


r<'<juation  (i)  donne,    en    prenant  la    dérivée    logarithmique    des 
deux  membres, 

'^(x )       ^d  X  —  Il       ^^  X  -\-  m 
Or  on  a  i(lenli(piement 

^id  X  —  n        .iMrt     X  —  n        n  /        jmà  n       ^^  nx  —  n-       .^^  n 

j^  r  —  m        ^^  '  x^  ru        m  /        ^^  m       ^mà  m  x  -*-  m-       jm*  m 
de  sorte  qu'en  faisant  encore 


l3(i  ()Kl   VKKS     Di:     CIIAKI,  i;s     11  KU  M  ITK. 


on  poiil  écrire 


y  (-ri 


=  y  ^-^ — V — L X. 


el  il  s"ai;il  <!  olilcnir  la  liinilc  «lu    Sfcoml    iiiciiihrc   luisijuo  ///  et  n 

croissent    iusciii  à    I  lulini.    (Jr   les   séries     >  '■ ■>      7 : 

•'        '  ^^  jt  .r  —  //■-      ^^  nir  -i-  m^ 

sont  lune  el  1  autre  oon\ergentes,  ont  séparénient  des  sommes 
fniies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à  des  limites  parfaitement 
déterminées,  où  la  condition  m  =  mr  ne  peut  jouer  un  rôle.  Mais 
il  n'en  est  plu>;  de  même  à  réi;ard  des  séries  >—>>—>  dont  les 
sommes  croissent  iiidétiniment  avec  m  et  //.  d'où  résulte  que  À  se 
présente  comme  la  dillerence  indéterminée  de  deux  infinis,  et  il 
s'agit  d'en  obtenir  la  valeur. 

Nous   représenterons  à   cet    ellct.    par  une    intéj;rale  définie,   la 

'  •     I        >  ■  III- 

série  — j [-  •  •  •  H-  —  ■  en  parlant  de  la  relation 


/     .r'fi-'  dx  —  - 


On  aura  etléclixemenl 

.1 


Lr'—^ 


-H T...—  —  =    /     f/a-(i -r- J" -^.  .  .-h  a;"'-')  =    /    ' 

'         ■"■  '"        -'0  .'0 

et  il  en  n'sulte  c[ue  la  dillerence  des  deux  séries  semblables 
2, — '  Z-t~  s  exprime  par 

r'    ,       1  — ./■"'             r^    ,       I  — ,r"            r'    ,      ,r"  — .r"' 
/     dx  —  —    /     dx =    /     dx  , 

et  il  s'agit  tle  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  j)osant 
m  =  i.i)/i,  et  faisant  n  infiniment  grand.  On  y  parxient  aisément 
par  cette  transformation  très  simple 


On  a,  en  elfet. 


'  1  —  X  -^  "  : 


,-^V 


/»"  /  -\ii  /  -\  (on 
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et,  par  coiiséqueul.  pour//  intiui,  I  inU'jiialc  hieii  <<juaue 


r 


dz —  I  fo. 


La  quanlilé  (iésii;iiée  par  À.  avant  ainsi  pour  \  alrur  /(o,  ne  s'éva- 
nouit qu'en  supposant  (o  ^  i ,  et,  dans  ce  cas,  ['('-(jualion  (  2)  de- 
vient 

'^'  I  T  )     _     1  I  1  __  I 

'^  (  j-  )         X        X  —  I         X  —  a       '  '  '       X  —  /// 


et  il  est  visible  qu'on  peut  reinjdaeer  les  deux  séries  infinies  par 
cette  seule  série  convergente 

O  (  X)  1  'IX  iX  'IX 

-i— = 1 ; i ,    -H  ...  H ; :,    -f-  .  .  .  , 

o(x)  X         x- I  X-  —  4  '■'"    —  ''' " 

dont  la  s(^niine  esl-cotTi.r.  Mais,  en  général,  et  en   laissant  entre 
tu  et  n  le  rapport  arbitraire  (■),  on  aura 

'■i  '  (  X  ) 

- — ==  —  CotTT.r  -H   /(jO, 

d'où 


/ 


ax  • ;=  /  siiiTix  -+-  xiM  -+-  consl., 

'■D(  X) 


et,  par  suite, 

rj{x)  =  Ce-^''''  simr.r, 

C  étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  |)articulier  d'indétermina- 
tion que  comporte  l'expression  1  I  -^  (  '  +  —  )  et  pourra  ser\ir  à 
faire  comprendre  le   fait   analogue  relatif  au    produit  doublement 

inlini   1  1  j?  (  1  -t-   ^^ — ;—  1   di)ut   la    \aleur   jiénérale   s'obtient    en 

J  J.  ani  ^  on  '  ^ 

multipliant  j)ar  une  exponentielle  de  la  forme  e^'^'+r'-'^+ï  une  valeur 
particulière,  déterminée  en  définissant  par  une  courbe,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les 
nombres  entiers  m  et  n,  en  les  faisant  croître  indéfiniment. 
Mais,  sous  un  point  de  vue  j)lus  général,  on  |)eut  se  demander  s'il 
existe  des  fonctions  unifcjrmes  et  entières  qui  aient  deux  périodes- 


I  ^8  (le  l    \  R  K  s     I>  K     C  M  A  R  I.  E  S     M  E  R  M  I  T  E . 

Tel  est  I  ohjfl  tlo  la  proposition  suivante  due  à  M.  Li(in\ille.  et 
dont  I  illustre  iicoinèlre  a  lait  la  liase  d  une  théorie  eoniplète  des 
fonctions  doiilileinenl  |)(''riodi(jues  (  '  ). 


IN     —  Proposition   de  M.   LiomiNe. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  unilornie  i(.r  ),  possédant 
deux  périodes  a  et  6,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante 
si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Par- 
tons en  elïet  de  l'expression  suivante,  de  toute  fonction  entière, 
uniforme,  ayant  pour  période  a,  savoir  : 

La  condition  l'(.r  -+-  h)  =  f(.r  i  donnera  l'égalité 

Vit:/.     ^       iTZ.i  ,T..>- 

,     A  ,„  e         "    e        "     =   >    A ...  e         " 


et,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  e  "  ,  on  trouve,  en 

intégrant  entre  les  limites  zéro  et  a. 

On  en  conclut  que  A,„eslnul,  car  en  supposant  imaginaire,  ainsi 
t[u'on  le  doit,  le  rapport  des  deux   [)ériodes  -,  on  ne  peut  a\oir 

e  "  ^  1  (pie  pour  la  seule  \aleur  m  =  o.  \,„  de\ant  être  sup- 
|)osé  nul  pour  toute  valeur  de  /?î,  sauf  ni  =  o,  on  voit  que  f  (^)  se 
réduit  à  la  constante  \.^. 

Cette  proposition,  aussi  simple  qu'importante,  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  à  deux  périodes  seront  nécessairement  des  trans- 
cendantes fractionnaires:  elle  rend  compte  a  priori  des  singula- 


(')  On  pourra  cnnsuller  sur  ce  sujei  l'OuvrcTf^e  de  MM.  Briot  cl  lînui|uet,  inti- 
tulé :  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  cl  en  particulier  des  fonc- 
tions elliptiques,  Paris,  Mallel-Bachelier. 
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rites  (|iie  |)rcs<'ut('  la  naluie  des  |)i<Hliiit>  (Imihleiiieut  iiilims 


n  ^ 


mn  -r-  nh 


et  montre  riiii|)()>sil)llil(''  de  donner  |)Our  origine  aux  fonctions  à 
deux  périodes  1  expression  plus  générale 

cp ( .r )  o(  ar  —  a )  '^ (  :r  —  laj'-s'.x  —  3a)... 

o (  X  -^  a  )  'y(  X  ^  /.a  t 'f  {  X  -\-  i  a  ) .  .  . , 

en  prenant  pour  'j(.r)  une  fonction  péri<jdique  entière.  Mais  ces 
expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions  à  double 
période,  nous  amènent  à  celles  qui  leur  servent  de  numérateur  et 
de  dénominateur,  et  c'est  à  ce  moment  qu'à  proprement  parler 
nous  entrons  dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques. 


Définition  des  fonctions  H(.r),  Hi:r<.  leur  expression  en  produits 

et  en  séries. 

Rien  n'est  plus  important  ni  |)liis  digne  d'intérêt  que  l'étude 
atlenti\e  des  procédés  par  lesquels,  en  |)artant  des  notions  anté- 
rieurement ac(|uises,  on  parvient  à  la  connaissance  d'une  fonction 
iKttnelle  qui  de\ieiit  l'origine  d  un  nouvel  ordre  de  notions  analy- 
tiques, et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  ne  devrait 
omettre  aucune  des  méthodes  découvertes  et  suivies  à  l'égard  des 
fonctions  S(x)  et  H(x).  Mais  ici  nous  n'en  indiquerons  que  deux, 
la  première  se  liaiil  naturellement  à  ce  (pii  jjrécède,  et  la  seconde 
de\ant  nous  permettre  de  donner  un  ajjerçu  sur  les  fonctions  ana- 
logues, mais  à  |>liisieurs  \ariahles  et  d'un  <jrdre  plus  éle\é,  qu'on 
nomme  fo /te  lion  s  abéliennes  ou  ultia-ellipt  irjaes. 


I.  —  Première  méthode. 

Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par  .lacobi 
dans  I  iuïmortel  Ouvrage  intitulé  :  Fundanienta  nova  iheoriœ 
ftinctionum  ellipticaruni,  et  nous  représenterons  les  quantités 
(jui   serviront  de  périodes   par   K    et    /K'.  i  désignant  y/ —  i.  Cela 


i4o  i*;ivKfc:.s   nK   ihaiu.  i.  s   hkkmite. 

posé,  en  désii;naiit  par  -(a")  une  lonctiou  eulière  ayant  pour  pé- 
riode 2K..  nous  considérerons,  au  lieu  des  «'xpressions 

o(x)  oi  X  —  îK'  ;  'f  (  .'•  —  îiK'  ). .  . 
(p(.r  -h  iK'  )  oiT  ^-  -liK'  ) . . . , 

que  nous  savons  ne  pouvoir  sers  ir  à  la  dt'linition  il  une  fonction 
entièrement  délerniinée.  la  sui\aute  : 

<îi(  j  )  =  'i  (  .r  -I-  t  K'  )  ®  (  j"  -i-  '{ «  K'  )  s (\r  -t-  5  i  K'  ) .  .  . 

u (  —  j"  -f-  t  K'  )  Ci  (  —  .r  —  î  / K'  l 'i (  —  .r  -h  5  /  K'  ) .  .  . . 

On  aura  d'abord 

*(./•  —  •>. K  »  =  *(-î')i 

et  Ton  trouAcra  ensuite  iniuiédiatement 

o{  —  X  —  iK'  ) 

^{x  -{-  -iiK  )  =  ^{x)  — .,,,,     • 

o{  X  -^  iK  ) 

On  n'a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique,  mais 
ce  nouveau  tvpe  d'expressions  conduit,  comme  nous  allons  voir,  à 
des  fonctions  parfaitement  définies  et  déterminées. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  2  K  pour  période 

o(j-)  =  I  —  e   •*  , 
ce  tpii  donnera 

Ci(  —  X  —  l  \\   \  --^ur-i-/k') 


'■j\  X  —  /  K 
Fa\  posant 


on  lrou\era 

o[x  -T-  (im  -^  it  iK'  \-^\—  X  -^  {  im  ^  i)  iW 

=  I  —  9,^-'"-^'  ces   -^ H  y* 

IV 

et.  par  >uile, 

<J>(  X  )  =  /  I  —  >q  cos  '-"  -  -H  ^■-  ) 

X  (i  —  iq^  cos  ^ q'^)  (1  —  9.75  ,-os   —  -j-  7'"  j  .  .  .  . 

Or  il  suftit  <pie  le  module  de  f/  soit  inférieur  à  riinit»'   |)our  que 
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ce  produit  représente  une  fonction  coinplèleinent  définie  et  déter- 
minée, car  la  dérivée  lo^arilliinlcjuc  donne  cette  série 

y , 9l , r 


\  —  iq  co%         -+- ^  I  —  2</3cos-p — ^  q^        i  —  29»  ces -^^ -t-<7'" 

y  K  K  K 

qui,  dans  ce  cas,  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la  va- 
leur réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  A,  nous  poserons  avec 
Jacobi 

ou  bien 

^  /iKx\ 

0  1  ——  1  =  A (  I  —  iq  cos  IX  ^  q-  ) 

X  (  1  —  iq-^  co^ix  -\-  q*''  )\i  —  9,^0  cos -2^7  -i-  ^ '")... . 

C'est  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle  vé- 
rifie les  relations 

i     %{X  -t-  2k)       —  Hix), 

^  ^{x -^iiW }  ^ —  h(x)e     ^  , 

qui  servent  de  base  à  la  théorie. 
En  second  lieu,  soit 

Hix)  =  —  iHix  -r-  iW  )e*^  , 

on  trouve  immédiatement  les  relations  toutes  semblables  aux  pré- 
cédentes 

«H(x-!->K)    =  —  Hix), 

'    H  (r  ^  2il\'  )  =  —  Hi  X  )  e     ^  , 

et,  pour  l'expression  développée,  la  formule 

,,  /  -iKx  \        .       i  -    . 

H  1  I  =  A.2  \  q  ?,\nx{i  —  iq-  co'six  -^  q*  ) 

X  (l  —  iq*  C0S2.r  -^  q^  ){i  —  iq'^  cos 2 a-  -H  </'*>.  ... 

C'est  la  seconde  (fc   nos  fonctions  fondamentales;   en  la  divisant 
par  la  première,  on  obtient  une  fonction  à  double  période,  car,  à 


i42  c*:i  viu:s   i>k   ch.vki.ks   iikhmite. 

1           I     •              X              \    I               •          Il  (  .r  )        .   ,.  .  ,. 

(';m>c  ties  rolalioiis  (  i)  ol  (•>.),  le  (iiiolicul salisl;iil  aux  condi- 

^  -  '  H  (.ri 


lions 


Faisons  enfin 


c'esl-à-tlire 


11  (  37  -+-  9.  K  )      _  _  Hjxj 

e(j--i-viK)     ~         Bit)' 

H(3-f-4K)     _       H(j-) 

e(.r-H4K)      ~         B(.r)' 

H(a7-H  V.  t'K')  _        Uix) 

bi(a-j  =  e  (./•  -4-  K), 
Hxix)  =  ll(ar-i-  K), 


6,  I  -^^  1  =  A(  I  H-  9.<7  cos>..r  -+-  grî) 

X  (  I  -(-  2^^  CtiS-2:?'  -r-  ^•')  (  I  -i-  ■'.  ^*  COS-iJ'  -H  g''"). 

Hi  I  )  =  A'2  \  q  ciis.r(i  -f-  •i.q^  cos2ar-f-  q*  l 

X  (l  H-  V-Çri  cos-aj-  -r-  <^^  )  (l  -f-  9.^»  COS2J7  -+-  ^'2  j 

Ces  deux  nouvelles  fonctions  conduisenl  aux  relations 


,    e,  (.r  —  '^K)    =       Bi(a7), 

(3)  ^  _iiî, 


■/K'i 


.    H,(.r  -^  -.iK)    =  —  H,(.r), 

(4)  .  -i5,..-v,K', 

'   li,( a- H- '2tK')  =       H,(j-;e     i^  , 

de  sorte  que  les  (luotienls  — ,  -— — -  seront  <'neore  des  ion(;tions 

T  1  6(3")       S(ar  ) 

à  (louhie  période  qui  se  lient  (  liacune  à  la  précédente  à  peu  près 
comme  le  sinus  au  cosinus,  el  complètent  le  système  des  trois 
nouvelles  transcendantes  dont  lé-liidc  constitue  la  tliéorie  des 
fonctions  elli|)tiques.  Nous  allou>  les  retrouxci"  sous  une  forme 
analytique  différente,  qui  les  rattache  aux  transcendantes  ultra- 
elliptiques à  plusieurs  \arial)les  et  à  pi-iiodicité  multiple.  Mais 
celte  première  méthode  a  l'avantaf^e  de  doinK-iTmmédialement  les 
racines  en  noiidn*;  infini   des   é;(|ualions  transcendantes  qu'on  oh- 
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lient  en  égalant  à  zéro  chacune  de  ces  fonctions,  savoir  : 

6   (  a"  )  =  o,  a-  =  2  /«  K  ^-  (  >  /«'  -T-  I  ;  t  K' , 

H  (  j" )  =  o,  X  =  i/nK  -*-  1  m' i  K', 

01  (  ar  )  =  o,  T  —  (ini  -r-  I  )  K  -f-  (  2  m'  -t-  r  )  «  K', 

H I  ( ar  )  =  o,  a"  =  (  2  m  -I-  I  )  K  -r-  2  m' f  K' , 

/«  et  m' désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Aux  diverses 
relations  fondamentales  que  nous  venons  de  donner,  nous  join- 
drons encore  celles-ci,  dont  il  est  souvent  fait  usage, 

Q  (ûT  -\-  iK  }  =  i\{{x)e    ''^  , 

W  ix  ^  iK:  )  =  i(d  {x)e    ''*' 

Hi(x-hiK)='âi{X)e    *•* 

Enfin  nous  remar([uerons  que  ces  fonctions  ne  changent  point  en 
v  remplaçant  x  |>ar  /.x,  K.et  R'  par  ).  K  et  aR',  de  sorte  qu'on  peut 
particulariser  lune  des  périodes,  prendre  par  exemple  K  =  i ,  car, 
de  ce  cas  spécial,  on  reviendra  immédiatement  à  nos  expressions 
généi'ales.  Mais  c'est  une  particularisation  ditî'érente  de  celle-là 
que  nous  aurons  à  mettre  en  usage,  et  dont  nous  parierons  lors- 
qu  elle  viendra  naturellement  s  otVrir. 


il.   —  Deuxième  méthode. 

La  proposition  de  M.  Liouvdle  consistant  en  ce  qu'une  fonction 

uniforme  entière  ^A,„  e        "  ,  qui    admet  la  jjériode  ir/,  ne  peut, 

sans  se  réduire  à  une  constante,  admettre  une  autre  période  /v, 
conduit  naturellement  à  rechercher  Texpression  analytique  des 
fonctions  à  double  période  sous  la  forme  fractionnaire 


A,,,  e 


1 


ITC. 
i  m 

B„,  e 


li4  (KIVRKS     DK     (IIVRI.  KS     UKRMITK. 

Essayons,  d'après  cela,  de  dolenniiier  A,„  et  B„;  par  la   ('(Uiditidii 

y  2  ni X^  ■-  '"  —  l.»-f-  /' 


y„  î  m  -1^  V^  ,,  2  /«  —  i.i  -(-  /' 

6  désignant  la  seconde  période.  Faisant.  pi>iir  abréger, 
il  \iendra.  en  chassant  les  dénominateurs, 

i  —  n    |—  l>  /Tî.i    ;7t  , 

et  dans  cette  nomelle  égalité  les  coeHicienls  d  une  même  expo- 

2  a 

nentielle  e  '  "  devront  être  égaux.  Or  on  reconnaît  immé-diate- 
ment  que  ces  coellicients  seront  les  séries 

-H»  -t-x 

y     Aa_,„B„,q-^"'      et       Y    A^-,,,  B,„  q^'!^   "'\ 
•^^^  /Il  •^■"  //i 

—  oc  — ae 

de  sorte  qu'en  mettant  pour  un  instant  n  au  lieu  de  m  pour  indice 
dans  le  terme  général  de  la  seconde,  on  sera  conduit  à  cette  égalité, 
qui  devra  avoir  Heu  quel  que  soit  a  : 

y    Aa_,„B,„ii-"'=y   A,^_„B„q2(ix-,,). 


Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  incon- 
nues \„i  et  B,„  dans  toute  leur  généralité;  aussi  nous  bornerons- 
nous  à  cherciier  cette  solution  qui  s'offre  d'elle-même,  et  qui  con- 
siste à  obtenir  l'égalité  des  séries  en  les  rendant  identiques.  INous 
poserons  donc 

et  nous  imaginerons  que  n  soit  exprimé  en  fonction  de  m,  de 
manière  que  ces  deux  quantités  puissent  représenter  en  même 
temps  la  série  complète   des  uombrcs  entiers.   C  est  ce  qu'on  ob- 
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liendra  en  faisant 

n  =  m  -\-  k, 

k  élanl   entier,    et  après   avoir   écrit    réi^iiliu;    précédente   sdus   la 
forme 

A  [A  -  /n  B  „ 

Il  2  a  -  «  ;  A  il  2  «1  R     ' 

on  trou\era  ainsi 

Au.— w;  B,„^./, 


Mais  devant  satisfaire,  quel  que  soit  jj.,  à  cette  condition,  on 
pourra  poser 

u.  —  m  —  A=  ni , 

m'  étant  entièrement  indépendant  de  m.  ce  qui  donnera 

A,,;'^/;     _     B,„^^. 
q--"«'A,„.  ~  q-""B„,  ' 

d  où  Ion  \oit  que  chaque  membre  est  une  quantité  constaiate. 
Ainsi  les  fonctions  inconnues  A,„  et  B,„  sont  deux  solutions  de  cette 
même  équation  aux  dillérences  finies 

=  const., 


t\'"'z 
dont  1  intégrale  générale  est 


m- 

=  nT 


Oim 


a  dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  a„i  devant  \é- 
rifier  la  condition 

Cette  quantité  a  peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira  pour  la 
retrouver  de  changer  dans  la  fonction  x  en  ^  -i-  ,3;  nous  la  suppo- 
serons égale  à  zéro,  et  nous  prendrons  pour  A,„  et  B„j  les  \aleurs 
suivantes  : 

in- 
B,„  =  b,n  11^   , 
H.  —  II.  lo 
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les  quanlilés  a ,n  el  h„t  \érilianl  les  coiidiUons 


Ainsi  en  taisant 


*(.r  )  =  >      rt„,  q  ^  e' 


in  -  I  T.  .r 

1  .  *  i'  .r  )  , .  .  , .  ,.  .  111 

le  (luotienl sera  I  expressiim  u  une  [Dnctinn  ilonhlcinenl   pc- 

riodique,  donnée  par  notre  analyse,  et  il  s'agit  niainlenanl  d  «'■lu- 
dier  de  plus  |)iès  ces  séries  remarquables  aux(pielie>  nous  sommes 
conduit  pour  le  numérateur  et  le  dénominateur. 

En  premier  lieu  t?l  relatixement  à  la  conNeriience,  si  Ion  sup- 
pose, comme  nous  Taxons  fait  déjà.  !••  inodulf  de  i]  inférieur  à 
l'unité,  le  nombre  entier  A"  qui  demeure  arbitraire  de\ra  évidem- 
ment être  pris  positif;  mais,  cette  condition  admise,  les  deux  séries 
considérées  comme  procédant  suivant  les  puissances  quadratiques 
de  i\  |)résenteront  pour  toutes  les  \aleurs  réelles  ou  imai;inaires 
delà  variable  la  convergence  la  j)lus  rapide,  et  dont  aucun  exemple 
n'axait  encore  été  donné  en  Analyse.  En  second  lieu  et  pour  saisir 
de  quelle  manière  se  réalise  la  double  périodicilt'  dans  le  quo- 
tient, changeons^  en  x  -\-  h.  par  e\em|)le.  dans  le  numérateur.  On 
trouvera 

m-  i  1Z  , 

\^  —      im — (.r+Ai 

<ï>(>r-i- 6)  =    >  <7,„il ''   e       "  , 

ou  bien 

m-  ît:  > 

^ri  — r-  i  III       i  III  

*(  .r  —  b  )  —   >  a„,  ù  '■  e        "    , 


I'" 


en  ayant  égard  à  la  \aleur  de  i]  ^e  "  .  Mais  dans  le  terme  gé- 
néral il  est  permis  de  remplacer  m  par/» — k,  puisque  l'indice 
doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  — xà  -h^;  on  trou\e 
ainsi  et  en  faisant /^/„;_a=  ^//„, 

m—k-  iTZ.f 

y--  -t-2im— /.I      2im— /ri  

-   .  «ml  ^  " 

'"■ 

=  q-^  e 
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de  sorte  que  la  série  primitive  ^(x)  se  reproduit  eu  facteur. 
Nous  écrirous  cette  relation  fon(iainentale  sous  la  foiaie  suivante  : 

^( X  -\-  b)  =  <i>(.r)e       "  , 

et  en  observant  quelle  a  été  obtenue  sans  rien  supposer  sur  les 
coefficients  arbitraires  a,„,  nous  y  joindrons  celle-ci  : 

n(x  ^  h)  =  n(x)e       " 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à  quoi  tient  la 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  'P(x)  et  H  (x). 
Chacune  d'elles  admet  la  période  a,  et,  lorsqu'on  j  change  x  en 
X  +  b,  elles  ne  font  qu'acquérir  un  même  facteur  exponentiel  qui 
disparait  par  la  division  (  '). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nondjre  entier  k 
qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénominateur  k  constantes 
arbitraires  d'après  les  relations 

0^m-\-k  ^   ^ ini  t>  1,1^1^  -:=  b „i. 

Mais  nous  devons  dès  à  présent  remarquer  qu'il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  conditions 

<ï>(a7  H-  a)  =  <ï>(a7), 

<^(x  -^  b)  =^{x)  e       "  , 

par  d  autres  fonctions  unifornies  entières,  (jue  parla  série  précé- 
dente. Qu'on  fasse,  en  etfet,  pour  se  placer  dans  cette  hypothèse 
en  vérifiant  la  première  de  ces  conditions, 


<^(^x) =yA, 


2  in  ■ 


(')  Datis  le  cas  où  k  est  uti  nombre  pair,   on  remarquera  la    relation  suivante. 
Faisons 

m-  lit  J- 


<P,Ax)  =7  a 


Ia'I 


fonction  qui  ne  diiïère  de  *l>(a7)  qu'en  ce  que   les    constantes  arbitraires  a„,  sont 
disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 


^\x^ — l=<t>u(x)e      2« 


I  ^  s  IIE  r  V  R  E  s     DE     r.  H  A  K  L  E  S     11  K  H  M  I  T  E  . 

un    |)luli'>t 

m-  I  ~  .»■ 

\'  -r     -  '" 

il  viendra,  en  substituant  ilans  la  seconde  égalité  et  en  comparant 
les  coet'ticients  d'une  inènu'  exponentielle.  o„,^/<  =  a,,,,  \\ant 
d'aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  clans  une  courte  digres- 
sion de  dire  quelques  mots  d'une  généralisation  aussi  remarquable 
qu'importante  des  séries  que  nous  venons  de  rencontrer. 


III.  —  Aperçu    sur    les  /onctions   de   plusieurs   variables 
à  périodicité  multiple. 

Une  fonction  1  i^r,.  x-, v„)  de  n  variables  peut  être  pério- 
dique non  seulement  par  r.ipport  à  chaque  variable  considérée 
isolément,  mais  par  rapport  à  leur  ensemble,  lorsqu'elle  \éri(ie  une 
condition  de  cette  forme 

Sous  ce  point  de  \ue  jilus  général,  on  a  d'abord  cette  proposition 
qu'une  fonction  uniforme  de  ii  variables  ne  peut  admettre  plus 
de  2/1  périodes  simultanées  (').  Mais  il  est  extrêmement  remar- 
quable et  c'est  à  M.  le  D'  Riemann,  de  Giiitingue.  qu'on  doit  cette 
belle  découverte  analytique,  qu'à  l'égard  des  fonctions  uniformes 
ou  bien  déterminées,  les  a /«périodes  simultanées  ne  peuvent  être 
des  quantités  données  a  priori,  et  indépendantes  les  unes  des 
autres,  (hi'on  forme,  en  ellet.  avec  n  périodes  simultanées  conve- 
nablement choisies  : 

rti,     ao,      ...,     an. 

ùi.     bo.      ...,     b,., 

ê'u      gl-,       •••!      ^'n 

les  n  fonctions  linéaires 

X,  =  a^xx—  bix^_—..  .-^ g-iXn, 


X„=  a„J-,  -^6„J"2-r-.  .  .-T-^„J"„. 


(  '  )  Si  elle  est  cnlière,  elle  n'en  peut  udmetlie  plus  Je  n. 
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En  posant 

f<  Xi.  Xo X„  )  =  F(.ri,  Xi,  , . .,  x,i), 

on  aura  une  fonclion  Iransformée  .slni|)lenif nt  |)('n(i(li(jiic  par  rap- 

pijrt    à   chaque    variable,    mais  qui   conservera  n   autres    périodes 

simultanées,   et  c'est  à  leur  égard  que  se  manifeste  dans  toute  sa 

simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer.  Représentons-les 

par 

A,,     A,,      ...,     A„, 

B,.        B.2 B,;, 

G,.     G, G„. 

La  proposition  de  M.  Pvieniann  consiste  en  ce  que  les  termes  de 
ce  Tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  dia- 
gonale A|,  B^,  .  .  .,  G„  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires 

Ai^r,  —  Ao-r,  -^.  .  .-r-  A„ir„, 


Gi^^i  ^  G^x-i  — . . .—  G„x„ 


sont  les  dérivées  partielles  dune  même  forme  quadratique  à  n  in- 
déterminées. 

\  oici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux 
fonctions  à  double  période,  et  (|ui  (lonnent  l'expression  analy- 
tique des  fonctions  analogues  à  n  variables  et  2/1  périodes  simul- 
tanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d'être  question 
par  '-p("Ci,  -i'-':  ■  • ..  Xu)  et  posons 

ITZ 

^ri  2/ 7:  im,.c,-i-/n,..>,-i-.  ..IH — j-y  m,.m5. ..) 

'^(Xi.x, x.,)=ya,„^,,„^,.,,e  '   '  ^  ' 

le  signe  7  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  — ce  à  -i-x) 

des  n  indices  ^n^,  in^.  ...,  /;?,,,  et  le  coefficient  constant  a„^^„ ,,„^ 

étant  assujetti  à  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur  lors- 
qu  on  augmente  du  nombre  entier  A"  l'un  quelconque  des  indices. 
Cette  fonction  est  é\idemment  périodique  à  l'égard  de  chacune 
des  variables  considérée  séparément,  et  voici  la  propriété  fonda- 
mentale qui  la  rattache  aux  séries  elliptiques. 


I  no  ()E  r  V  R  K  s     DE     C  II  A  ru.  E  s     H  E  R  M  I  T  E  . 

Désij;nons    par  </,,    a.>.   ..  .,  (1,,,  n  iioinhrt'S   enliers  arbitraires, 

on  aura 

_^  /  I    rfto  I     rfcs  \     do 

\  "i.  (iax  y.   da-i  i  da„ 

=   *(3",,  3^2,    .  .  .  ,  .r„)  e-*'Tïl2"f'',-t-2«j.ra-t-...-l-Ç(f(,,^i,, ...)), 

Celte  relation  ne  contenant    pas  les  constantes  fi,„    ,„ „,  .  une 

autre  série  n(j?,,  x-i-,  •••■,  x,,)^   où  ces  constantes  auront  des  dé- 
terminations difft'rentes,  donnera  de  même 

„  ,  i    d--f  I    d-i  i    dsi 

n  I  X,  H -^  ,    Xi-^  -   -j-^  ,     .  .  . ,   x„  H j-i- 

•1  da\  •).  da^  2  da„ 


=   n(j",,    X-2,    .  .  .,    3-,,  )  e-'"«[-"i  '■i-^2<^.r,-u...+  ç(rt,,rt; 


Il  ,       ,  1  ■  4>(  :ri.  ./-.i,   .  .  . ,  .r„  ) 

Il  en    résulte  (iiic   le   (luolieiit — représentera   une 

'  '  II  (.r,.  .r.,,   ...,  x„)       ^ 

loncti(jn  de  n  \aiial)les  -Ain  périodes,  //  d'entre  elles  égales  à 
I  unité  et  apjiartenanl  séparément  à  chaque  variable,  les  n  autres 
étant  les  termes  du  Tableau  dont  on  a  déduit  la  forme  (juadratique 
C2(x,,  .^2,  ...,  x„).  Elles  résultent  etlectivemenl  des  é<;alités  pré- 
cédentes, en  j  supposant  successivement  nuls,  sauf  un  seul  qu'on 
prendra  égal  à  Tunité,  les  nombres  enliers  «,,  a^-  •  •  ••  (^n-  Nous 
voyons  aussi  figurer  dans  les  séries  un  entier  k  dont  dépend  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  or  ce 
nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la  condition  suivante,  dont  la 
découverte  appartient  encore  à  M.  Riemann,  sera  remplie. 
Soit 

yO|,       Pu       ■■•■,      Pn^ 

7ii     fji-     ■■■■>     '/«' 


un  système  de  n-  constantes  arbitraires,  il  sera  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  fonctions 

f(a7,-i-/?l,     X2-i-p.2,     ...,    Xn-i-pn), 
({X,-h  qi,    X,^  (/2,      .  .  .,    X„-h(/„), 


f(a?, -^-  .V,,    .To -+-  s,,    .  .  .,  x„ -i-  s„), 


égalées  à  zéro  ou  à  l'infini,  n'admettent  qu'un  nombre  fini  et  limité 
de  solutions  qu'on  ne  puisse  réduire  les  unes  aux  autres  en  ayant 
égard  aux  périodes. 
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C'est  à  G'ipel  et  à  .M.  Rosenliaiii  qiiesl  due  la  première  notion 
des  séries  dont  nous  \enons  de  parler,  et  leur  ap[)lication  dans  le 
cas  de  deux  variables,  à  lexpression  des  fonctions  inverses  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  du  cinquième  ou  du 
sixième  degré.  M.  Weierslrass,  dépassant  de  beaucoup  les  résul- 
tats obtenus  par  ces  deux  illustres  analystes,  résolut  dans  toute  sa 
généralité  à  laide  des  mêmes  séries  le  problème  de  l'inversion  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  de  degré  quelconque. 
Après  lui,  en  sui\iinl  une  \oie  toute  différente,  M.  Riemann 
parvint  aux  mêmes  résultats,  et  c'est  dans  le  champ  plus  vaste  en- 
core des  transcendantes  à  dillerentielles  algébriques  quelconques 
que  ces  deux  grands  Géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en 
même  temps  la  solution  du  problèjne  si  général  de  l'inversion  des 
intégrales  de  fonctions  algébriques  quelconques,  l'une  des  plus 
belles  et  des  plus  importantes  questions  qui  se  soient  jamais  offertes 
en   \nalvse. 


l\.  —  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de  produits 
infinis  et  de  séries  des  fonctions  Q  et   H. 

Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et  l'ana- 
logie des  séries  qui  donnent  l'expression  des  fonctions  doublement 
périodiques  à  une  seule  \ariable,  et  de  celles  qui  conduisent  aux 
transcendantes  abéliennes  les  plus  générales.  Mais  le  cas  le  plus 
simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclusivement  est  le  seul  où 
ait  lieu  une  décomposition  en  facteurs  que  ne  comportent  aucune- 
ment les  cas  les  plus  généraux  où  les  séries  renferment  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  variables.  Le  rapprochement  de  ces  deux 
genres  d'expressions  se  présente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces 
relations  qui  ont  été  précédemment  données  et  que  nous  réunis- 
sons ici  : 

ir.  ... 

ki    (x-\--i]\)=       yi    (X),  «(a7-i-itK;  =  —  *d   { x }  e     •*  , 

(—         .... 

—  !.»■-(-(  h  ) 

H  {x  ^  îK)  =  —  M  (x),  U  {  X  -^  1  iK' )  =  —  H  { X )  e     «^  , 

/  ~        ... 
Wi  (ar-f- iKj  =       H,(j:),  01  (a? -I- ■>.  t  K  )  =       *ix(x)e     •*  , 

Hi(a: -f- 2  K)  =  —  Hi  I  .r  ),  \\i(  x -^  liVJ  )  =       V{x{x)e     •» 
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Coninu'  on  a  évidcinmont 

e(j~ -+- 4  K)  =  H(5-).         H(a-H- 4K  )  =  H(r), 

on  \olt  (|uc  les  fonctions  (r)(x)  et  H(j7)  satisfont  toutes  deux  à  ces 

ct)n(litions 

<î'(.r-+-4k)     ^  <ï>(.r), 

-rr  i.i--f-/k') 


'i>(x  -i-  2  i  K'  )  —  —  <f>  (  .r  )  e 


et  les  fondions  fi,(j7)  et  H,(.r)  à  celles-ci.  pour  une  raison  sem- 
blable, 

4>(x  H-  4  K)     =  *(^), 


....  ^  11' -h/ RI 

^ (x  -h  2 l  W  )  =  ^ {  T )  e      ■* 


Mais  ce  sont  précisément  celles  que  \érifie  l'expression  générale 

y-      2  m 
a  ,1,  (\  ''  e        "   , 

lorsqu'en  supposant  le  nombre  k  éjj;al  à  2,  on  prend  pour  périodes 

a=  4K, 
b  ^  0.1  K'. 

Les  constantes  a,„  se  réduisent  alors  à  deux,  a^  et  r/,,  et,  comme 
elles  suffisent,  ainsi  que  nous  l'avons  étaljli,  à  représenter  la  solu- 
tion de  ces  écpiations  la  plus  générale  par  des  fonctions  entières, 
en  leur  attribuant  des  valeurs  convenahles,  les  fonctions  0,  (^x) 
et  H,(j?)  seront  données  par  la  série 


m-  I  IL  > 


q"'-e 


Cette  df'terniination  n'sulle  (Tailleurs  immédiatement  des  condi- 
tions 

01  (x  -h  iK)  =  Bi(a7), 

H,(a?-i-'.  K)  =  —  11,(37); 

on  remarque  en  eflet  que  les  séi'ies  cpii  mulliplit-nl   r/,,  et  /7,    véri- 
fient  respectixement    la   première   et  la    seconde,  de  sorte  (|u'on 
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y.,     -'  "'  — r- 


i  2«i  -H  1  - 

.2«;-l-li 

q       *       e 


en  désignaiil  par  a  et  ^3  des  quantités  constantes.  Si  Ton  remplace 
les  exponentielles  par  les  lignes  ti-igonoiuélriques  et  la  variable  x 

par     _  '  ^  on  obtiendra  ces  dévelop|)ements  remarquables 

a  Hi    (  I  =  I  ^  27  ccyf.iT  -^-  iq*  cos  4  a-  ^  iq^  cosbJ'  -t- .  .  . , 

3  H,  (  — — —  j  =  ay  ^y  cosx  -î-  1  \  q'^  cns  i  r  -h-  2\'  q-''  cosjr  -f-. .  . . 

En  y  remplaçant  x  par  x  -r-  -  »  on  en  déduira 

aH   (  —^ —  \  —  \  —  iq  co^ix  -+•  -iq'*  cos4  or  —  t.q^  cos6.r  h-  .  .  , , 

P  H  (  )  =  "^  y 'J  *in a"  —  2  y  ^^  si n  i  :r  -r-  2  y  ^^-^  si  n  5  ^  —  .  .  . . 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  relation 

i2.«--l-(K  ) 

on  trouvera  que  les  deux  constantes  a  et  ^i  sont  égales  entre  elles. 
Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  infinis  des  relations  d'i- 
dentité extrêmement  dignes  dintérét,  et  auxquelles  bien  d'autres 
méthodes  pourraient  conduire.  Jacobi,  le  premier  auteur  de  leur 
découverte,  et  M.  Caucby,  en  ont  donné  plusieurs  qui  sont  tout  à 
fait  élémentaires,  mais  c'est  surtout  la  suixante  qui  appartient  à 
M.  Cauchy,  et  présente  ce  caractère  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Considérons  a\ec  l'illustre  Géomètre  le  polynôme  entier  et  fini 

»  (  2  )  =  (  l  -I-   3  )  (  [  -,-    (y  3  )  (  I   -)-  gr2  -  ( .  .  .  (  I  _  qn-\  ^  ) 
=   I  H-  Al  5  -H   Aj  ;-  -T-  .  .  .  -r-  A,.,  Z"  . 

La  relation  identique 

(  I  -i-  3  )  'i (  ^:;  )  =  (  I  -f-  </"  -3  )  'f  (  3  ) 
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donne  cette  suite  d'éf;alités 

A,(i  — y)  =  I  -  q". 

Aî(l— r/M=  \i(f/  -q"), 
\3(l-q^)=z\,(qi-qn), 


d'où  l'on  déduit  immédiatement 

'_!irii'  (,  _  ««  Hi  -  7"-'  ). .  .(I  — a"-'-*-') 

A  .   ^^   0         '2  i i t . 

(I    —   y    I  (   1   ^  -    I  .   .  .  (   I  Cj'   \ 

Cela  posé,  nommons  un  instant  <ï>(  ;  )  ce  que  devient  '■p(^)  en  y 
remplaçant  q  par  q-,  n  par  j-n  et  r  par     J^_^  •  Si  l'on  fait 

<I>(^)=  I  -i-aiS-^-aiC'-H...-!-  ao,,--", 

on  trouvera  aisément  a/  au  moyen  de  A/,  et.  en  introduisant  n  +  i 
pour  indice,  on  aura  cette  expression 

_  „,.-„.  (i-y-"'(.-y-"-^)...(.-y^"-^'^--) 

Le  nombre  entier  /  doit  être  regardé  comme  recevant  toutes  les 
valeurs  de  —  /«  à  H-  /<,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple  aux 
valeurs  positives,  car  on  vérifie  sans  peine  la  relation 

il  en  résulte  pour  ^^{z)  cette  forme 

-1-  a„-H2i5""  ^-i-  2"-^-)-»-.  . .-+-  a2„(  I  -+-  c2'»), 
ou  encore 

L  a«  3„  J 

Mais  revenons  à  la  valeur  de  4>(c)  sous  forme  de  produit,  et  ob- 
servons d'abord  qu'en  remplaçant  </  par  (j-  et  n  par  m  dans  '-p(2j, 
il  vient 

(\  -^  z){i-i-  q^z){\-\-  q* z).  .  Al  -r-  y*"-^;:) 
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de  sorte  qu'en  mettanl  en  dernier  lieu     ,^   ^  au  lieu  de  z,  on  Irou- 

X  f(i  -^  c/z)(l-^  q'-'z).  .  .(i  -^  r/  =  "-'5jJ. 

Or  on  peut  écrire  autreiuenl  les  facteurs  du   premier  produit,  en 
remarquant  que 


I 

9         V 


r     ^1 

Z  Z     ,  7' 

I  —  —   —  —A  \-^  ^— 


cela  donne  pour  ^iz)  cette  nouvelle  valeur 

*<-=p(-f,K-Ç)---(-^) 

X  (  1  -+-  7-  I  (  1  —  ^-'S  ).  .  .(  1  -T-  ^-"-'5). 

Telle  est  la  l'orme  de-linitix  e  du  produit  de  facteurs  dont  nous 
avons  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  En  faisant, 
pour  abréger, 

q  •ifi 

c"est-à-dire 

I  —  q'*"  )  (l  —  ^'«-2  I.  .  .(  I  —  q'^"^'^  ) 


5^„  = 


II,  = 


il  —  q-^jd  —q\)...i  i  —  q-^" ) 
(  I  —  q-"  MI  —  «7 '"-2  )...(!  —  fyi'i-ii-i-l  ^ 


(  I  —  q'^"^-  )  {  I  —  q-''^'  )...([  —  qi't-^'ii  ) 

1  identité  algébrique  que  nous  \enons  d'obtenir  s'écrira  ainsi 


{\-^qz)n^q''^z)..A\-^  q'^"-^  Z) 

et  par  suite,  en  faisant  z  =  e-''", 

(l  -r-  iq  cos/a?  -i-  ^2;  (  I  -t-  a^r-*  cosi^r  -H  </'')...(  i  -H  iq'-"-^  cos-ix  -)-  q^"~'^ ) 
=  ^„(  I  H-  iUi^  cos-2:r  ^  iiXiq*  cos4:f  -h.  .  .-t-  -za/jf/""  cosanar;. 
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Or  on  a  pour  //  iiilini 

I 


Il/  =  I , 


et  litleiillté  algébrique  fournit  rimportante  proprii'-té  de  la  Irans- 
cendante  0,(j"),  exprimée  par  la  relation 

(i  -\-  iq  cos2a7  -h  g-}  {i  -\-iq'^  cos-2^  H-  ^*  )  (  r  -t-  2  y»  cos2J7  -1-  ^'o).  .  . 
I  -+-  xq  ç.ç>?,ix  -*-  iq'*  cos43*  -+-  ^q^  cos6.r  h-  . . . 
(1  —  (/-  I  (  1  —  q'*)  (I  —  (/'■)... 

Ce  résultat  nous  conduit  à  préciser  complètement  la  définition 
première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions  B(j7),  H(j;), 
0,(a^),  W.s{x)^  eu  les  représentant  par  un  produit  de  facteurs 
affecté  d'un  coefficient  A  resté  jusqu'ici  arbitraire.  Nous  ferons 
désormais 

et  nous  aurons  de  la  sorte 

01  1  — ^ —  )  =  \  -\-  iq  ç,o%'i.x  -f-  'xq*  cos4^  -i-  5t^'  cosGa:"  +.  .  . . 
En  partant  de  là  et  à  l'aide  de  la  relation 

on  aura  ensuite 

H I  (  "  _      j  =  2  y q  cos  3:  -H  -2  ('  y^  cos  3  a-  -i-  -2  {^7-^  f'os  5 .r  H- .  ,  . , 
et  ces  deux  formules,  en  y  changeant  j:^  en  x'  -h  —  •  donneront 

H   (      _      I  =  I  —  i.q  C0S2:r  -1-27*  cos  4  3"  —  iq^  cos  6^7  -t--  .  ., 

1  iY^X\  i,  -    .  -.-;:•.,  W-TT    .     - 

H     — -^1^  1  =  'f\i  g  siiij:*  —  2\  f/J  siii  ).r  -(-  2  y  7     si  10  t  —  ... . 

Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  inlinis  et  de  séries  les  trans- 
cendantes dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 
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Des  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre  parmi  une 
infinité  d'autres  les  fonctions  h.   H.  etc. 

Cr  puiiil  toLJcIic  à  la  plus  belle  pailie  de  la  lliécjiie  des  luiielions 
elliptiques,  à  la  théorie  de  la  transformation,  que  les  bornes  de 
cette  Note  ne  nous  permettent  point  d'aborder.  Mais,  indépendam- 
ment de  leur  intérêt  propre,  les  formules  que  nous  allons  étal^lir 
et  qui  donnent  cette  transformation  spéciale  des  fonctions  0, 
H.  etc.,  où  I  on  remjdace  1  une  par  1  autre  les  quantités  K  et  /K', 
nous  seront  indispensables  plus  tard,  et  nous  devons  d'autant 
moins  les  omettre  qu'il  est  extrêmement  facile  d'y  parxenir, 
cijinme  on  va  \oir.  D'ailleurs,  on  sera  mis  ainsi  sur  la  voie  de  la 
recherche  analogue  et  plus  générale,  où  l'on  remplace  K  et  iK 
par  mK-i-ni  iK',  /iK.  —  /t'f  K',  /n,  m',  n,  n'  désignant  des  nomijres 
entiers,  et  qui  constitue  le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Dans  le  cas  où  mn' —  m' n  r=  i ,  on  est  amené  à  ce  que  Ja- 
cobi  nomme  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions 
0,  H,  etc.  ;  mais,  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que 
nous  allons  établir  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  qui  méritent 
d  être  particulièrement  distinguées.  Posons 

7t.»- 

r,  {  X  )  =  e' ^'>''  H  (x), 

TZ.r- 

h,(x)  =  eî"^'  ei(x), 
■r,i(x)  =  e^^^  H,  (a:), 

on  verra  immédiatement  correspondre  aux  relations  fondamentales 
propres  aux  fonctions  0.  H.  (-),,  H,,  à  sa\oir  : 

«  (.r  —  K  I  =  e,  {x), 
H  (j"-t-  Kj  =  H,(a^j. 
ei(x  -^  K)  =  e  (x), 
HiJT  —  ki  =  —  H  (07). 


(a) 


(6) 


■  ■•.,  ... 2.v-i-iK'l 

b   (x -^  iK  )  =  iH{x)e    ^"^  , 

.      ,  .  —   -''. '2.»--f-/ Kl 

H  (  X -T- iK  )  —  iB  (x )  e    *'^  , 

'  ~  .  f 

Oi  (ar-i- i'K'j  =  Hi(a7)e~ï^'''"^'    ', 
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celles-ci  : 


(c) 


0  (.r  -+-  /K')  =  irjx), 
7]  {T-h  iK')  =  i(iiT), 
Oiia'-f-  /•K')  =  T,,(.r), 


(rf) 


4-I2..--HK, 

0  (j-  -4-  K)  =      0,  (r  )  <'•'*■  , 

,-|^  2.v-t-Kl 
T,  (:r  H-  K  )  =       T,i(a-)  e*"^  , 

r-^l2.»--t-Kl 

0,(j--t-  K  )  =       0  (^;  e*»^ 

— -.  i2.r-(-hl 

r,  1  (.r  -f-  K  )  =  —  Tj  (  .r  )  e'  ^ 


Cela  posé,  remplaçons  les  équations  (a)   parles  suiNantes,  qui 
évidemment  leur  sont  équivalentes  : 

;  e    (a-—  K)  =       ^i(x), 

\  H  (x-K)=-H,(a7j, 
(a  )  \  , 

je,  (a-— K)  =       e{ar), 

\   Hi(>  —  K  )  =       HiT). 

Alors,  en  comparant  les  équations  (a')  et  (6)  aux  équations  {c) 
et  (d),  on  remarque  que  le  second  système  de  relations  coïncide 
avec  le  premier  lorsqu'on  v  remplace  dune  part 

K     et     / K' 
respectivement  par 

/K      et     —  K. 

et  de  l'autre 

(J(ar),     r,(T},     bi(x).     T,,(a") 

par 

H, (a-),     l  lU.r),      e,(x).     eO). 

Les  nouvelles  fonctions  que  nous  a\ons  introduites  se  trouvent 
ainsi  ramenées  aux  anciennes  et,  si  Ton  remarque  que  par  le  chan- 

gement  de  k  en  /'K',  et  de  iK   rn  —  K   la  quantilc-  q  ^  e      *^    de- 

_  K 
\ient  <7„  =  <'       ** ,  on  aura  en  coucIumou  les  expressions  sui\antes, 
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OÙ  M  et  N  désignent  deux  facteurs  constants  : 

1°        0  I       _       \  =  M.  >,  {/q,t  cos.r  (  i  —  'iq'^  cos-it  -f-  ^q  ) 

X  (  I  -I-  275  cos-A:r  -+-  75  j(i  -H  2  ^Jj  cos-3.x  -f-  f/i'), 
ir^  f  I  =  M  .)  v' 7u  sina"(  r  —  i^j  cos'ia"  -+■  75  ) 

X  (  I  —  '17J  cos'2Jr  -I-  7Î5  )  (  •  —  '-^  7o  cosaa:  -t-  7^-), 

,      /.iiK'x\ 

O,   ( — - — j  =  M.(n-9.7oCOS2a7-i-72) 

X  (l  -r-  273  COS2JC  -f-  7g  )(  I  -H  27(1  COSUa?  -f-  7Ô"), 

•2/K'j"\  ,,  „^ 

»,I   ^ )    =   .Vl  (  I  —  270  C0S2^  -•-  ^il) 

X  (l  —  27?,  COS2^  -i-  qf,  )(  1  —  27g  COS2a7-|-  7i"  ), 


2  /K  .r 


2  i  K'  X 


=  N  (2  v^7o  cosx-t-  2  vql  cos3a:'4-  2  vtI^  ces 5 a; 


1  =  N  (2  yqo  smx  —  2  yql  ^in  ix-^-  2  y  ql  ''  sin  ' 


...), 
...), 


/  2  i  K  :y  \ 
Oi  I  1  =  N  (I  —  270  co-i-ix  -^  -iql  CCS 4 37  -i-  27^  ces  6 a?  -h.  .  .)) 

/■xiK'x.^.  ,  a  r. 

T|l    (    1   =   .\  (  1  —  270  ces  2  37-»-  27,;  ces  4  a:  —  275  COSOa-  M-.  .  .). 

Le  principal  intérêt  de  la  seconde  forme  analjtique  qui  nous 
est  ainsi  donnée  par  les  quantités  0(jc),  'f\{^x)^  etc.,  consiste  en 
ce    que    Ion  introduit,    au    lieu   de  -,    l'argument  imaginaire 

■ — En  supposant  R  et  K'  réels,  on  a  donc   sous  forme   réelle 

et  1  on  peut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que  l'argument  soit 
lui-même  réel  ou  multiplié  par  y' —  i  ;  bientôt  on  en  \erra  une 
application. 


Propriétés   fondamentales  des  fonctions  6  et  H  ;  définition 

de    Binaina",    cosania/,    Aainj?. 

En  employant  dans  ce  qui  précède  la  considération  de  la  fonc- 
tion 


^{x) 


ani^"  e 


pour  le  cas  de  A"  =  1,  nous  avons  supposé 


a  =  4  1^, 
b  =2iK'. 


H 
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L)(''S(irinais  nous  garderons  pour  |»t  rioiles  ces  deux  (|uanlil(''S,  el 
nous  lertnis  par  suite 

-t-x  .  ._ 

rit-  iTZ  J- 

00 

avec  la  condition 

ce  qui  donnera,  comme  nous  1  a\ons  élaldi.  la  manière  la  j)lus 
générale  de  satisfaire  par  des  fonriions  entières  uniformes  aux 
deux  conditions 

,    <!>(  .r  -f-    4  K  )  =  *(  r), 

'  <i>  (  r  -H  •>  H\  )  =  *  (  2-  )  e     2  h 

Cette  solution  générale  renfermera  donc  pour  k  =  4i  par  exemple, 
quatre  constantes  arbitraires,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  dis- 
tinguant ces  quatre  formes  de  lindice ///.  ni^  !\n.  4/îH-i,  4'* +  ^5 
4/2  -h  3.  ce  qvii  donnera 

-+-  «i  2^? 
ou  bien,  pour  abréger, 

Par  là  on  \oit  que.  dans  le  cas  où 

la  solution  est  représentée  par 

*  (  rr  )  =  ao  *o  (  ^  )  H-  «2  *2  (  J"  ), 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 
De  même,  en  supposant 

* (  X  —  -2  K  )  =  —  *(  X  ), 


in^\: 

-                 ,    iU.r 

s 

e             2K 

\in  -    1 

i«                        ITZX 
-       Ln-l-li--— 

- 

e              ^ 

i  n-f-:j 

1=       ,                (TT.r 

s 

"e'*"-^'  2K, 
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on  aura  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 

^( x)  =  ai  *i  (j7  )-4-  «a  4>3(x). 

Ainsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces  deux 
systèmes  de  conditions,  savoir  : 


-  '''"^    r-h'K- 


,  <P{x-\-  -zK)  =  <p(x), 
'  ^{X  -+-2tK)  =  *(x) 
1   <P(x-+-    >K)= — *(a7), 

II.  2r7^ 

'   *(.r -(- 2iK')  =  *(x)  e      ^     '  ^'    '. 

Cela  établi,  nous  remarquons  qu'en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la  page  162, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier  de  ces  deux 
systèmes.  Nous  en  tirons  cette  conséquence,  qu'en  désignant 
par  a,  b,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

02  (x)  =  a<pQ(x)  -^  b'p2{x), 
H2  {X)=  C  ^i)ix)  -T-  d<P.2{x), 

et  en  changeant  x  en.  x  -[-  K, 

02  ix)  =  a<ï>o(.r)  —  6  4>2(^), 
}i\(x)  =  cP^ixj  —  d^-iix). 

En  second  lieu,  si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  soit  les  deux 
premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes  équations,  c'est 
à  la  forme  du  second  système   qu'on  se  trouve  amené,  par  suite 

on  a 

e(x)H(x)  =  Â*,(:r)-^  B<P^(x), 

A  et  B  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation  donne, 
en  y  changeant  j?  en  x  +  K,  la  suivante  : 

ei(x)Hi(x)  =  iX^i(x)—  iB^3{x). 

De  là  se  tirent,  parmi  bien  d'autres  conséquences  ( '),  les  relations 
algébriques  et  diiférentielles  de  nos  fonctions. 


(')  Nolammenl  la  transformation  du  second  ordre. 
H.  —  II. 
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I.  —  He/ations  alf^ébriques.  —  Du  module  et  de  son  co/np/é/nc/if. 

Deux  équalious  linéaires  entre  les  carrés  (-)-,  H-,  W^,  H';^  rcsul- 
tenl  ëvideinnienl  des  expressions  de  ces  quanlilés  par  <lJ„(.r)  et 
<ï>2(:i').  L'une  d'elles  pourra  être  présentée  sous  la  foiinc 

e- (  a-  )  =  a  H2 (  .7-  )  -H  a'  H  y  (  .r  ), 

a  et  y.'  désignani  des  constantes  que  nous  allons  déteiininer. 

Pour  cela  faisons  ces  deux  hypothèses  x  ^  o  et  .?•  =  K;  comme 
on  a,  d'après  les  formules  de  la  page  1 43,  H (o)  =  o,  H,  ( K)  =  o, 

il  viendra 

e-HK) 

Hf(o) 
Mais  on  introduit  au  lieu  de  a  el  a'  les  quantités  suivantes  : 


A  = 

e- 

(t^) 

' 

k'  = 

02 

(O) 

(K)' 

H 

(J'-T- 

^) 

=  H 

.(^ 

•) 

H(K 

)   = 

ni(o), 

I 

/-' 

a  : 

-I' 

a'  = 

J 

> 

et  comme  la  relation 

donne 

on  aura 


doù 

ke^x)  =  H-^x)^  A'Hiix). 

Cette  première  relation  ohtenue,  la  seconde  en  résulte  en  y 
changeant  .r  en  x  -!-  <  K' ;  si  l'on  emploie  à  cet  efl'et  les  formules 
données  page  i43,  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  expo- 
nentiel, 

—  /<H-ix)  =  —  e-(x)  -+-  k'iii(x), 

ou  bien 

e^(x)  =  AHHx)  -^  k'8-i{x). 

Ces   deux  équations    représentent    d'ailleurs    toutes  les   relations 
algéhiiques  possibles  entre  nos  quatre  f(jnctions  ;  elles  conduisent 
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à  la  iioliiiu  (les  (|uantilés  ([ue  nous  avons  désignées  par  A"  et  A',  et 
dont  les  racines  carrées  s  expiiinent  en  série  de  celte  manière  : 

H  (  K  )  _  ■>.  y (j  —  t.  \  c/^  -+-  ■}.  \/q'*'^  —  2  s/ff'^'  -H .  .  , 


v/^ 


y  (  K  )  I  —  iq  -T-  i(]'*  -^  •xq'^  -^  xq 


-p_    B(  o  )    _    I — iq^-iq*  —  2^*-*-?,^''' — . 


6{K;         i  —  iq -^  iq*  ^^  iq'^  ^-  iq^^' —  .  .  . 

La  première,  A",  s'appelle  le  module  de  ©(a?),  Wix)^  B,  (.r), 
H|(:r'),  et  la  seconde,  k' ,  le  complément  du  module.  Considérées 
par  rapport  à  q,  ou  plutôt  en  faisant 

q  =  e'"'^, 

par  rapport  à  la  \ariable  co,  ces  quantités  constituent  un  genre  de 
fonctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus  haute 
importance  parmi  les  fonctions  d'une  seule  variable.  C'est  prin- 
cipalement en  Algèbre,  dans  la  théorie  des  équations,  et  en 
Arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  in- 
déterminées, que  la  considération  de  ces  fonctions  a  suggéré 
d'elle-même  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et  ouvert  des  voies 
fécondes,  où  ont  été  obtenus  les  plus  intéressants  résultats.  Les 
bornes  de  cette  Note  ne  nous  permettent  pas  d  entrer  dans  ce 
champ  déjà  si  étendu  de  belles  recherches,  mais  ce  que  nous 
dirons  à  l'égard  des  fonctions  0,  H,  etc.  servira  de  préparation 
suffisante  pour  lire  les  Mémoires  spéciaux  qui  y  sont  consacrés. 
C'est  de  ces  fonctions,  en  effet,  étudiées  à  la  fois  par  rapport  à  Jc 
et  (o.  que  découle  tout  ce  qui  concerne  k  et  k'  qui  contiennent 
seulement  w,  et  il  ne  semble  pas  possible,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances  en  Analyse,  d'arriver  à  toutes  leurs  propriétés  en 
partant  uniquement  de  leur  définition  comme  quotient  des  séries 
données  précédemment  ('j. 

(')  Poisson  et  M.  Cauchy  sont  ai'rivés,  par  deux  méthodes  différentes,  à  cette 
identité  : 

^'  — ïoj  (t  -1-  2  6'""  -T-  3e''""  -I-  2  e^'~'"-i-. . .) 


—  9 

2e     '"i-f-Qe       <«'-t-2e 


^-....). 


•qui  conduit  à  des  propriétés  fondamentales  des  modules  considérés  comme  fonc- 
tion de  0».  Mais  il  n'est  possible  de  tirer  de  là  que  la  transformation  pour  le  pre- 
mier ordre,  et  aucune  autre  voie  pour  parvenir  aux  équations  modulaires  ne 
s'est  encore  offerte  que  celle  qui  a  été  donnée  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 
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On  se  rendra  coinple,  jusqu'à  un  certain  point,  de  cette  diffi- 
culté, en  observant  que  k  et  k'  n'existent  comme  fonctions  de  w 
qu'autant  qu'en  supposant  celte  variable  imaginaire  et  de  la  forme 


^  est  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 
véritablement  des  parties  de  fonctions  qui,  dès  lors,  échappent  à 
beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées.  Ainsi, 
il  n'existe  pas  pour  k  et  k'  de  développement  suivant  les  puissances 

de  o),  et  si  l'on  fait 

u)  =  10(1  -+-  h 

pour  pouvoir  employer  la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  circon- 
stances particulières  qui  viennent  s'offrir.  Les  quantités  /•'  et  k' 
sont  déterminables  par  la  résolution  d'une  équation  numérique, 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  w,  telles  que 

-u=  g ' 

A,  B,  C  étant  entiers,  et  B  essentiellement  positif;  mais,  si  l'em- 
ploi de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant  to  =  to^  -|-  A,  donne  pour 
premier  terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numérique,  les 
termes  suivants  sont  nécessairement  des  transcendantes.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  tO(,  =  i,  on  aura 

et,  en  prenant  to  =:  / -h  h,  ce  sera  l'intégrale 


dx 


>/ 


qui  entrera  dans  tous  les  coefficients  des  développements  de  k 
et  k\  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  On  voit  par  là  com- 
bien on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent  les  transcendantes 
simples,  où  les  coefficients  sont  toujours  commensurables.  Mais, 
sans  nous  étendre  plus  longuement  là-dessus,  et  pour  revenir  à  ce 


J 
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qui  concerne  notre  sujet,  nous  allons  justifier  les  dénominations 
de  module  et  de  son  complément,  données  à  A"  et  A*',  en  démon- 
trant cette  égalité 

^2^-^'2  =  I. 

Les  deux  relations  que  nous  avons  obtenues  sont 

{^  fcBHx)  =  H^ix)    -f- A-'Hf  (a:), 
)       eHx)  =  kHHx)^k'e](x). 

Faisons  dans  la  seconde  .r  =  K,  après  avoir  divisé  les  deux  mem- 
bres par  B-(J7),  en  remarquant  qu'on  a 

&i(x  -H  K)  =  &ix), 
et,  par  suite, 

e,fK)  =  e(o), 

on  trouvera  précisément  l'égalité  cju'il  fallait  démontrer. 
Il  en  résulte  cette  relation  entre  les  séries  infinies 

{'2  Vg  -^  ^  y~q^  -*-  2  V ^25  _!_  .2  \J q'*'^  -+- . .  .)^ 

-+-  (  i  —  iq  -^  xq*  —  •i.q'^  -^  iq^^  — .  .  .)'* 
=  {i  -h  2q  -r-  'iq*  -f-  -iq'  -+-  iq^''  -h. .  .)'', 

qu'il  est  extrêmement  facile  d'établir  directement  à  l'aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais,  laissant  encore  de  côté 
ces  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défini- 
tion même  de  k  et  k'  dont  nous  avons  obtenu  les  racines  carrées 
comme  fonctions  uniformes  et  bien  déterminées  de  co.  Jacobi  a  fait 
voir  que  les  racines  quatrièmes  possèdent  la  même  propriété  en 
donnant  les  formules  remarquables  que  nous  réunissons  ici  : 

2.  =^lVq 

3.  =  y/'2  ^q 

il-  =  i/i  \/q 

\  -t-  ■i.q  ^  i  q*  H-  -i  q'^ 


1  -+- 

q  — 

qi  — 

q-"-... 

1  -H 

q'-^ 

.^6_ 

ry'^  +  ... 

'^ 

9  — 

7^^ 

./•■>+... 

I 

—  7 

-q' 

-^7«-r-... 

1  —  ■ 

iq-^- 

f-  iq'^ 

—   2  </  •  ^  ... 

1  - 

-q  - 

-  </'  - 

i-<7«^... 
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Les  lois  (le  ces  séries  scinl  données  par  ces  formules  où  le  si^ne   7 
s'étend  il  tontes  les  valeurs  de  I  indicr  n  de  —  x  à  +  x.  sa\oii-  : 

y  (—  i)"g-6"'-*-2« 

1-  Vl^^iy-qé^ -:,r^T::^.. 


=  s/-f-  Vg 


=  y/-^  v^'y 


7  ni  II -+11 


En  second  lieu,  el  pour  le  complément  du  module,  on  a 

1.  yk-=  ^-'i-/i'-^r-r 

2.  = 

3.  = 

1  —  2<7-t-2<7*-r-'2^-'-i-'2Ç'"'-i-. 

ou,  en  jnellant  en  (-vidence  les  termes  gc'-néraux, 


l  -^ 

<l- 

T 

-  — 

q'^  —  q- 

I  — 

g  — 

t 

-H 

q" 

-H  y'»  — 

I  — 

g-^ 

ry' 

-^ 

q'' 

-t-  7'"  -^ 

I  — 

-iq 

-^ 

•27' 

'  - 

.  ■>.^'j  -^  -, 

:f/l«  — .  .  . 

I  — 

■xq"- 

— 

Xq 

8   _ 

-i^is  -^ 

•2^32  ___  . 

1  — 

■>q'' 

^- 

xq 

8  _ 

-•2^18^ 

27^*2  __.      . 

y  (-•)"^ 


y  5-2"'+" 
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4.  = . 

La  quantité  \/kk'  (jui  joue  aussi  un  rôle  important  est  donnée  par 
le  développement  de  forme  semblable  aux  précédents  : 

\/ kk'  =  \/î  \j q 


ir 


PO!- 


II.  —  Définition  de   sinama:',  coc  ama:,  A  amar. 
Equations  différentielles. 


\    k     eur)  ' 


e  (  X  ) 

Les  relations  algébriques  obtenues  précédemment,  et  qui  sont  ho- 
mogènes par  rapport  aux  quatre  fonctions,  donneront 

«2  _|-    p'2    ^    I  , 

k'-u-  ^-  IV-  =  I . 

La  première  conduit  à  représenter  a  par  un  sinus,  v  par  un  cosi- 
nus; c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi,  et,  en  ado|)tant  les  notations  de  1  il- 
lustre géomètre,  nous  poserons 

n  =  sin  miix. 
V  ^  c<js  ani.r, 
tv  :^  A  lima". 

Le  sinus,  le  cosinus  et  le  A  de  1  amplitude  de  la  variable  x  seront 
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ainsi  les  trois  tondions  douLU-iiu'ut  périodiques  fomlanieiitalos. 
Nous  voici  amenés  maintenant  au  point  en  quelque  sorte  le  plus 
essentiel  do  la  théorie,  où  Ton  a  pour  Lut  <le  les  définir  |)ar  trois 
écpiations  diflerentielles. 

Considérons  à  cet  elîet  la  dérivée  de  m,  à  savoir  : 

du  _     I     H'i  .r  )  (-)(a-)  "  HO)  t»7.r  )  _   ^(x) 
dx        J]^  t-i-(./i  W'-(.r) 

Cette  dérivée,  comme  la  lonction  elle-même,  admet  la  période 
2  i¥J  et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsfpi'on  change  .v  en  .r-t-  2  K.; 
ayant  donc  pour  le  numérateur  la  \aleur 

on  tirera  immédiatement  des  relations 

b^-{x -i--j.iW' )  —  <d^-{x)e       ^  , 

auxquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci  : 

<i> ( a-  -(-  '2 K )    =  *(a-), 

17:        .... 

^{x -^ -iiK  )  =  ^{x)  e      •* 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  précédemment  étahli  (  j).  160  et  161),  on  a 

<J>(ar)  =  «,  ^lix )  -+-  a^  <i>3(x)  =  m  (à(x )  H{x)  -i-  /Hi  i)i{x )  111(3-), 
m  et  m,  désignant  des  constantes.  Observant  donc  que   u  change 

,  .  .  du  n 

de  signe  avec  x,  et  que,  par  suite,  -r—  est  une  lonclion  paire,  on 
voit  que  la  partie  impaire  mS[.x)H{x)  doit  disparaître;  ainsi 
m  =  o,  et  l'on  a  simplement 

'i>(x}  —  niiîii(x)  Hi(ar). 
En  di\isanl  par  S-[a::)  et  faisant 

il  viendra 

<5^"  / ; n — r 

— —  =■  IJ.V  w  =■  \i.  \/ { \  —  u-  )  (  \  —  k'^  u-  ) . 
dx 
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Cette  constante  u.  représente,   puisque  la   fonction  a    s'é\anouit 

,      ,.      .         ,                        «in  ani.r  i-      •.  •     \  ■ 

avec  x^  la  limite  du  rapport  pour  x  =  (i,  limite  qui  dé- 
pend en  général  des  quantités  K  et  K'.  Mais  nous  avons  précé- 
demment remarqué  que  l'expression  des  fonctions  ©(:r)H(.r)  ne 

1  •  I  T'      T    r  -^      K      K' 

changeait  pas  en  v  remplaçant  x^  K.  K  par  — .   ->  —  j  et  que  cette 

circonstance  serait  utilisée  pour  particulariser  d'une  certaine  ma- 
nière les  périodes.  D'après  cela,  nous  allons  introduire  une  rela- 

,,,       ,              ,        ,      I      .   11       ■    ,  1     1-      •       sinama? 
tion  qui  aura  pour  enet  de  rendre  e^ale  a  1  unité  la  limite > 

afin  de  rapprocher  en  ce  point  essentiel  le  sinus  d'amplitude  du 
sinus  trigonométrique.  Ayant 


2 

sinamfar)        i 


■,/-l      .      T.X  (  T.X  ,       /  ,  TT.r  \ 


nr  f~T.  I  TZ  JT  /  IZ  jT 

^  (  [  —  -iq  co?   iT  ~'  9'  )  i  '  —  ^^^  ^^^  'k~  ~~  ^^ 

nous  ferons,  pour  x  =  o, 

1      T.     {/qn  —  q'-)'-(\ — q'*)-(f  —  q*^  )'- .  .  . 


y/JK  <  [  —  q  )h  1  —  qi  r^.  i  —  q'  t'^ 

OU  bien 


Ainsi,  en  admettant  que  les  quantités  K  et  K' vérifient  cette  condi- 
tion, nous  aurons 

du 

— —  ^  V iv: 

dx 

c'est  la  première  des  relations  difFérentielles  que  nous  voulions  éta- 
blir. Les  autres  en  découlent  à  1  aide  des  équations 

M-  —  ^■-  =  I , 
k-  a-  -;-  HP-  =  i , 
et  sont 

dv 

5^   =-""' 

dw  , 

—, —  —  —  A-  uv. 

dx 


17"  t*:i  viii:s    dk   ciiaiu. ks    iiKUMiTii:. 


=  (  ao  -t-  «1  u-  -H  ATo  «*  -H  .  .  .  -+-  a,i  U-"  )  vw, 


dx^" 


=  (  Ao  -4-  Al  II-  -f-  A.,  11^  -H. .  .H-  A„  u'^"  )  «, 


les  coelficienls  ctaiil  des  loucliuns  eiilièies  de  />-.  Ou  eu  déduit  ce 
développeuient  qui  subsiste  entre  les  limites  —  i  et  +  i  de  la  \a- 
riable,  et  ovi  Fou  a  lail 


u  =  X  —  >  k X H-  4  A- (  a-  -t-  3  ) 


1.2.3  I  .  5>  .  3 .  î .  J 

./■'•' 


8A-^(a-'  -4-  33  a) -+-  i()/i*(a*  -i-  3o(ia^  -+  1S9) 

32A-5 1  a^  -f-  jjBGa*  -i-  8'289a  ) 


1.V....9 


I . 2 ...  1 1 
On  trou\e  de  uiéiue 


(  1  -t-  4  A-M      /^'    ^  —  1 1  -4-  44  A-^  -^  i()A-'  ) 


1.2  1.2.3.4  I  .  2  .  .  .  (i 


(  I  -+-  408  A-2  -i-  9 1 2  A  *  H-  64  A'>  ) 


( .  2 .  .  .  8 


=  I  —  A2 

-^  A-2  (  64  -r-  9  I  2  A-2  -i-  408  A-4  -H  A-«  ) 


1.2  1.2.3.4  '•'■'- 


M.  Gudermaun  (')  a  fait  la  r(;uiarque  qu'on  pouxail    poser,  aux 
termes  près  du  cinquième  ordre, 

sin  (.r  i/i  -^  A-) 

u  =  ■ 

/i  +  A-2 

et 

V  =  cosa?,         w  =  co^kx, 

en  négligeant  seulement  .r'',  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  |)ar  le 
développement. 

Voici  donc  une  noii\elle  et  com|)lète  di'linition  des  trois  fonc- 
tions doublement  périodicpies,   en    joignant   aux   équations   (bllV- 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  11). 
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renlielles  les  \aleiirs  initiales  a  =  o,  r  =  i ,  w  =  i  pour  r  =  o. 
parliculier,  la  fonction  sinam(a;)  sera  déterminée  en  posant 

/*"  du 

X  =    /        ,  ; 

J^^    ^{i  —  u'-) (i  — /r- ir- ) 
et  c'est  cette  intéf;rale,  ou,  plus  généralement, 
/  •  F(u) du 


v/(  I  —  u'^ )  i  i  —  A-  u- 


en  désignant  par  F{u)  une  fonction  rationnelle,  dont  l'étude  a 
ouvert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  recon- 
naît ainsi  l'origine  de  cette  expression  de  fonctions  inverses,  dont 
nous  avons  plusieurs  fois  fait  usage,  puisque  u  est  la  fonction  in- 
verse de  l'intégrale  dont  la  valeur  est  .r,  et  l'on  peut  juger  quel 
long  enchaînement  d'idées  et  quels  efforts  il  a  fallu  pour  parvenir 
de  là  aux  notions  de  fonctions  doublement  [tériodiques  et  aux  sé- 
ries (jui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Mais  ce  long  travail  a 
<';té  fécond  pour  la  Science;  c'est  comme  conséquences  de  ces  re- 
cherches que  nous  ont  été  acquises  plusieurs  notions  analytiques 
entièrement  fondamentales,  et  en  particulier  ce  que  nous  savons 
sur  le  mode  même  d'existence  des  fonctions  intégrales.  Après  avoir 
trouvé,  par  exemple,  que  sinam(.c)  ne  change  pas  lorsqu'on 
change  x  en  j?  -h  4  m  K  -h  2  m' iK',  m  et  m'  étant  des  nombres  en- 
tiers, on  a  du  nécessairement  rechercher  dans  l'intégrale 


/ 


du 


v/(j—  u^)(i  —  k-u-) 


la  raison  de  cette  sorte  d'indétermination  qui  donne  naissance  à  la 
périodicité  dans  la  fonction  inverse.  M.  Cauchy,  dans  son  Mé- 
moire sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avait 
donné  les  principes  essentiels  de  cette  étude  si  importante;  elle 
a  été  complètement  faite  par  M.  Puiseux,  dans  un  excellent  travail 
intitulé  :  Recherches  sur  /es  fonctions  algébriques  [Journal  de 
M.  Liouville^  année  iH'^o),  et  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 
Un  autre  résultat  encore  consiste  dans  ce  sens  plus  complet  et  plus 
approfondi,  que  l'on  a  été  conduite  attacher  en  Analyse  à  l'expres- 
sion même  de  fonction,  en  reconnaissant  et  en  caractérisant, 
entre  les  divers  modes  de  dépendance  de  deux  quantités,  des  dis- 


OE  l  V  R  E  s     l)  K    C\\  A  11  1.  K  S     H  K  K  M  I  T  E  . 


liaclions  essentielles  et  doul  les  reclieiclios  aux(|ut'lles  a  donné 
lieu  la  théorie  des  foncMous  elliptiques  oui  uiontré  l(»ule  I  luipor- 
tance.  iVinsi  ont  été  proposées  ces  questions  dont  l'objet  est  de 
reconnaître  dans  la  définition  même  d'une  fonction,  donnée,  par 
exemple,  par  une  équation  différentielle,  si  elle  est  t/ni/orrne  ou 
non,  et  dans  le  premier  cas  si  elle  est  entière  ou  fractionnaire. 
Les  résultats  les  plus  beaux  par  leur  i;rande  i;énéralité  qui  ont  été 
obtenus  dans  cette  voie  sont  dus  à  M.  \\  eierstrass  (')  et  à 
M.  Riemann  (  -  ). 


III.  —  Des  quantités  K  et  K'. 

En   particularisant  les   périodes    de   manière  à   rendre  égale   à 

r       •»  '    I      I-     •.      1  .   sinama:  •    i-    • 

1  unité  la  limite  du  raj)porl  pour  x  iniiniment  petit,  nous 

sommes  par\enus  à  l'expression 

qui  conduit  à  une  conséquence  importante.  Observons  d'abord 
qu'en  supposant  j"  =  K  et,  par  conséquent,  sinamK=  •  (^)  dans 
l'expression  en  produit  infini  de  sinam^:",  on  aura 

^  ^  [d-H^n  (I  -4-9-*)  (i  -^q-)...  \ 
Kn  divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations  et  extrayant 


(')  Théorie  der  Abel'schen  Functionen  [Journal  de  Crelle,  i856).  Voyez 
aussi  diverses  Notes  de  M.  Cauchy,  publiées  à  celte  époque  dans  les  Comptes 
rendus,  et  un  Mémoire  de  MM.  Brioi  et  Bouquet  :  Sur  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

(-)  Allgemeiiie  l'oraussetzungen  und  Hiilfsmittel  fur  die  Untersuchung 
von  Functionen  unbesclirànkt  verànderliclter  Grnssen.  etc.  {Journal  de  Crelle, 

1837). 

I      Wix) 
(•^)  On    trouve   que    sinaniK  =  i    par   la   formule  -inainj:=  -^z    .: >    en   se 

V/A-    "(^) 

rappelant  que  par  deliiiition  v  A"  =  "iTTi.-'x  '  P"*^*^  •'"■ 

«(  K  ) 
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la  racine  carrée,  il  en  résulte 

[  (  I -h  5r2  j  (  I-f-  ç-i  )  (  H- ^6  )  .  .  .  J  ' 

expression    susceptible    d'une    simplification    remarquable.    Em- 
ployons à  cet  efl'et  la  relation  donnée  par  Euler 

^'  ^  ^  if  —  q)(\  —  fj^)H  —  g^)... 

I 


on  obtiendra  d'abord 

(1  —  q-  }  (i  —  q^  )  (  i  —  g"  ).  .  . 

ï ; 1-^ V =        (i  —  q-^)(l~q')(l—q^)... 

{\  —  q  )(\  —  q^){\  —  q^).  .  .  '    '  ^    '  "/    /    •  • 

et  en  remarquant  ensuite  que 

Kl  -^  q  ){\  ^  q''){\  ^  q^  ).  .  .  =       {\-\-  q  ){\ -^  q^  ){\  ^  q-).  . . 

X  (l-\-q^){l-^q^)(l-hq^}... 

on   \erra  tous    les    dénominateurs   disparaître  dans  la   valeur   de 


/ 


2K         •    1      •       , 

-^t  qui  deviendra  ainsi 


-—=  (1  —  ^2  j(l  —  9i)  (l  —  ^fi  )...[(,  -^^;  (1-4-  fy;<;  Ci  +  ^ô^...]5 


Cela  étant,  si  l'on  pose  x=  o  dans  la  formule  précédemment  dé- 
montrée 

Oi  (  1  —  i  -h  iq  cos2:p  -\-  'i.q'*  ces 4^  -(-  2^9  cos6:r  -1-.  .  . 

=  (1  -i-  -2^  cos2:f  -f-  q-)(\  -^-iq^  co'six  -t-  q^'  ) 

X  (i  -1-  2^5cos2a7-H9''").  ..ii—q'^){\  —  q'*)(i—q^)...^ 
il  viendra 

61  (  o  j  =  I  -t-  2  ^  -t-  2  ^*  -H  2  g»'  -i- . . . 
d'où  ce  résultat,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie 


1^4  OKI  vu  lis    1)1-;    CHARLKS     H  K  K  M  I  T  K  , 

des  tondions  elliplKjtK's, 

/■^ 
1  /  — -  =  el^  o)  =  I  -+-  if/  ■+-  iq-  -+-  .>.7'J  - 

On  en  déduit,  en  ayanl  égaid  aux  é(|ualii)us 

l-r              H(K)              Hi(()) 
V'  «      =    TT-     =     > 


e(o) 
e,(o) 
les  deux  sui\antes  : 


v//7'  = 


/.,  yr.1.  ,    _  , ,    

{/  -Zr-   =  Hi(0)   =  2\   ^  -+-2V  </'•'  -4-'2\   ^•iS_,_2^V^19  -H..  ., 

4  /  — -—  —  B  (oi  —  \  —  iq  -\-  iq*  —  iq-  ^ . .  .. 

C  est  la  seule  quantité  K  qui  donne  lieu  à  des  relations  de  celte 
forme  :  la  quantité  K',  entrant  d  une  manière  difîerente  dans  lex- 

^  K' 

pression  q  ^^^  e  "^ ,  ne  |)arait  [)as  susceptible  de  développements 
analogues  en  série.  Mais  toutes  deux  s'expriment  d'une  manière 
parfaitement  semblable  à  l'aide  des  modules  k  et  k'  par  ces  inté- 


grales définies 


du 


J^.     /i  1  —  u'-  )  (  I  —  k-  II- )  ../,     \l(  I  —  «^)(  I  —  /i'2  «■■'  ) 

comme  nous  .allons  le  démontrer. 

Précédemment   nous    avons    déjà    fail    \oir   que    sinamK^i; 
remarquons  maintenant  qu'en  faisant  j"  =  K  dans  les  relations 

r  I2.V-+-/  h'  I 

B{x  ^  iK)^  i\\(x)e     '^  , 

ir. 
U(x-:-iK)  =  iB(x)e    ^^  , 

et  en  di\isant  membre  à  membre,  il  viendra 
H(  K^/k'j        e(  K)  1 


\    Ih  X  )  ,  ,  I 

par     conséquent.      sinama'  =  --  --- —    aura     la    \aleur    j     pour 
1"  ^  ■  ^/   ki(X)  /      ' 
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jC'  =  K  -h  /K.'.  Avant  donc 

r"  du 

.',        v/(|  _„>')(,  -A-2«-2)' 

ni'us  en  conclnrdiis  (|iu' 

1 
K  H-  ,  K  =  /     —=====  , 

J,,       v/<  I  —  '/•-'(  I    —  A-2i<2) 

el.  par  suite,  en  retrancliant  inemLre  à  nieniljre, 


./.        1/(1-   M- 


^« 


/j     y/d  —  a-  )  (  I  —  A'^M^^ 
Or.  en  faisant 


y/ 1  — /.'••=('•■; 
celle  dernière  inté"rale  deviendi-a 


A'-p2j 


ce  qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  laisse  subsister  une  lacune 
importante  :  nous  sommes  en  effet  à  l'un  de  ces  points  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  qui  appellent  de  nouvelles  re- 
cherches pour  être  aussi  complètement  traités  qu'on  peut  le 
désirer.  En  passant  de  1  équation  différentielle 

du         / ; — 1-. — 

-j—  =  \/l  i  —  u-  ){  i  —  A- U-) 

à  la  relation 

_   r" du 

^~4»     s/ii-u')ii-/c^u^)' 

on   laisse   a])solumeni  arbitraire  la  loi   de  succession  des  valeurs 
de  la  variable  u  dans  lintégrale,   de  sorte  que  les  relations  précé- 


1-6  QEL  V  K  ES    DE     cil  ARL  ES     II  i:  RM  ITE. 

dénies 

J^    V  (  1  —  "-  )  (  I  —  k-u^-) 

n'auront  un  sens  entièrement  tléterininé  qu'en  'définissant  le 
chemin  (')  décrit  par  la  quantité  //  =  sinamj:.  lorsque  x  varie 
de  zéro  à  K,  puis  de  K  à  K -h  /K'.  et,  comme  l'argument  x  peut 
varier  entre  ces  limites  suivant  une  infinité  de  lois,  il  faut  de  plus 
connaître  comment  les  chemins  correspondants  qui  en  résultent 
donnent  tous  au  point  de  vue  de  l'intégration  par  rapport  à  u  le 
même  résultat.  C'est  seulement  dans  le  cas  où  l'on  suppose  K,  K', 
et  par  suite  A*,   des  quantités  réelles,   et  qu'on  se  donne  ces  lois 

particulières 

->-  K 
X  =  -—  t, 

,  -           2 / K' 
X  =    K T, 


^  et  T  croissant  de  o  à  -  dune   manière  continue,  (|ue   1  on  peut 
traiter  la  question  que  nous  avons  [)(»>ée. 

Et  d'abord  on  \oit  cjue  u  =  sinaiu  (  —^  I  est  réel  par  le  déve- 
loppement 

/>K/\         2\qi\r)t — i\  q^  sin  3t  ^-  2  \  q^' sin^t — ... 

sinam     =  ; r t-z 5 7-; 

^      -    /         I  —  2  q  cosjtt  -h  1  g''  cos^  t  —  2^^  cosb  / -i-.  .  . 

D'ailleurs  entre  les  limites  zéro  et  K  la  dérivée 

du  _    k     Hi(  J-)  Siix) 
dr  ~~  ^J;         H-(J7) 

dont  la  \alcur   initiale  est   l'unité,  sera  toujours  positive.  Elle  ne 
peut  eHéctivemenl  s  annuler  qu'en  faisant 

\\\(  X  )  =0, 

0,    (  J-  I  =  O, 

(')  Nous  supposons  que  les  notions  fondamentales  dues  à  M.  Cauchy  sur  la 
représentation  géométrique  des  imaginaires,  et  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'une  courbe,  sont  connues  du   lecteur. 
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(•\->[-H-(\'ire  ( voyez  p.  i/J^i, 

a?  =  (  '2  m  H-  I  )  K  —  2  m' ï  K', 

a:  =  (  -2  /n  -(-  I  )  K  -f-  (  .4  «i  ^  ^  I  )  /  K', 

et  aucune  de  ces  racines  n  est  comprise  dans  1  intervalle  consi- 
déré, la  valeur  j:  =  K  se  trouvant  précisément  la  limite  supé- 
rieure de  cet  intervalle.  Nous  conclurons  de  là  que,  /  croissant 
de  o  à  -  ,  a  croît  de  même  de  o  à   i  et  que  dans  l'expression 


(■ 


du 


,,     v/u  —  "-jh  —  /c-u') 

l'intégrale  est  prise  dans  le  sens  lialjitiiel. 
Soit  en  second  lieu 

X  =  K.  ->, ; 

comme  on  a 


on  pourra  écrire 

sin  am     K  -i =  — 


,    .l'K  -  . 


et  en  introduisant  les   fonctions 

7),  {x )  =  e*'*''  Hj  (x), 
0,  (X)  =  e^'i^HiCa'), 


/■>.iK'T\ 
sin  arn  (  K  -i — 


iK- 


I         I  —  2^1,  COS2X  -I-  2  9';;  COS  4^  —  ICfl   COiÇ)-  .  .  . 

\/k    '  ^  "^^1   cos>-  -t-  i^i  cos4t  —-ifjl  cose-û.  .  .  ' 
ce  (pii  est  encore  une  quantité   réelle  f  ).  On  conclura,   comme 


K 

—  ■iï  rr 
{')  On  se  rappelle  que  qa=  e        '*',  voyez  p.  i58. 

H.  —  II. 


i-X  (*:i  \Ki:s    i)K   ciiviu.Ks    iii: hmitk. 

tout    à    I  heure,   ([ne    la  (léri\»''e  |);ii'  lapporl  à  t,  (|iii    est    nulle  aux 

deux  limiles  T  =  o,  T  =  -  »  ue  peul  s  fxauouir  dans  leuc  intervalle, 

de  sorte  t|ue  e'est  encore  dans  le  sens  ordinaire  d'une  inlcgralion 
reetdi^ne  c|ue  Ton  a  r('(|uali()n 


d Où  nous  a\ons  lire 


^'=   I     -, 


Hi  —  A-'ur^) 


Avant  de  quitter  ce  sujet  et  afin  den  raontrer  la  difficulté 
lorsque  K,  K'  el  k  sont  imaj^inaires,  je  remarquerai  que  la  supj)o- 
sition  qui  vient  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  qu'on  peut  faire 
varier  x,  par  exemple,  de  o  à  K,  suivant  une  loi  telle  que  u  soit 
constamment  réel,  ne  saurait  être  admise.  Autrement  dit,  il  est 
impossible,  en  général,  que.  dans  l'expression 


v/(  I  —  u'-  )  (  \  —  A-  u'-) 


]  intégrale    soit   toujours    recldigne,   comme   nous    lavons    trouvé 
tout  à  l'heure. 

Efreclivemenl,  soient 

m'  =  aK-r-6/K', 
fiX"  =  c  K  +^/K', 

a,  h,  c,  d  étant  des  noml)res  entiers  (jui  vérifient  ces  conditions  : 

ad  —  6c  =  1 , 

a  ^  I 

6=0  , 

111  od  >.. 
c  ^o 


d  =  \ 

En  posant 
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Il  -¥-r  —  I         _    

/■i.3Zx\       (—  I  )      '-        '-  V$  sinar  — ■^v^'39  sin3a--)--2  y/^^"  siii  jj-—  ... 

siii  am  ( )  =  — ^^^^ ^== 

V        T.      I  ^  1^  [  —  2.^COS2a7  +  '2^*COS4a7  —  2^9cos6a7-f- ... 

ce   qui   t'st  la  inèinc   cxprtîssion  analylHjiit;  ('),  au   signe    près  en 
cH'  et  ;k',  que 

/■2k.r\  I     'i.yq^WiX  —  2  v'ûr»  sin  3  a;  +  2  v  7^' sin  Sa" — ... 

sinani     =  --.  i- ^—^ ; -, —'—k 5 

\     -  Ji^    I  —  27  cos  2X -i- ay*  cos4^  —  27' cos-ia:--*-.  .  . 


en  K.  et  K'.  On  en  conclura  que  <H  sera  donué  comme  K  par  lin- 
téarale  /  •  Or,  en  supiîosant  h  différent  de  o, 

la  valeur  nnaginaire 

;^  =  a  K  -4-  6i  k' 

ne  pourra  é\ldemment  résulter  que  dune  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  inqjortant  et  qui  subsiste  quel  que  soit  le 
mode  d'intégration  :  c'est  que  les  quantités  K  et  K'  vérifient  la 
même  équation  linéaire  du  second  ordre 

dont   l  intégrale  avec  deux   constantes  arbitraires  C  et  C  est  par 

suite 

z  =  GK-H  C'K'. 

Celte  équation  conduit  au  développement  de  K  et  K'  sous  cette 
il) nue  :  soient 

\  ■/  /  \  2 . 4  /  \    2 . 4 . . .  2  rt    / 


(')  Les  reluliuns  analogues   relaliveinenL  à  (•osam(j:)cl  Aaiii(j:)  sont 


/2iXx\  -^-^      /k    2  (/ $cosx-i-i  V  3^cus:'ix-^>.  i' â-'cos'ix-h... 

cos  a  m  ( )  =  (-  I  )    2     1  /  —  — -— ^= ^== ^= » 

\     '-      '  V    ^"     1  —  2  ^cos2:r -H  2  ^"^  cos4-2; — 2  ,^' cos(5.r-i-... 

i''>D{x\                -    1-    I  H- 2  5  cos2a7 -t- 2  3*  cos4^  +  2  ;^8co<6a; -f- . . . 
Aain        =(— .)2y/A.' ^^^ — ; j- ; 

V,        T      /  I  —  2  ^ros  2X  +  2  ,^*  C0S4^  —  2  -^COStJT-i-  . . . 

on  en  déduit,  en  supposant  x  =  o,  ce  qui  concerne  ^k  et  \Jk'  lorsqu'on  y  change 
K  ei  K'  en  <K  et  tX' . 


i8o  iCLVREs   ni:   cmari. i;s   hkumiti:. 

et  K,;.    1.1   somme  ties  n    premiers  termes  de   celte   suite,  ou   aura 

1 

W=  hloiï  ±  —  ,  k  — n—  -^,  (  k  — k,  )  — ^  <  k—  k.,  I— 

A  )  .  4  J  .  o   ' 

On  en  d/'iluil    aussi  cetlo   pro])rH''t(''  rrmarquahle.   à   la<|ucll('    nous 
par\  icndroiis  plus  loin  par  une  aulre  xoie  : 

KJ    —  JK'=:   - 
2 

en  faisant 

■■=/''  ^"^-^"  y=f'  ^^"^^" 


Addition  des  arguments.  —  Théorème  d'Abel. 

C'est  Euler  (pii  a  donné  le  premier  les  formules  pour  ex|)rimer 
sin  amiV/  -r-  b  i.  eosam  {ci  -\-  b  ).  Aami  '(  -j-  b  ).  au  moyen  des  fonc- 
tions semljlal)les  relatixes  aux  arguments  a  et  b.  et  cette  im|)or- 
lante  décou\erle  a  été  le  point  de  d<''|)art  et  la  hase  des  travaux 
qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  même  à  peu 
près  qu  en  Trigonométrie  élémentaire  on  est  parvenu  aux  pro- 
priétés analytiques  du  sinus  et  du  cosinus  en  partant  des  relations 
(pii  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  en 
fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs.  L'illustre  analyste,  par 
une  sorte  de  divination  restée  célèhre  dans  l'histoire  de  la  Science, 
ohtint  sous  forme  algéhrique  l'intégrale  génér, de  de  rét|uation 

du  du' 

0) 


v/(  I  —  u-  ){\  —  k-  u- }        ^n  —  u  -  )  il  —  /i-  u'-) 

Or  ce  résullal  re\  icnt  exactemeni  à  l'expression  du  sinus  d  ampli- 
tude de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous  allons  le  mon- 
trer. Ellectivement.  en  désignant  |)ar  C  la  constante  arl)ilraii'e, 
l'inléarale  est 


//  V  '  '  —  u-)ii  —  A-  u-  )  -^  II'  V  (  I  —  u-  ){\  —  k-  «2) 
(  2  j  ^  =  — Ti — ï — t:^ 
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Miiis  SI  I  on  lail. 

;/  =  sin  aiiKT, 
a  =  siii  ain«', 

ré(|u;ition  (  i),  réduile  à  la  forme 

da  -f-  cia  =  o, 
donne  immédiatement 

a  -^  a'  =  c. 

\  oilà  donc,  sous  deux  formes  dilléi'entes,  lintégrale  d'une  même 

équation  dillerentielle,  et  l'on  devra  passer  de  Tune  à   l'autre  en 

établissant  la    relation  qui  lie  les  deux  constantes   arbitraires.   Je 

remarque   à  cet   ellet   que   c  est  évidemment  la  valeur  de  a  pour 

a  =  o,  et,  si  l'on  fait  semblablement  «' =  o  et,  par  suite,  u'  =  o 

flans  l'équation  (  2  ),  elle  donne  c  =-u=^  sinam<^/.  La  relation  entre 

les  constantes  est  donc 

C  =  sin  amc. 

Ainsi  la  valeur  de  C  en  u  et  a'  donne  précisément  la  détermina- 
tion de  sinam(rtH-rt')  en  fonction  algébrique  de  sinam«  et 
sinanirt'.  La  (iéométrie  fournit  aussi  plusieurs  méthodes  extrême- 
ment intéressantes  pour  parvenir  à  ce  même  résultat;  ne  pouvant 
ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à  donner  sous  sa  forme  analy- 
tique si  remarquable  le  théorème  découvert  par  Abel  pour  l'addi- 
tion d'un  nombre  (pielconque  d  arguments. 

J.  —  Théorème   cl'Abel. 

Les  expressions  de  sinamx,  cosam.r,  Aanij:'  |)ar  W(a;), 
H(\r  ),  etc.,  fournissent  les  relations  suivantes  qui  établissent  la 
double  périodicité  de  ces  fonctions,  savoir  : 

\  sinam  (37 -r- "iKj     =  —  sinamj", 
I   sinam  f  a;  —  a/K)  = -i- sinania:; 


11. 


cos  am(j- -I- '2  k)     =  —  cosama-, 
CCS  Am{x  -T-  2fK')  = —  cosam:^; 


III.  '  ^ 


j   Aam    (  ar  -i-  -2  i  k'  )  =  —  A 


am  j". 


iSa  («IVRES     OK    ClIAIlLKS     11  K  H  M  1  T  E  . 

Or  on  reinarqiiL'  (juc  les  trois  ioaclioas  se  re|)rocluiscnl  dans  le 
second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses  combinai- 
sons deux  à  deux  de  ces  signes,  pour  rime  et  I  aulrc  [(('l'iodc, 
forment  |)our  cliaciine  d'elles  un  caractère  spécial  et  (|ui  lie  entre 
elles,  dune  certaine  manière,  toutes  les  fonctions  plus  oénérales, 
composées  de  sinam x.  cosam.r.  Aani.r.ipii  à  l'égard  des  périodes 
satisferont  aux  mêmes  relations,  \insi.  en  désignant  par  F(.r)el 
f{jc)  deux  pcdvnomes  entiers  en  sinanur  respectivement  des  de- 
grés n  e\.  n  —  i.  et  faisant 

,,     .    ,  d<\n  am.r   ^     .    , 

'i,  (  r  )=  sin  am.r  Im  sin^  am.r  )  -+-   ; /  (sm- ania~), 

ax 

r-  /        *  </eiis  a  m./-   ^, 

•j., (  X)  =  cosam.7-  r  (cos-aino;  )  -r-  ; /i  cos-amx) 

'  '  (f.r 

,,      ^  rfAaiii.r   ^ 

•i3(  .r  )  =  A  am  j"l'  (  A-  am  j-)  h A(  A-  anij?  t, 

ax 

on  aura,  comme  précé'deiiiineut, 

1   G|  (.r  -f-  ?  /  K'  )  =  -!-  »i  { .r)  ; 

i^    ^i(X  -^  7.K)        —  —  '^i(X), 

(  Ç2(j" -+- a/K' )  = — cp^fa:*); 


Ce  sont  ces  diverses  expressions  qui  figurent   dans  le  théorème 

que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la   suivante  qui   possède 

le  caractère   résultant  de  la   (juatrième   conil)inaison  possible  des 
deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  :   . 

'^{x  -T-  -iiK' )  =  -^^(x ). 

En  désignant  par  V{x)  et  F,  (j:  )  des  polynômes  respectivement  de 
degré  n  et  /i  —  2,  f  (-c)  sera  re|)résenté  de  cette  manière,  savoir  : 

'c,i  X  )  =  b  {  z'^  )  -^  -r-  -  P|(  3^). 
ax 

V  désignant  indilleremment  sinam.r,   cosamj?,    ou  A  ain  x.   Mais^ 
soit  pour  fixer  les  idées,   z  =  sinamx,  et  alin  de  mettre  en  ('-Ni- 
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(Irnce  dans   '^[x  )   le   miinéiiiU'iir   et    le  (It-aoïniiialeur,    eiii|tloyons 

l'expression  z  =  ——  - — —  >  «lui  conduira  évidemment  au   dénomi- 
r  ,//.   B{.r)       1 

naleur  0-"(.r),  de  sorte  qii  on  pourra  écrire 


Cela  posé,  ayant 

—  2  'I  -r-  i.r  +  /  kl 

la  relation 

*(.r)  =  '^{  X  }B-"(x  ) 

donne  immédiatement,  en  ayant  égard  à  ce  que  'f{x)  admet  les 
périodes  aK,  2  ÏK',  ces  deux  conditions 

i  <P(  .T -}- -iK)      =<i>(x), 

(  ^(  X  -j-  i  iK  )  =  ^(  T  )  e  •* 

Or  on  peut  satisfaire  à  ces  relations,  et  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale, en  n'employant,  bien  entendu,  que  des  expressions  en- 
tières, si  l'on  fait,  en  désignant  par  A  un  facteur  constant, 

^{x )=  XHia-  —  ai  j  H(  a?  —  x-,).  .  .li( x  —  ^2,1  )■ 

Effectivement,  on  vérifiera,  à  l'aide  des  équations 

H(x  —  a-H2Kj     = — H(x  —  a), 

H(x  —  a-+-2/K)=  —  H(  X  —  7.  )  e      •*  , 

qu  il  suffit  [)Our  cela  de  poser  la  condition 

a,  -1-  a^  ^.  .  .^-  7..,,,  =  o. 

Les  quantités  a,,  y..,.  ...,  y-2n-i  restent  donc  arbitraires,  ainsi 
que  le  facteur  constant  A,  et  il  est  aisé  d'établir  que  la  fonction 
entière,  la  plus  générale  qui  satisfait  aux  relations  (i),  ne  contient 
pareillement  que  2 /i  constantes  arbitraires. 

Soit,  en  effet. 


ffl  r=-4-« 


^(X  ) 


ITJr 
K 


\S\  OEivRKs    DK   ni  ARLES   iikumiti:. 

ou    pllitùl 

la  seconde  dos  relations  i  i  )  domi(M;i  la  eondilion 

ce    qui   ne    laisse   subsister   dans   l'expression    (le    <I>(  J")   (|ue    les 

in  constantes  rt,,,  o \ «2«_,. 

Nous  pouvons  ainsi  poser 

,,  ,     ,        AH{.r  —  a,  I  H(  ^— a.)).  • -HTr  —  a.,„) 

^'^  ^(^^= êi^ûTT- -' 

et    cette    équation   remarquable    aura    égalenicnt   lieu  en   j)renant 
pour  'f  (^)  la  fonction  déduite  de 

F(  zM  -+-  -^  5F,(z2), 

en  faisant  ;  ^  cosam  x  et  -^  ^  A  am.r. 

Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à  l'égard  des 
trois  fonctions  »)  (j"),  cp2(.r),  C;((.r\  les  théorèmes  suivants,  où  A,, 
Ao,  A3  désignent  des  constantes,  savoir  : 

,     ^        A,Hrr-a,)H(a'  — a2)...H(.r  — a.,,,^,) 
?i(^^  = — — 


cp2(.r)  = 


AzHi^j-  —  a,)Hi(.r  — g,).  .  ■Hi(37  —  a-2„-n) 
A.-J  ef.r  —  a,  )  Ol'.r —  a.,  ).  .  .0(.r  —  a-,,,-,  1  ) 


et  Ion  aura  encore  entre  les  (pianiités  a  la  relation 

ai  -H  a.,  -I-  .  .  .  -t-a2„-4-i  =:  o. 

C'est  dans  la  conséquence  que  nous  allons  en  déduire  que  con- 
siste, à  proprement  parler,  le  ibéorème  d'Abel. 

xNous  partirons  à  cet  ertet  des  équations  relatives  à  <p(j?)  et 
cp,  ix)  où  figure  la  fonction  Hi  .r)  qui  s'annule  avec  x  et  met  ainsi 
en  évidence  les  racines  des  équations  œ(\z)=o,  cd,(^)  =  o.  En 
particulier,    considérons   la   fonction  '^(-2:),    où  trois  cas  diflerents 
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se  présentent  et  correspondent  à 


i85 


z  =  -iin  ;im  .r. 
z  =  cosama?, 
z  :=  \  aniiT. 


Les  poljnomes  F  et  F(  introduisant  2n  constantes,  on  pourra^ 
avant  pris  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  :;-",  déterminer  les  2  n  —  i 
autres  coefficients  par  les  équations  du  premier  degré 


'^(  a|  )  =  o.  91  7-2  )  =  o, 


■j(Ci.2n-l)  =  O. 


Cela  fait,  la  relation  (  i)  nous  montre  qu'on  aura  encore  cs(;zr)  =  o 
pour  X  =  'j.-i„.  c'est-à-dire  d'après  la  condition  posée  entre  les 
quantités  a 


Or  le  pruduil 


J7  =  —  (  0(1  ^-  a^ 


dz 


CIT 


X2„_i   ). 


(U 


F,..,_'^.F,(..,] 


donne  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  à  considérer  un  polynôme 
entier  de  degré  l\n  et  ne  renfermant  que  des  puissances  paires 
de  ^,  car  on  a  successivement  pour 


=  sin  a  m  a" 


z  =  ces  a  m  r 


z  =  A  a  m  a" 


dz  ' 
dx  / 

(-) 
\  dx  ! 

{  —  \ 
V  dx! 


=       {i  —  z^-)(  k'-^-\-k^z-^}, 
=  — (I  —  z'-}{k'-^  —  z-^). 


Dans  le  premier,  ce  polvnome,  décomposé  en  facteurs,  sera  donc 

(  z^  —  sin^amai  )  (s-J —  sin^amao).  .  .(  j"-—  sin- am  a^,,  -1  ) 
X  \  z- —  sin-am  (  a,  -i-  X2  -f-.  . . -f-  Xo/j-i  )], 

dans  le  second 

(  5-  —  cus-am  a,  \  {  z-  —  cos-ain  7.2  ).  .  .{  z-  —  cos-aina2„_i  ) 

X  [  s-  —  cos"^am  (  aj  —  x-y-h .  .  .-r-  x-in-i  )\,  ' 

et  enfin  dans  le  troisième 

(  z-  —  A-  ani  3£j  )  (  5-  —  A-  am  a.2  ) . . .(  --  —  A-  am  :c-2ii-i  ) 
X  [--  —  A-am  (  7.|  -T-  a.>  -I-. .  .-i-a,,,-!  )J. 
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l^f^sndeulili'S  i\nv  nous  \»'n(tiis  ainsi  délahlir  donnent  un  résul- 
tat important  lorsqu'on  y  fait  :;  =  o.  Si  l'on  désigne  en  elTet,  sui- 
vant les  Irois  cas.  |)ar  \j,  M,  N  \v  terme  (]ui  ne  contient  p.is  :; 
dans  le  polynôme  F(^;-),  on  ohtiendia  les  r<dati(»ns 


siMJiin  I  a,  H-  a,-!-.  .  .  H-  3:.,„_,  )  = 

ces  ain(ai  -(-  a,  -H . .  .  -h  3t2;j-i  )  = 
Aani      (  aj  H-  22 -H. .  .  -t- a2„    i)  = 


zbL 

si  II  a  m  ai 

sin  aiiiao.  . 
±  M 

.  sin  ain  Xo,,-] 

cosam  a] 

cosam  a2.. 

±N 

.  cosaiiia.2„_, 

Aamai  Aam  ai.  .  .  A  arn  ao„-i 


Des  conclusions  tt)iites  pareilles  seront  doniK-es  par  la  fonction 

,     ,         .               r^     •    „                   <^/sin  am.r   ,    .    , 
a,  (.r)  =  SI  II  am:r  r  (sin^am.r  )  H -j /  (sin-am.r  ), 

où  F  et  /  introduisent  2/?  +  !  constantes  aihilraires.  En  prenant 
encore  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée 
dans  F(3-)  et  déterminant  les  autres  coefficients  par  les  conditions 

Oi(a,  )  =  (),  cp,(x2)=o,  •••,  'fil  3t2,,)  =  o, 

on  aura 

r  ,      •    „  /(i  sin  am.r  \  -    .„ 

sin^  aina' r"-(  sin^  ain  a;  )  —      ; 1    / -(  sin'^  aiii  j- ) 

\  (l.r         1  ' 

=  (sin^am.r  —  sin -a  m  a,  )(sin'-  ani  j;  —  sin-  a  m  «>  ).  .  .(sin'-'  ainx  —  sin-  ama2n) 
X  [  sin-  ania?  —  sin-  aiii  (  X]  -I-  a,  H-.  .  .-4-  2(2„  )  J. 

Ce  second  tln-orème  donnerait  la  valeur  de 
sin-  am  (  a,  -h  x^-h  , .  .  -h  ao,,  ), 

où  figure  un  nombre  pair  d'arguments,  mais  le  premier  a  l'avan- 
tage de  conduire  en  même  temps  à  l'expression  de 

sin  ain(  2,  -h  a2  -+-.  .  .-(-  xo,,-)  ), 

cns  ain(  a,  -+-  aj  -H .  .  . -i-  «2,,    1  ), 

•  A  aiiK  X, -T- a2 -(-. .  .-i- a2„_i  ), 

OÙ  il  importe  Ipeu  (jue  le  nond)re  des  arguments  soit  impair,  car 
rien  nempèclie  rl'en  supposer  un  égal  à  zéro.  Lne  dernière  consé- 
quence à  cet  ('gard  nous  reste  encore  à  établir.  Observons  que  les 
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«'■qiiations 

'i(3:,)  =  0,  'f(a2J=0,  ...,  f(7.2n-\)  =  o, 

on,  pour  abrt'ger, 

ç(a/)  =  o, 

déterminent  [)Owr  les  coefficients  de  F  et  F,  des  fonctions  ration- 
nelles, dans  le  premier  cas,  pour  :;  =  sinamj",  de 

<isin  a  m  a/ 

siniuiia/         et         ; =  ces  am  a,  A  ama,  ; 

(/t., 

flans  le  second,  pour  z  =  cos  ama".  de 

d  cos  a  m  a, 
cosama/         et         ; =  —  sin  am  2,  A  am  2,  ; 

dans  le  troisième  enfin,  pour  z  =  Aama/,  de 

d\  a  m  a,  ,„    . 

Aama,         et         ; =^  —  A:^  «^m  am  a/ co*  am  a,. 

Telle  sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à 
l'heure  désignées  par  L,  M,  N,  et,  par  suite,  des  valeurs  elles- 
mêmes  de 

sin  am(  ai  -<-  xo  -4- .  .  .  -1-  a*,,-]  ), 

cos  am  (  aj  -H  at,  -!- .  .  .  -t-  ao,,-]  ), 
A  anri(  aj  -^  a,  -!- .  .  . -h  a-i,,-]  ). 

(hiant  au  doulile  signe,  il  suffira,  pour  le  déterminer,  d'un  cas 
paiticulier ;  nous  allons  en  donner  un  exejnple. 


II.  —  Formules  pour  l'addition  de  deux  arf^utneiits. 

Nous  appliquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois  ar- 
guments a,,  a2  et  7.;},  en  supposant  le  dernier  égal  à  zéro,  et  nous 
prendrons 

dz 

'O(X)  =  (  5*  -(-  aZ-  -t-   />)  -I-  CZ    y-  • 

On  remarquera  alors  que,  dans   le  cas  de  z  ^=  sinamjr,  1  équa- 


l88  (*.  i\iii:s    i>  i:    rii.\ni.  i;s    ni:  km  ni:, 

tidii  fonilanit'iiliilc  il  ctiU'  iorine 

{z^  -h  az-  -h  />  )-  —  c^z-  (  -j^  j    =  z-{  z-  —  sin"-  aina,  )  (  z-  —  siii^aiii  y.^) 

X  \  z-  —  sin-;iiii(ai^- aolj. 

de  sorte  qu'on  doit  déjà  poser  ^  =  o.  Si  I On  sii|)priine  dans  les 
deux  mendies  le  facteur  :;-.  et  (luon  fasse  ensuite  .;  ^  o,  on  (d)- 
liendra 

•4-  .. 

si  II  am  (  ïi  -T-  J-i) 


sni  ain  ^1  sin  a  m  Xo 
Gela  posé,  les  équations  '-2 (a,  )  ^o,  '^(ao)  =  o  deviennent 

sin*  am  X|  -+-  a  sin  ain  aj  -t-  c  cds  aniai  A  ain  ofj  =  o, 

sin*  ani  ol,  -t-  a  'in  am  a^  ^-  c  cos  am  Xo  A  am  a^  =  o, 
doù 

c  sin-amai  —  sin-aiiia-) 


sin  a  mai  ^'^  amao        sut  a  m  ai  cos  a  m  scj  Aani  a.,  —  sin  a  m  'Xi  cos  amai  Aamai 

valeur  qui  se  réduit  à  s\i\a/i>y..2  |)()ur  a^  =  <>.  de  sorte  qu'on  doit 
prendre  dans  la  formule  le  signe  supérieur.  Il  \ienl  ainsi,  en  inul- 
ti|>liant  les  deux  ternies  de  la  fraction  pai- 

sin  a  m  ai  c<js  ani  a^  A  am  ao  -^  sin  am  a^  cos  am  ai  Aam  Xi, 
et  supprimant  liant  et  bas  le  fadeur  sin-ama,  —  sin-ama^, 

Mn  amaj  cos  ama.>  A  amao  -t-  sin  am  'x-y  cos  am  a|  A  am  aj 


sin  ani(  ai  -^  a.,  ) 


r  —  /i-  sin-  am  ai  sin-  am  a-i 


Dans  les  autres  cas  où  z  =  cos  am  jr  et  c  =  Aam  j".  léq  nation 

z-'-haz--\-o^-cz  -j-  =  o 
dx 

admet  la  racine  c  =  1  qui  répond  au  troisième  argument  sujiposé 
nul.  ()n  doit  donc  faire 

5*-i-rt2--r-^  =  (S-  —  lj(C-   -r-m), 

ce  qui  conduit,   pour  z  =  cosanijr,  aux  équations 

cos  amai  Aam  ai 

cos-  am  ai  -t-  //»  -(-  c  : =  o, 

sin  a  m  ai 

cos  a  m  a.)  Aam  a.> 

cos-  amao  -i-  m  -t-  c  : ^^ ^  =  o, 

sin  ama^ 
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et  à  la  \  a  leur 

±  m 

eus  am(  Xi -i- a*  )  =  : 

co«  a  m  ai  ces  a  m  a* 

de  iiièine  pour  :;  =  Aain.r,  on  a  les  relations  tr)iites  semblables 

cos  ain  ai  Aani  X) 


A-  aiii  y.<  —  m  -+-  c 


sin  am  xi 


ces  am  X  )  Aam  a.i 

A-  a  m  7.1  —  ni  ^-  c  ^ =  o, 

-iri  am  y.-. 


A  a  m  (  'Xi  -^  x.,  )  = 


Aam  ai  A  ama.. 


Un  calcul,  entièrement  analoj;ue  à  celui  <[ui  ct)ncerne  le  sinus, 
donne  les  formules  siii\antes  : 

co^  am  y.]  ces  am  x,  —  sin  am  X|  sin  am  Xo  Aam  Xi  Aama, 

CCS  ani(  Xi-T-  X>)  =:  ^-7- — ■. : :, 

I  —  A-  sin-  aniX]  sin^  ama.. 
Aam  2|  A  am  Xo  —  A-  sin  amx]  sin  am  i^  ces  am  Xi  cos  am  a. 


A  a  ni  f  a  1  -!-  x,  )  = 


I  —  A-  sin-  an 


1  Xi  sin-  a  m  y-i 


Les  trois  formules  que  nous  venons  de  déduire  du  théorème 
d'Abel  sont  nommées  à  juste  titre  fondamentales,  car  elles  suf- 
fisent pour  déterminer  complètement  les  fonctions 

sin  amx.     cosam:r.     Aania?. 

On  |)eut  \oir  dans  les  premiers  Mémoires  d'Abel,  et  postérieure- 
ment dans  les  Travaux  de  Gudermann  (  '  ;,  l'un  des  meilleurs  auteurs 
qui  aient  écrit  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  comment 
elles  donnent  la  double  périodicité,  puis  les  exj»ressions  de 

sinam(/ij7),     cosam(n.r).     Aain(/«a?), 

où  n  est  un  nombre  entier  (juelconque.  doù  Ion  déduit,  en  rem- 
plaçant x  par— 5  et  passant  à  la  limite  pour  n  infini,  les  expres- 
sions analytiques  sous  forme  de  quotients  des  séries  0  et  H.  Nous  j 
joindrons  les  suivantes,  qui  s'en  déduisent  immédiatement,  savoir  : 

inam  2i  eus  am  Xo  A  am  xj —  ^in  ama^cos  amxi  A  amxt 


sin  am(  X]  —  x.i  1  ^ 

cos  a  m  (  X|  —  x.;  >  = 

A  a  m  (  Xi  —  x.,  )  — 


I  —  A-'  sin-  amX]  sin-  am  Xo 
cos  am  X]  cos  amx2  —  sin  am  x;  sin  am  x.,  A  am  Xj  A  am  Xo 

I  —  A-  sin-  amxi  sin-  amxo 

A  am  X]  A  am  xo  —  A-sinam  Xi  «in  ama.2  cos  amxi  cosama2 

1  —  A-  «in-  am  X]  siri  am  Xi 


C)  \<nv  Journal  de  Crelle,  t.  16,  17,  18.  19.  "JU, 'ii,  "^3, -ii.  et  il. 


■2  A  an 

.a,  A; 

,unxi 

l  — 

-  A-  sin- 

a  ni  ai 

sin 

-  a  m  a. 

■2  si 

n  a  Ml  a-2 

cos  ai 

na, 

A  aiii  a. 

I  - 

-  A-2  sin2  ama] 

1  sin 

'  am  «2 

>sin  ain  ai 

sin  a  m  a. 

A  a  1 1 1  a ,  A  ; 

;ini  7.-2 

1  -  A  -^ 

sin-  ai 
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sin-  a  111  a 

■i 

•2A2 

sin  3 ma 

1  sin  ama-. 

cos  ama. 

cosania2 
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l*ar  voie  daiUlilioii  el  de  soiistiaolioii  on  en  conclut 

•2  sin  a  ni  7]  ros  a  ni  st..  A  a  m  a., 

>in  ani  (a,  -i-a,)-!-  sin  am(ai  —  a.,)  =  , .,    .    ., :^, » 

1  —  A-^  sin^  ainaj  sin^  ama, 

•>,  cos  am  ai  cos  ama^ 

cos  am(a|-4-a.2)-+-  cos  anua,  —  a-j,)  =  —    .    ■ ^— > 

I  —  A"2  sm-  am  a,  sin^  am  a2 

A  ami  ai -t-aî) -i-      A  ami  a,  —  ■^2)  = 

sin  am(ai  ^-a*) —  sin  amiai  — a.)  = 

cos  annai  —  ao)  —  cosam  (>(  -;-  'x-y)^ 

Aanua-;  —  a.>  1 —      Aani  (ai-t-a.i)  =  ,,    •    .  -, 

I — A  '  sin- am  ai  sin- am  ^2 

Les  trois  dernières  équations,  en  faisant 

a,  -r-  a2  =  3",  a,  —  aj  =  a, 

conduisent  à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,  qui  donnent 

sin  amx  =  sin  ama, 

cos  a  m  j-  =  cos  a  ni  a, 

A  am  j"  =  A  anirt. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnai't  (jue  toutes  les  solutions 
sont  données  par  celles  des  équations 

sin  am  — =  o     ou      te. 


X 

■2 

a 

r 

•> 

a 

On  en  conclut   immédiatement,  d'après  les  formules   données 
page  143  pour  les  racines  des  é-qiialions 

e(j-)=o,  H(a";  — o,         Oi(j:-)  =  o,  Fl|(a")  =  o, 

qu  on  a 

(  jT  =      a  -H  4  'w  Iv  -t-  ■>-  '>i  i  ^  , 

/  j~  =  —  a  -<-  (  /i  //i  -i-  -2  )  K  -^  1  ni'  i  K'  : 

de  même,  pour 

cos  anix  =  cos  unir/, 
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011  ()l)lit'ii(lrait 

I  .r  =  dz  «  -t-  4  "i  K  -r-  -i  m'  i K', 

\  a:-  =  ±  a  -I-  (  4  /«  -t-  2  )  K  -4-  (  4  m'  -f-  ■>.  )  i  K', 

ou  |)lus  simplenienl 

a"  =  dr  a  -i-  2/??(  K  -I-  /K')  -i-  4  /"'  /K', 
et  pour 

A  a  m  .r  ^  A  a  m  a . 

X  =  ±  a  -^  i  inK  ^-  \  Ht'  iW . 

Dans  ces  formules  /;/  et  //<'  désii^nenl  des  nouihres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatits. 

Les  formules  pour  l'addition  de  deux  arguments  donneraient 
lieu  à  beaucoup  d'autres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux  ré- 
sultats relatifs  à  la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent  les  trois 
fonctions  lorsqu'on  suj^pose  l'argument  égal  à  une  demi-période. 
Les  premières  découlent  des  foi-mules  fondamentales,  qui  donnent 
immédiatement 

•i  sin  ama  cos  ama  A  ama 

sin  a  m  '2  a  — ■. , 

I  —  k-  sui*  ama 

I  —  2  sin-  ani  a  -h  k-  sin*  ama 


cos  amaa  = 


A  a  m  >  a 


I  —  k'^  sin^  am  a  ' 

I  —  ik^  sin-  ama  -4-  k-  sin*  ama 


[  —  k-  sin*  ama 

et  l'on  en  déiluit  les  valeurs  suivantes,  qu'a  données  Gudermann  : 

K  I  .  iW  i 

sin  am  —  =  ,  {     sui  am  =  -^  ■. 


K  /A'  1  iK'        y/i  ^  A- 

(   cos  am  —  =  —==zz  j  '    cos  am  =   z: — 


K         /^  f  iK' 


Aain  —  =  ^/k'  ;  I        A  am  =  \/i  -h  k: 

■2  L 

\    sin  am  (  —  =t  «  K'  )  =  ^^:^=r  '  1     sin  am  (  K  dz )  =  — —  , 


cos  am 


(-±,KJ  =  qz.^/    — ^,     ^  cosam(K.^— j=q=.^ 


A  a  m  /  —  z!=  i  K'  I  =  qz  «  /A  '  ;  '       A  a  m  /  K  ± \  —  \J\  —  k\ 


k 
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et 


tiK'\        ,,     /  F 


A  a  m      — 


III.  —  De  la  inullipliculiim  des  arguments. 

Ce  point  imporlaiit  de  la  théorie  des  fonctions  elii|)ti([iies  est  si 
intimement  lié  à  la  théorie  de  la  transformation,  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  l)orner  à  1  indication 
d'un  petit  nombre  de  résultats. 

Eu  premier  lieu,  soit  ii  un  uoinln-i-  pair,  et  posons 

n- 
ni  ^^  —  ) 

2 

on  aura 

5inaiii.r-r-  .\'?in-*ain./— ...^-  H'?in-"'--*aiiKr 


sin  am(na')  =:  /icosaiii  .r  Aam.r 
( —  i)-  cos  aminx)  = 

n 

( —  I  )-  A  atiK  nx  )  = 


[  ^-  V  sin-  am.r  -^  . .  .^  H  *in-"'  am.r 

I  -I-  A',  cos-ainr  -f- .  .  . —  \\\  cos-'"  aiu.r 
r  -f-  Al  cos-  am.r  -^.  .  .  -r-  11]  cos-'"  dmx 

I  -4-  A  !,  A-  a  m  .97  —  ...  -^  H',  A-'"  aiu  x 


I  —  A..  A-  Amx  -^.  .  .  -r-  Ho  A-'"  ain^r 
Soit,  en  second  lieu,  /i  iiupaii-  et  faisons 


n-  —  r 
m  =  


sin  amar  -+-  a'  sin^  am.r  -h ... -^  h'  sin^"'-*-'  amx 
sin  ani(  nx )  —  n 


1  —  a 

Slll- 

■  a  m 

X  -r-  . 

..— 

Asm 

'-'"  a 

mx 

cos  am.r  ^ 

"i 

cos^ 

anio- 

-r-.. 

.— 

h' 

cos' 

i/ii^i  amx 

1  -i-  ai 

cos^ 

■  ain^r-  — . 

A, 

cos-'" 

aniar- 

A 

amx  -^  a 

;  A^ 

'  a  m 

X  -^. 

..— 

K 

A-^ 

!/H-t-l 

ama" 

cos  am( nx)  =  n 

A  a  111  (  nx  )  =  /i  .  „  ,       , 

I  —  «2  A^  a  m  j"  -(-...—  A  2  A-  "'  nnix 

Tous  les  coefficients  dans  ces  diverses    Idinmlcs   sont  des  fonc- 
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lions  rallonnelles  et  entières  de  /•-,  el  Jacobi  a  donné  pour  leur 
délerniination.  dans  le  cas  où  n  est  impair,  le  tliéorème  suivant  : 

Soient 

a  U  ,T        P 

Sun  anix'  =  — ,  sin  ami  nx )  =  — —  et  U  =  rr-» 

^/k  s/k  Q 

P  f'f  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  u\  si  Von  fait 

X  =  A  —  T  ' 
k 

ces  deux  polynômes  satisferont  à  V équation  linéaire  aux  dif- 
férences partielles  (pie  voici  : 

,/    T  ,  ,  /  .,    dz 

u-(  n-  —  \)  a- z  -^  (  n-  —  1 1  (  -/ «  —  ?.w^)  -7- 

dii 

d-  z  dz 

—  (  I  7.lt-  -r-  II*  I    -; — -    =:    1  /l  '  (  "X-  '\  )    -r-  • 

du-  dcL 


Sur  les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

On  y  est  amené  par  la  considération  de  I  intégrale 

/   F(sinamj",  cosani.r,  lamx  )  dx, 

OÙ  F  désigne  une  fonction  rationnelle  (juelconque,  et  qui  va  main- 
tenant nous  occuper. 

Soit,  comme  jjrécédemment, 

u  =  siii  ain:r, 
V  z=  cos  arnx, 
w  ^  A  ân\x. 

On  reconnaîtra  dabord  quelle  peut  être  réduite  à  la  forme 

/  (  A  -T-  B  f  -r-  C  iv-  -T-  D  f  w  )  dx, 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  u.  Il 
en  résulte  que  la  première  partie 


/ 


A  dx 
II.  —  II.  i3 


n)^  i*A  \\n.^    iti;    ciixui.Ks    hkumitk. 

dt*inan(i«'  seule  un  exain«'n  allenlil.  car.  à  r(''f;aitl  <les  deux  siii- 
vanles,  rinli'yraliou  s  elleeliicia  par  les  rèji;les  relatives  aux  raili- 
caiix  carrés  du  second  de^ré,  en  prenant  it  pour  \arial)le  indé- 
pendante, et  la  dernière  se  Iromera  inènie  ainsi  ramenée  aux 
fonctions    rationnelles.    CVsl    doue    seulement    dans    l'expression 

/  \'/.r  (pie  i'<in  [)«'uî  s  attendre  à  \oir  r»''suller  de  1  intf'j^ration  des 

fondions  non  \  elles,  et  ([ue  les  considiMa  lions  su  i\  an  tes  \  ont  mettre 
en'ectivement  en  évidence. 
Soil 

A  =  -. » 

o  et  'b  désignant  des  polynômes  entiers;  en  mtillipliant  ])ar'i;( — ii) 
les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 

<\i(u}<\i(  —  u)  —  »r(  if-^}. 

(f{u)  <h(  —  w)  =  *(  W- j  H-  a  *!  (  M-  ), 
on  décomposera  l'intégrale  proposée  dans  les  deux  sui\antes  : 

dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  second  degré, 
puisqu'en  faisant  //-  =  t  elle  devient 

I     /  ■  <}•  I  (  /  )  df 


I      /    'l'i  I  ^  I  ar 

'J     ^J'"'     vA  I     "  /Kl—  /:'( 


11  V  a  donc  seulement  lieu  de  sOceuper  de  la  première,  cpi'on  fera 

denenure,  en  décomposant  en  li  actions  simples  -, ?  de   termes 

'  '  '         'hi  u-  ) 

tels  que 

/   u^"  d.r.  I '  "^    ,      , 


ou  l)ien 


/if-^"  du  r  du 

J(\  —  W^  )(\  —  /.-  u-  )  ,1     t  l  —  'XU-  )!'  V''(  1         u- 


y/d  —  M^  )  (  I  —  /.-  U-  )  J     {  \  —  'X  u  -  )/'  V''(  1      -//-)(!  —  /f-  //■-  ) 

et  ces  termes  sont  eux-mêmes  redii(id)les,  comme  on  \a  \oir,  aux 
cas  les  plus  simple>  de  //  =  i  ,  ^>  =  i  . 
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Pailons  eu  premier  lieu  de  la  relation 

du'"  ,       , ; 

— - —  =  mu'"-^  y/'  '  —  «-)  (  I  —  /'-"-  ), 
ax 

qui  difl'érentiée  donnera 

d-W" 
,    .     =  m  I  m  —  I  )  a"«   -  —  m^{  \  -\-  k^  )  W"  -i-  m  (  m  -^  i)  k-  u'"-^'^. 
dx- 

En  intégrant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  cette  équation, 
on  IrouNera  celte  formule  de  r<''diiction 

du'"  r  r  r 

— —  —  nu  m  —  I  )  /  u'"    -dx  —  m-  (  i  -f-  k'-)  1  a'"  dx  -+-  mi  rn  —  i)  k'  j  u'"-*-'-  dx, 

qui  montre  coninienl  de  proche  en  proche  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  où  fil  =  2  n,  aux  seuls  cas  de  /?  =  o,  aï  =  i . 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à  la  variable,  et  c'est 
le  second  qui  conduit  à  un  nouvel  élément  analytique,  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  introduisant  comme  facteur  constant  le  carré  du  module, 
nous  poserons 

Z(x)^    I     k- iln- a\nx dx, 

ce  sera  ce  que  I  on  nomme  et  ce  que  nous  appellerons  dorénavant 
la  fonction  de  seconde  espèce. 

Partons  en  secoml  lieu  de  la  relation 


■xu-  )/'-^' 


U  \A  l    —   II-  <  I   \  /  -  M- I    _  i        ,      ^  ~'  ^''  ^  '  /"  '^  ' 

,  „     /         2 -(-  iA-        3/'-,    r         dx 

—  (2/?  —  i  )       I  -! 1 / 


,     /  '  -t-  ^''  >  ^-  \     r  dx 


-(■'P-^>^J 


a  —  7.U-  )P'^ 

/.-    /'  dx 


(  i  —  a  u-  )/'   '■' 


qu'on  trouvera  identique  par  la  diflerentiation.  Il  est  clair  que,  de 
proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général  des  trois 
suivants  où  l'on  suppose  />  =  —  i ,  ^  =  o,  />  =;  i .  Le  premier  nous 
ramène  à  la  fonction  de  seconde  espèce,  le  second  donne  un  terme 
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proporlionnol  à  la  variahle  :   c'esl  ilonc   seulemciil   If  (k'inior  qui 
met  encore  en  ëvidence  une  fonction  nouvelle,  que  nous  »'ludie- 

rons  sous  la  lonne 

r  \  u^  il.r 
.  '     I  —  ^  11- 
aii  lieu  de 

r    dx 


En  faisant 

a  =  /■-  sin-  a  m  (t. 

.  I    r/a    .       . 

A  =  -  -7—  /.2  siii  aiii  a  ccis  am  a  A  am  «, 
■X  da 

nous  poserons 

'"  /»■-  sin  ama  cos  ama  A  am  a  sin^  ani  x .dx 


U(x,  a)  =      .     — 


I  —  X-  «in 2  aiiif7  «in- a 


et  celle  expression  sei-a  désormais  pour  nous  ]a.  fonction  de  troi- 
sième espèce. 


\.  —  Expression  par  ^(x)  des  intégrales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  préccdeminenl  établi  la  relation  sun  aiite  : 

,   .    ,  .  r.  f'^sinaina"        „  H(.r — x,  )H(.r  —  «oiHfa:  —  a.,) 

sin  a  nu  x  (  sin-  a  m  a^  -h  A  )  -^  tJ  -, =  L y 

dx  >d^(x) 

OÙ  les  coefficients  \  et  B  s'expriment  par  a,  et  a^,  en  |»(jsant 

r>    '^^  '■  '  "   '"11  ^  I 

sm  am  -x,  {  sin-  ain  oti  H-  A  1  -H  li ; =  o, 

.  _,  r/sin  a  m  y.., 

sm  am  x»  (  sui-  am  a.)  -h  A  1  -i-  B  ; "  =  0. 

dcLc, 

Soit 

«i  =  —  ao  =  rt, 

et,  par  suite, 

«3=0: 
d  après  la  coudilion 

ai  -r  ao  -^  3(;j  =:  o, 

on  trouvera 

B  =  o.  A  =:  —  sin"''  am  a, 
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el,  par  conséqiit'nl, 

^  HCa7-+-a)  HC.r  — a)  H(.r) 
sui  am.r(  sin-  ani  j:'  —  siu-  am  a)  =  L- ■ 

J3(''lenniiiiint  C  <'ii  fiiisaat  jc  =  o,  il  viendra  enfin 

B- (  o)  [J  (  ,r-  ^-  m  H  (  .?•  —  a ) 

sin-  am  j"  —  sm-  am  a  =    ; • 

Ae-'(.r)  fc)2(a) 

Cette  relation  iinportunte  prend,  si  l'on  change  a  en  a  -h/K', 

cette  nouvelle  forme 

, ,    .    ,              .                       e-^  (  o  ■)  0  (  .r  -+-  '•M  e  (  .r  —  a  ) 
F  —  K'^  sin-  aiiirt  sm-  am.r  ^=  ? 

à  laquelle  on  par\  iendrait  encore  d'une  autre  manière  en  employant 
I  identité 

I    H(  X -t- a)  H(  :r  —  a)         .  ,  .  , 

-r ==  Sin  am  (  ,r -4- (7.  )  Sin  am(  .r  —  a) 

A-  y  (  .r  -H  r/  )  0  (  •^^  —  a  ) 

«in-  aniar  —  sin'^  ania 


I  —  k-  sin^  ama  sin"^  anvj? 

Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 

log(  I  —  k-  sin-  ama  sin-  ama?)  =  logfci)2(o  j  H-  I05;  W(  .r  -\-  a  ) 

-I-  logt)(a7  —  a  )  —  2l()g0(j?)  —  ■2logfc)(a), 

et  de  là  un  tire  immédiatement,  en  ditïérentiant  par  rapport  à  a  et 
en  intégrant  ensuite  |)ar  rapport  à  x^ 

Jr    k-  «in  ama  cos  ama  A  anicï  sin-  -akwx dx 
i  —  A-  sin-  ama  sin-  ani.r 

e'(  a)         1   ,        ^{x  —■  a) 

c'est  l'expression  analytique  découverte  par  Jacobi  de  la  fonction 
de  troisième  espèce.  En  di\isant  par.'/  et  supposant  ensuite  a=o, 
on  en  déduit 


/      k-  sin^  amxdx  =  Z{x)  —  ^x  — 


e'(.y) 

<ô  (  x) 


où  Ton  a  posé 

y  _  oÇ  —  4g'* -f- Qt/'-*  —  i()(/"'  -I-  iâc/-' — ...  i 

~  1   —   2  (/  -t-  ■<  (7^  —   i  grS  -4-  i  ^"'  —  .  .  .  /■?.  K  \  2  ' 
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c'est  l'expression  donnée  é^alenienl  par  .lacol)i  de  la  fonction  de 
seconde  espèce  et  qui  \a  nous  conduire  aisément  à  ses  propriétés 
fondaincnlales. 


FI.  —   De  la  fonction  Z(x). 

La  preniit-re  de  ces  propriétés  est  de  n'avoir  qu'une  seule  et 
unicpie  dt-terminalion  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la 
varial)le.  C  est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  considération 
de  l'intégrale 


A-  sin-  ciiii  z  Jz. 


En  ellet,  pour  l'une  quelconcpie  des  racines  de  l'équation 


I 

=  o. 


savoir 

z  =:  1  m  K  -^  (  2  m'  -^  \)  i  K' . 

le  résidu  correspondant  de /r- sin- am  c,  c'est-à-dire  le  coefficient 
de  -  dans 

A"-  «in2  am  [  2/n  K  -I-  (•2/?^'-^-  i  m'K^^  =  J  = 


'■in-  ,'im  î 


s'évanouit,  car  sin-  amî  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  e 
dans  son  développement.  L'intégration,  quel  que  soit  le  chemin 
décrit  par  la  variable  .3,  ne  donnera  donc  tju  une  seule  et  unique 
détermination.  Nous  poUNons  ainsi  poser  sans  aucune  ambiguïté, 
en  adoptant  les  dénominations  de  M.  Weierstr.iss, 


J  =    /      k-  ?'\n-  am  .r  dx. 


'=./■ 


/  -  ?in-  aiii  X  dr. 
K 


C^es  quantités  se    nomment   les    fonctions  complètes  de  seconde 
espèce  et  sont  liées  à  K  <i  K    (onctions  coin|)létes  de  première  es- 
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j)èce  |)ar  la  lelalioii  (jiié  nous  avons  déjà  mentionnée 

KJ—  K'J  =  - 
■>. 

et   (|iie  nous  allons  inaintt'iianl  fh-nioiilrer. 
A  cet  ellV't.  faisons  successi\  ement 

5  =  K, 

z  =  K-^tK', 

flans  I  ('(jualioti   fonilaïucnlaie 

H  (  .7-  ) 
La  premier»-  substitution  donnera  tout  d  abord 

J  =  ^K, 
car  on  a 

e'(  K  )  =  o. 
l^our  la  seconde,  nous  partiions  de  la  relation  donnée  page  i43  : 

et  d'où  1  on  tire 

loo;Hi  (  X  -H  iK'  )  =  logHi  [  .c }  —  ^  (  ix  -i-  i\\' ). 

En  différentiant  par  ra|)port  à  .r.  on  en  déduit 

B,  (  r -I-  i  K'i  _   H\(.ri         i-z 
Hi  (  j-  —  iis.  )         H  i(  .r  j         2  K 

Maintenant,  si  1  on  tait  .r  =  o,  la  dérivée  de  la  lonclion  paire  H,  (x) 
s'é\anouissant,  il  viendra 

fct,  (  iK' }        fc»'(  K  -^  iK'  )  i- 

Hiij'K'i         HiK^iK')   ~        i  K 
On  en  conclut 

Z  (  K  —  t  K '  )  =  r  I  K  —  <  K'  )  H —  '". 
^        iK 

et,  par  const'-quenl, 

,,       Z(  K  —  ik' )  —  Z(  K  )  - 

J     ^=     : =    ^  K —  J 

l  "  2K 

ce  qui  donne  la  relation  annoncé'c  en  rem|)laçant  «  par  j-- 
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Ces  (|uaiihlés   J  et  J',  lors(]iroii   sii|)j)oïie   le   module  /»"   réel   el 
moindre  tjue  runité,  s'exprimenl  par  les  intégrales  rectilignes 

■.=  r'-    ^•-'"^" ■'   f\    '-'■■■•-"- 

•  ,,     \^{  I  —  .r-  )  {  \  —  k-x-)  •  'i     \M  ,/•-  —  n  (  I  —  k'x-  ) 

et  Ion  a.  (diiimt'  |)om'  K  cl  K'.  ces  deux  séries  : 

J  -  -  3. 

en  faisant 

v»  4      '2  /  b  ^  7. .  4  /  X  \  •>. .  4 .  (>  ' 

1    ,  >        3  /  I  \  -  , ,  •'  /<  —  i  /  t  .3 .  .  .J.  /i  —  5  \  -  ,  , 


■>  Il  —  ».      >..jf...}n  —  4 
I    A.n  —  I   /  I  .  ) .  .  .  ■>  n 


\.  .  .  ■>.  n  — 


Â-2". 


\  oici  maintenant  la  |)ropnété  de  la  lonetion  de  seconde  espèce 
qu'on  floit  rei;arder  comme  caractéristi([ue  et  cpii  justifie  son  in- 
troduction à  titre  de  nou\el  élément  analytique  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques;  elle  consiste  dans  les  ridalions 

Z(x  -^-  u'K')  =  Z ( ./■  )  -+-  i i3 '. 

Ces  relations,  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fonda- 
mentales 

ti(x  -\->W)     =  k)(x), 

. ..,  — r-  <■>'-*-!  K  i 

eix  ^  f.iK  }  —  —  «(j-)e     ■* 

en  en  j)renanl  les  dérnées  lo^arithmicpies,  donnent  en  ellét  la  no- 
tion d'un  nouveau  genre  de  fonctions  cpii,  étant  uniformes,  se  re- 
produisent avec  l'addition  du  ne  constante  lorsqu'on  augmente 
largument  des  cpiantités  9.K  et  'aïK'.  Plus  lard,  on  verra  le  rôle 
et  rinq)orlance  de  ce  caractère  qui  n'est  plus  la  douMe  [)ériodicité, 
mais  qui  s'y  rattaclic  d'un»'  mauièie  ('iroile. 
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On  V  parvieiidniil   d  ailleurs  encore  autrement,    en    partant   de 
I  é(|uati()n 

2,{x  -r-  a)  =  Z(  J*  )  -!-  Zi  a  )  -h  k-  sin  am:r  >in  ama  siii  am(:r  -i-  a), 

c'est-à-dire  du  lliéort'-nie  de  [addition  des  arguments  dans  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce,  que  Jacobi  démontre  comme  il  suit  : 
Difïeienlions,  |)ar  rapport  à  x,  l'équation 

fc»'(  «  I         f  *è(x  —  a) 

n  (r,  rt  )  =  .r  H lo2  — \ 1 

H I  rt  I         L      ■    B  (  a-  -4-  a  ) 

il  \  lendra 

A- ?in  aiiK-/ co<  aiii  a  A  am  (^/ *in-ani^'       B'(a)         i    fc»  i.r — a)         i    W'(.r^-a) 
I  —  A- sin- am«  ?iri- aina"  B('«)         •?.   b  (  a^  —  a)        ■>.  B(.r-i-aj 


=  —  Z(fl)-i —  2.{  X  -^  a  ) T.(x  —  a), 


d'où,  en  jieruiutant  .r  et  a. 


/i- sin  ani.r  cos  ain  j'  A  ama' sin- nni  «v  „  i  „  i  „, 

; : : =  L\  T)^  -  L\  X  -\-a)-, —  lAx  —  a)\ 

1  —  A-  sin-  arn  a  sui-  -awxx  i  i 

or  ces  relations,  ajoutées  nienibre  à  mem]>re,  donnent 

k-  «in  ain  x  sin  ain  a  sin  ani  (  x  -^  a  )  =^  T.{  x  ^  a  )  —  Z(  x)  —  Z(  a). 


III.  —  De  la  fonction   U(x.  a). 

On  considère  comme  l'une  des  plus  belles  décou\ertes  de  Jacobi 
cette  ex|)ression  de  X\(x,  a)  où  figurent  deux  quantités,  l'argu- 
ment X  et  le  paramètre  a,  j)ar  la  relation 

fc»'(  -7  )         I  ,       S(x  —  a) 
Il  (  X.  a  )  =  X ioo;  -— , 

W'  '/  I        -2     ^  e(x  -+-  a) 

dans  laquelle  n'entre  que  la  seule  fonction  0  avec  sa  déri\ée.  11 
jjourrait  même  paraître  inutile,  à  cause  de  la  simplicité  de  cette 
expression,  d  introduire  avec  une  désignation  spéciale  et  comme 
un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième  espèce. 
Cette  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  travaux  de  Le- 
gendre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi,  et  nous  l'emploie- 
rons dans  les  énoncés  des  |)ropositions  suixantes. 
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A.  —  Échaiii(e  de   l  ainplilmle    et    ilu  paramètre. 
L'ëqualion  foiidaineiilHle  donne  imniédialenienl 

e'(rt)        e'(j-) 

ou  bien  encore 

n  (  r ,  rt  1  —  II  (  T  ,  r  »  =  a'L{T\  —  xZia) 

en  introduisant  la  f'unrtion  de  seconde  espèce.  Celle  propriété  peut 
être  établie  directement  et  étendue  aux  inté<jrales  d'ordre  supé- 
rieur par  la  méthode  suivante  qu'a  encore  donnée  Jacobi. 
Soit  ^{x)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x  et 

/v/'i  (  a  )  dr 
' 7^== 
(  .r  —  a  I V'  (f  (  X  1 

la  diiiérence  F(j7,  a)  —  F{a^  .r),  ou  bien  la  somme  des  intégrales 

I  \/cp  (  a  )  dr  r         \/<f  (X  \  da 

J  f,     {■i—a)s/o(T)       J^      (.r  -- a  I  v^o(a  ) 

peut  être  renifilacée  |)ar  l'intégrale  double 

r  "     i'  '  dj-  (lu  l 'i'  (./■)-»-  cp'  (  r/  )  I  (  .r  —  cm  —  x  o{  a  \  —  >  -i  (  .r  ) 

Or  on  ti()U\e  aisément  (\uv  la  (juanlilé  placée  entre  parenthèses 
est  une  fonction  entière  de  x  et  de  a,  de  sorte  que  Tinlégrale 
double  se  ramène  à  une  somme  de  produits  tels  que 

a'"  da  /'"'    x"  dx 


/•     a'"  da  /'"     3"" 


o(x  ) 


Le  cas  des  intégrales   ellipli()ues    résulterait   é\idfmment  de   là, 

en  posant 

<ù(x)  =  x(\  —  x)(\  —  k-x) 


et    prenant,    pour    \aiiables  x  et   a,    les   (luanlilés    7- — ^— et 

r  1  '  A-  Mil-  a III  ./• 

sin-amc/. 
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B.  —  Des  fonctions  ronipliiles. 

Sii|)|)OS()iis  successiveineiit  dans  l'équaliou  précédente 

\\\x^  a)  —  ll(  rt.  .r  )  =  a  Z(  x  )  —  xl^i  a  ), 
a?  =  K         et         J7  =  K  -f-  f  K'  ; 

en  observanl  (|ii"on  aiiia 

nfa,  K)  =  o, 

n(a,  K  -4-  tK')  =  o, 
on  en  coiidul 

11  (  k,  a  )  =  rt  Z  (  K  )    -  kZ  (  a  )  =  a  J  —  kZ  (  a  I 
et 

il  (  k  -i-  /  k'  )  —  Il  (  k  j  =  /rt  .1  '  —  i  k'  Z  (  a  j. 

Telles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des  inté- 
grales définies 

/i^  sin  anirt  c<'S  ama  A  a  m  a  sin-  aiu?'  dx 


ri(  k  -K-  ik)  —  iii  k)  -=  ^ 

•    Iv 


I  —  /i-  sin-  ain«  «in-Hin  j- 
^    ^' *    A- sin  ama  cos  am  a  A  am  a  sin^ain  .7?  flfa: 


[  —  /i-  si  II -a  ni  «  sin"-;ini.r 


Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respecti\einent  par  FI  cl  /FI',  on 
aura  les  relations 

\\{x  -7-  xK.  Cl)     =  II  (  \r,  a  j  -t-  ■>.  H, 

\\{x  -\-  2(k',  a)  =  II(\r,  Cl)  -+-  2  iW 
et 

kll— ilk'=  — . 

Mais  nous  observerons,  à  l'égard  de  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce, que  l'intégration  introduit,  en  modifiant  le  chemin  décrit 
par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de  Tty' — i, 
de  sorte  que  ces  relations  n'ont  lieu  que  pour  certains  modes 
d'intégration,  tandis  que  les  relations  analogues  relativement  à  la 
fonction  de  seconde  espèce  n'exigeaient  aucune  restriction  de 
cette  nature. 
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G.  —  Atlclition   des  ars-unients. 

Considérons,    |)oiir  lixer  les   idées,    nu  nniiil)i(»    iiiipiiir   (rarj^u- 
nienls  ai,  a.j,  ....  a^^^,.  lirs  |)ar  la  relalion 

ai  ^  ao  -T-. .  . -H  3i2«-r-i  =  f>, 

l'équation  fondamentale 

«'Ce/  )          1   ,        t»(  .r  —  rt  ) 
ll(.r,  a  )  =  J7  — H lo<: 

donnera 

n(a|,  «  )  -+-  n(a.2,  a  )-(-..  .-f-  IKa.,,,^!,  a) 

'   ,'    t»(  a,  —  «  )t)(a,— a  ).  .  .  0f  a.,„_H,  —  a) 

=    —   loÇ  : : • 

•2^      "  t>(  ai -I-  rt)  6(22  — rt).  ..  H(  a2„-Hi-H  «  ) 

Cela   posé,  je  dis  que   la  (|uaiitité   sous  le  signe  logarithmique 
s'exprime  rationnellement  par 

\   sinamai,  sinainao,  ....     sin  ania2,jH.i, 

(  A)  •  . 

/   Da,  sinama,.      D^,.  ^inamao,      .  .  .,      Da.,„+,  sin  am  a2n-Hi. 

Rappelons,  à  cet  eflet,  qu'en  désignant  par  f(.v)  et  /",  (.r)  deux 
polynômes  entiers  en  ûp  des  degrés  n  el  /i  —  i  et  faisant 

o(x)  =  sin  arna"/(  sin-ain.r  )  -j-  Dj-<in  ixmx/i  (  sin-  amx), 

nous  avons  obtenu  (  |).  i84)  la  relation  suixante  : 

AH  (  T  —  Xi  )  ïll  X  —  '1,  ) . . .  H  i X  —  a,„_m  ) 


'~s(x)  = 


H2"--'(X) 


où  les  coeliicieuls  tk-s  polynômes  _/  et  /,  doivent  être  déterminés 
par  les  équations  linéaires 

et  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quanlilés  (A). 
Cela  posé,  en  changeante:  en  —  x,  on  en  déduit 

AH(^.7-  —  1,   )  H  (  X  —  Ti;  , .  .  .  U  (  X  -r-  'X->n-+-\  ) 

'■i( X)   = ; -^ » 
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et  il  en  résulte 

oO  )  H(x  —  01.1)  H(x  —  7..,). .  .  H(  X  —  a.,.,  +  i  ) 

'ç(~  T)  H(  J7  -^  a,  )  H(  .r  -H  a.>  I.  .  .  Hr^  -h  3c.2„^i  ) 

Or,  eu  faisant 
d'où 


./;  :=  a  -r-  iK', 


Djr  sinani  J7  = 


k  sin  a  m  a 
Da  sin  aina 


la  quantité 


/,-  sin-  ania 

1{(X  —  OLi)\i(x  —   %i).  .  .  Hi.X  —  ■^211-hl  ) 

H(a7-l-a,  j  H(.-c-t-  a2j..  .  H(x  ^  5'-2«-hi) 

deviendra  |)récisénient 

B(a  —  ajjBfrt  —  oc,)  . .  .  B( a  —  a.2,,^1) 
6(a-i-  oii)B(  a  ^r-  lio) .  .  .B(a  -h  ci-2n-^\  ) 

Elle  s'exprime  par  conséquent  comme  il  a  été  annoncé,  ayant  pour 
valeur  la  quantité 

I  ,./  '  \  _  /D„,  sin  am«\  /  i  \ 

Asinama      \  A'- sin-aina  '  \  /.sin-aina  /  \  A'-  sm-  sma  / 

'  r  /  I  \    ,  /  D«  sin  a  m  g  /  1  v 

Asinama      \X:2  sin- am  a/  Wisin-ania  /  \  A^  sin- ania  / 

qu'on   ramène,    en  multipliant  haut  et  bas   par  sin-""*"' am  a,   à  la 

forme 

sin  amaF(sin-ama  )  —  D,<  sin  a  ni  a  F"i  (  sin-ama) 
sin  a  m  a  F(  sin^  ama  ;  -+-  U^  sin  aina  Fj  (  sin^ama) 

F(j7)  et   F((^)   étant   comme  f{.r)elj\{x)  des  polynômes   de 
degrés  n  et  /?  —  i  en  x. 

On  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l'argument  y.-2u+i  par 


—  (a,  -r-  a.2-f-.  .  .-H  a2„), 
1  équation  suivante 

n(ai,  a)  H-  IK  ao,  «  )  -f-.  .  .-^  Il  (ao^,  a) 
=  nfai  -4-  3(2  -J-  . .  .  —  a,,,,  g  ) 

1  ,       sin  ani  «  F(  sin-am  i^r  )  —  D^  sin  ama  F,  (  sin- ani  a  ) 

_|_  _  IQO-        _ ; ; 

2  °  sin  ani  aF(  sin-ama)  -+-  D^  sin  ama  Fi(  sin-  ama) 
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c  esl  le  llléorciiK' lie  1  aildiliuii  des  arj;iiiueuls  .sous  la  lorine  Lroiivée 
par  Abel. 

D.  —  De  tliffcrentes  fonctions  aniilof^'ut's  à   ta  fonction 
de  troisième   espèce. 

l)"im1)orlaiites  (jupstions  de  niéeani([ue  eonduisent  souvent  à 
réduire  aux  tonctions  (-)  des  iiitéi;i"ales  semblables  à  la  fouotiou  de 
troisième  espèce  et  qui  sV  ramèueiil  par  (jiielque  subslilution 
simple;  aussi  Jacobi,  dans  son  mémorable  travail  sur  la  rotation 
des  corps,  a-t-il  jugé  nécessaire  de  donner  le  Tableau  suivant, 
qui  ollre  la  réunion  complète  de  ces  diverses  intéj;rales  ainsi  que 
leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus  simple  par  les  tonctions  (■). 


( 


A-sin  aiiia  cosauw/ Aani  asin-aiu  j"f/j^  'à' {a)        i         ^{x  —  a) 

I  —  /'- sin-aiii  1'/ sin- iiiiia;  0(a)       2      ^^(x-^a) 

'dix—  a) 


f"    X- siii  am  rt  cos  aiurt  cos- ain  .r  </.r  0,(a)        1  , 

/         -, : : =  .r  — ' log 

/       Aaina(i  —  A- sin-aina  «in'-ain j:)  0i(rt)        i 


0,(rt)        i      "^eix  —  a) 


/"'  tani;  aiii  a  A  aiii '/  A-aiii  ./•  (//•                 Il ,  i  (^/ 1  1  W(.r  —  a 

J          1  — A- siii- am  «  .-in- am.r                   Hilai  '.      ^^i.r-^n 

r'         \ama  cniAiwadx  \W  a  )         1,  0(.r  —  a) 

J       I  —  A- «in- ania  SHi- ainJT  li(rt)         j.  '   iô{x-~-a) 

sin  anirtcu.sam  r/ Aaiii  rt(/.r  H  («i 


5. 


f 


sin-aiiir?  —  sin-ani.r  ë(  « 


C   iin  ain  «  co.«  am  rt  A- ain./w/o.'  t),(// 

6.  /          : = TP  — 

./       Aanirtlsin-ain  a — sni-ani.r)  Bi  (  a 


0,  (  Il  ) 
) 


'  taii"  aiiia  Aaiii  <■/ cos-ain.rt/j-  \\\[(n        i 


r     taii^iaiiiaAa 
7  sin-arn  a 


sin-  ani  .r  M  >  (  rt  1 


—  -  lo 


/■  '  A  ain  r/ ccilaiii  rt -in- aiii.r  </./•  \\'^  a  )         1, 

8-         /      ^-, ^^i =  — •''u^ — -+-iog 

/  sin-aina  —  sin-aina'  \\(a)         x 


H(rt 

-l-.r) 

~  H  (  a 

—  X) 

\\ya 

—  ./■  ) 

^W^a 

—  -f) 

\\{  a  -+-  X  ) 

^  M(a 

—  X) 

II(a  -^-  .r) 

H  (  a 


11  nous  siillira  dObsci'xer.  pmir  <|ii  nii  |iui.->c  uiiiiKHlialement  les 
démonlrcr.  (pie  les  équations  i2,  3,  i  se  dt'duisenl  île  la  première 
en  y  clianf;eant  surressi\ cment  .r  et  (i  en 


.;•     r 


K,     a  -t-  K, 
K-h/k',     a-^K-i-tK', 
x-T-iM'i     a -H /K'. 
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Ces  (|iialre  équations  ainsi  obleniies,  on  eu  liie  les  quatre  sui- 
vantes par  le  clian^cnu'nl  de  x  en  ./•  -|-  iW  (  '  ). 


Des  fonctions  de  M.    Weierstrass. 

Il  a  été  déjà  remarqué  que  sinain.r,  cosatnj;,  i\ani.27,  pouvaient, 
pour  des  valeurs  de  ./■  moindres  que  l'unité,  élre  dé\eloppés  sui- 
vant les  puissances  de  cette  variable  en  séries  dont  les  eoetticients 
sont  des  fonctions  entières  et  à  coefficients  rationnels  de  k-.  11  en 
est  évidemment  de  même  de  sin-ama?,  de  la  fonction  de  seconde 
espèce 

Z(a7)  =:   /      k'^  <i'n\'- -àxw  X  dr , 
de  son  intéi^rale  /     7^(^x)dx  et  même  aussi  de  l'expression 

"-  u 

-/      Zin,/..- 

mais,  tandis  iju'à   l'égard   de   sin-amj?,  Z(.r)  et   /      7^{x)  dx   les 

développements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  de  la  variable 
dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité,  l'exponentielle 


-/:■'• 


(.»■)  d.i 


conduit  à  un  développement  convergent  dans  toute  l'étendue  des 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x.  Effectivement  l'équation 


^        e  (X) 


(')  Si   l'on   représente    par   /       F  {x)  dx  l'une  quelconque  des  liuit  formesdelu 
•-  I) 
fonction  de  Iroisiénie  espèce,   F  (x)  aura  pour  périodes  j  K  et  2jK',  et  les  ex[)res- 

sions  précédentes  s'obtiendront  iininédiutpment  à  l'aide  d'une  expression  géné- 
rale des  fonctions  douljjenient  périodi(|ues,  qui  sera  établie  à  la  (in  de  cette  Noie, 
savoir  : 

H'(j;  -:  j 


F  (  J7  )  =  C  +  i:  R 


H(x-:) 


les  quantités  C  désignant  les  racines  de  l'équation  ^- — -  =  o,  et  R  les  résidus  cor- 

F(x) 

respoiidants  de  V{x). 
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donne 

\\,  r^=  e  ~f'  ''  '  '""  =  e~  '■^'  ^^•^' . 

«(  o)  " 

Wiici  (lonc  nnr    propriéU'   hicii   di^nc  d  .itlciilion  de  la  loiiction 

0(.r)de  se    cliaiiiicr  par    1  iiilioductKMi  du  tacleiir  *'      ■    - — ^^   en 

^  ^1  H(  ()  ) 

inié  UDiivt'Ile  lonction  où  l  ariiuiiicnl  e^t    sorli   du   signe  rosinus  el 

où   ligure  directement  le  module  /.  -  à  la  |)la('e  des    périodes  et  de 

__  K 
la  transcendante  q  =^  e      ^.  Les  mêmes  clioses  auront  encore  lieu 
évidemment  à  lézard  de  ces  trois  autres  fonctions  : 


Il  en  résulte  qu'à  côté  des  développements  périodiques 
■i\\.x  1      i\qs\nT  —  2  \  </^  «■in  3,r -^  2  y  ^-*  sin  *  J" — 


■j.\\x 
rosam  


v/Â-    ■ 

- 

-ICJ 

CdS'i.r  -4- 

xq> 

COS. 

i-r 

— 

'i(/'''  cos6.r  -h. 

v/l 

o 

\1 

C<J 

,s^--> 

\  'I' 

*  C0  5 

3j--f- 

■i  V  <7" 

cos  5j- 

-H.  .  . 

1 

—  ■> 

'1 

C0S2  ■f 

—  2 

f/*  C< 

;»<  ' 

1  :'• 

—  2  7« 

cos63- 

—  .  .  . 

./r' 

^ 

■ICf 

co 

saa-  -)- 

iq* 

COsj 

.r 

-4- 

•iq'^  co< 

Sx  -I-. 

■>.  k  r 

A  iim   ...  .  /•  ' 

-  1  —  iq  cos  /. X  -t-  -2 </^  cos 4 .r  —  2 ^^ cos o.r  -H . .  . 

on  voit  s Oflrir  un  autre  mode  de  représentation  où  les  fonctions 
doublement  périodiques  sont  exprimées  par  des  quotients  de 
séries  rationnelles  en  ./■  et  /r-,  et  con\ergentes  quelles  que  soient 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deux  quantités.  Abel  avait 
entrevu  et  rapidement  indiqué  la  possibilité  de  ce  nouveau  mode 
d'expression  des  fonctions  elliptiques,  mais  c'est  à  M.  Weierstrass 
(|iie  revient  rii(»nn<'ur  d  a\oir  mis  dans  la  Science,  au  lieu  d  un 
simple  aperçu,  une  tliéorie  prolonde  qui  eontluit  directement  à 
ces  nouvelles  fonctions,  non  seulement  dans  le  cas  des  transcen- 
dantes elliptiques,  mais  pour  les  transcendantes  ahéliennes  à  un 
nombre  quelconque  de  \ariables.  \e  |toii\.int  exposer  ici  les  prin- 
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cipcs  dont  cet  illustre  géomètre  a  tiré  ces  grandes  et  belles  d('COu- 
vertes,  nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions  ellip- 
tiques, aux  indications  suivantes. 


I.  —  Définition  des  quatre  fonctions  i\.\{  x).  —  Equations 
différentielles. 

Afin  de  rattaclier  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre  fonc- 
tions (")(.x),  nous  poserons  : 

—  /      Z  (XI  d.v 

k\{x)  =  e  J» 

AI(a7), 


sin  anix  = 


Al(^-) 


\Ux), 
(A)  '   cosamrr=  -— r- — -, 


et,  par  suite, 


AU.r), 
A  a  m  :r  =  — — 

\1{X) 


(B)  /  «'"'    ^~'-    _ 

^  ^-  0(0)  Y  /.- 

Des  relations  (A)  résultent  en  premier  lieu  celles-ci  : 

AlHx),  =  AP{x)  —  Xli{x)i, 
Al2(.r)3  =  XV-{x)  —  Â^AIH-r),. 

Nous  déduirons  ensuite  des  égalités 

-  /     Z  (,.  )  ,1.1 
l(x)   =  e  <■' 0 


Al{x) 

\l(x)t 


—  =  sin  amx , 


Wtx) 

deux  équations   diilérenlielles,   en   prenant  d'abord   les    secondes 
II.  -  II.  i4 


■>io  OKI  vin: s   i)K   riivui. i:s    iikumiii:. 

tlrrivccs  do  log;irillinu'S  ilos  doux  lucinhrcs,  ce  (jui  dcinnoi'a 

r/Mo-AKa-)  ,,    .    ,  ,,  A  lU.r), 

; =  —  A-  sin-  am  .r  =  —  A-  — -— 

d.r-  Ar-(.r) 

Cl 

</"- IorAUj-)!       rf- loiTÂl  (.r  )       rf-los  sin  am.r        ,„    .    „ 
^-; T— ^ =  ,    , =  A- sinî  ani.r 


<y.r-  d.r-  d.r'-  sin^am^r 

tl  où,  à  cause  de  rcfjuatiou  |H'écédenle, 

d-^\o^\\{.r  1,  _  I  _        A 12  (a-) 

d.r-  sin- ani.7-  AI-(a")| 

Voici,    en    d('\elo|)|)aiil.     les    ('(jiialions    dilTérenlielles    cjui    en 
résidlenl  : 

1  d^AUx)      rd\wr)y- ^ 

i-^^^'-^^—d^^ — [-z^J -^^'-'^^    ="• 

On   aurait  d'une    manière  analogue,   ou  comme  cpnséquencc  des 
relations  algébriques. 

Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiatement 
des  équations  de  définition  : 

d  sin  am.r 

=       cos  a  m  .7-  A  a  m  ./•. 


dx 
d  eus  ain  .r 

dx 
d  \  am.r 
dx 


=  —  >iM  am  ./•  A  ani.7', 
=  —  A-  sin  aiii  .;•  cos  am 


et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes  ahéliennes 
les  plus  générales,  peuvent  alors,  par  une  nouvelle  méthode,  con- 
duire aux  fonctions  B,  ou  servir  à  démontrer  directement  qu'elles 
définissent  des  fonctions  développables  suivant  h^s  puissances 
de  la  \arial)lc   en   séries    iiidéfiniment    convergentes,    c\    dont    les 
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coefficients  sonl  df>  foucllons  cnllères  de  /,-  à  cocnicicnls  ra- 
tionnels. Toutefois,  pour  ('H'ectiier  les  développements,  ou  su  il 
une  \()i('  (li(V('roiilo  cl  plus  siiiipic  dont  \oici  le  |)rinci|)e. 


II.  —  /'qiiationx  aux  différentielles  part lellex.  —  Formules 
de  développement. 

Une  analyse  un  jieii  trop  longue  jiour  que  nous  ))uissions  la 
l'apporter  ici  a  conduit  JM.  V\  eierstrass  à  ces  écjualions  lincaires 
aux  didV'rences  j)artielles,  sa\oir  : 


d-^X\(.r)  d\\(.r)  .,  ^AI(ri)         .      ,  ^.^     ^ 

1—, —    ^-ik-x- -h-i/ck-  j-~-   -^  k-x-Xl(x)  =  o, 

\d'-\\(T)^  ,,     rfAU.r),  ,,.dk\{x)i       ,,,^        ,,    „^   ^  . 

i^2Al(:r),  ,     d\\(x),  .,  f/Al(.r),        ,  ,,    ,      .,^     ^ 

dx-^        +.A-^— ^^^— +.U-^--^^^  +  (i  +  A-^^2)  Al(:r),  :=o, 

Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux  d(''velop- 
pements  en  séries,  et  l'on  en  lire  les  formules  suivantes.  Soit,  en- 
désignant  le  produit    i  .  2  .  3  . . .  /i  par  11  !, 

X*  X^  ylin 

\\(x)  =  1  -  A.,  ^+A;j^-... +  (-()'«-!  A„,~—^...(i). 


x- 

2T    •    -  4 


k\{x).,=  I  _  G, -.:  +  G. -j^  _..._^  (_,),«     G, 


(  -i  m  )  ! 

.772 /«H- 1 

(  i  m  -\-  1 

)! 

j.lin 

(■im)\ 

X-'" 

■>■  !  -I  1  (  1  m  )  ! 


(')    Le    terme  en  x-  mariciiie    dans    ce    (Jéveloppemcnt,    comme  un    le    voit   a 

prinr  |)ai7   I  expression  e  '   n  où    ia    série   en    exposant    coniiiience    par   un 

lerme  en  xK 


11/.  (*:i\iii:>    i)i:    tiiAUi.i;s    iikhmiii:. 

(.111  aiii'ii 

A..  =-../.-2. 

A3  =S(7.2-f-A-), 

Ai  =  ■)-2(/.2-i-/>«)-hG8/.S 

A5  =  1  f.S ( A'-  -i-  A-8 )  4-  480 (  /> '•  -f-  /. « ), 

As  =  Oi •.>(/.■ -^4-  /.-"«)  -4-  3ooSr/.<  -H  A»)  -+-  54oo/.«, 

A;  =  -^ 04 8 (  A2  -^  A ' 2 )  T-  1 7 408 ( /.'•  4-  A-' " )  -)-  49  3C8  ( ÂrC  h-  /. «  ), 

As  =  8  i9>.(  /.-î-f-  /•*)  -H  95?,32  (/>^  -f-  A'^)  -+-  39559.0  (A-fi  ^  /.'<>)  -+-  003  3;^  A* 

A,.  =  3i768('/-i+  A-iG)  -I-  4997i-2(/.--i-  A'*)  +  2853888( /.s  -+-  /.'^  ) 

-+- J668o96(A-8-f-A'»), 
Aio=  i3i  o7>.(/>-^M-A-'8)  -f-  •2  539  52o(A-*-!-  /.-•«)  -+-  i90976oo( /.« -1-  Â'^) 

-}-38i53  798(/.s+ A>2)  -i- 42090784  A'o. 


15 1 

= 

I  -  /,  2 

IJo 

= 

1  -K  A- 

+  4 /'S 

r>. 

= 

I  —  A:« 

-;-9(A2 

-^/^'h 

Bi 

= 

1  +  A8 

-4-i6(A^ 

+  A«)- 

-GA-S 

Bô 

= 

i-+-A«« 

-H  25 (A' 

+  A8)- 

-494(/^-^ 

Bg 

= 

i+A-'2 

+  36(A-' 

-+-A10)- 

-578i( 

B: 

= 

l-4-Al^ 

^\ij(/. 

+  A'2)- 

—  5 ) 173 

B» 

= 

i+Ai« 

-i-64(A- 

-4-Ali)- 

—  50289 

Ba 


B,o  = 


+  A-8)  —  12  18',  AS 
*  -t-  A'« )  —  1 79 6o5 (  A« -T-  A» ). 
5o2 892 (  A'*  ■+-  A' 2  )  —  2 279 488 (A'' -h  A '»  ) 
—  3  547  930  A**, 
,  -+-/,■! 8^_  Si  (A2h-  A-16)  —  4  537  5oo(Ai  -+-  A'^j  —  27198  588(  A^-^  A'-^  1 

—  59331498(7.8-1-  A'"), 
,  4-  A-îo,^  100 (  A2  -i-  ,'.18  )  —  40 S5() 7  1 5 (  A* -f-  A> «  ) 
—  3i  38oo8o(A-'5-T-  A'*;  —  90901 5 27o(  A8-h  A'^  )  —  1  '27S  53o856A'", 


C,  =  I, 

C,  =1-1-  2  A 2, 

C3  =1  u_6A2+8AS 

Cl  =  n-  12A2-1-  60A-+  32  AG, 

C5  =  n-  2oA-2  +  348  k'*  -H  448  A«  -f-  128  A8, 

Co  =  I  -h  3o  A2  H-  2 372 /à  -h  4  Goo  A'6  -4-  2  880  A»  -h  5 1 2  A' », 

C7  =  I-+-  42A2-i-  i9  3o8Ai  -f-  5i8i6A«+  45024  A8-+-  iG896Ai»-i-  2o48A'i 

Cg  =  I  -t-  56  A2  -f- 1 69 320  Ai  -(-  62S 0G4  A6  -I-  757  2G4  A8 -i-  370 944  Ai« 

+  93i8îA'2-i-8i92AiS 
€9=1-:-  72  A-  -f-  I  5 1 5  368 /. '* ■+-  7 594  092 /."^  -f-  1 2 998 928  A* 

—  9  100288  A'o  + 2725  888A»2-|- 491  52oA:»i-4-32  768A-'«, 
C,,j=i-i-9o/.2-hi3623  48oAi-h89  348o8oA«-4-2iio64  4ooA8 

-!- 21 9361  824 A'o-i-  ioo242944/i'--T- I  8450432 A'* 

-i-  2  5o6752A'«-f-  i3i  072A'8, 
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el 

D,  =  />S 

D.,  =  îAi^A*, 

Di  =  3>.  k'-  -f-  Go  A'*  -4-  I  •>,  />  G  -f-  A-8, 

Dj  =  ( v.S /.-^  +  4  i 8 A-  -4-  348 Â-6  -f-  'io A-8  -f-  A '0, 

Dtf  =  ji-.'.A-^-t-'2  88o/i-+-4GooAG -4-2372/8+30 /.lo -H /.'^ 

D7  =  2o48A2_^  i6  896A''-i-  45024/.-G-I-  5i  816/1»-+-  19 3o8A-">  -+-  ii/^i^-  -+-  A'i, 

D»  =  8  i()2A-2  -4-  93  \8^/c*  -+-  370944  /.«-T-  737264/-8-f-  6280G4  A'o 

-4-  169320A-12  _f-  36/.1*  -^  A'«. 
D9  =  32  7f)8  /.-^  +  49 1  520  A-i  -;-  -z  ->/j  888  /.''  h-  9  100 788  A» 

+  12998 928 A-io  -V-  7594  :)92A>2-L-  I  5i5368/.ii  -4-  72A'6-f-  A'», 
Dio=  i3i  072A- -i- 2506752  A* -)-  i845o432/>:*' -H- 100242944  A'8 

-f-  219861  824 A-'»  -H  2 1  1064 400 A' 2 H-  89 348 080  Al* 
-+-  13623480 A-16  -t-  9oA'8^-  A-20, 


Mais  les  équations  aux.  dilTéreiices  parlielles  ne  servenl  pas  seu- 
lement à  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons  de  rapporter  les  résul- 
tats d'après  M.  Weierstrass,  elles  donnent  encore,  par  exeni|)le, 
une  démonstration  facile  des  équations  suivantes,  qui  se  ra[)- 
porlent  à  la  transformation  du  premier  ordre,  savoir  : 

Al  Ux,  j\  =  \[{x,/c), 


Al  (/.-T-,  T  )  =  AAK^,  A)i, 

Al  (kx,^)=\\(x,  Aj„ 

Ai(aj-,  ]-^  =Al(:r,  A.,).,, 
\         ''  /  3 

.*■*- 
Alu'r,  A')  =  e-  Ali^r,  A)2, 

j  \l(ix,/:')i=^ie~\lix,  A)i, 

j  \l(ix,  A')2=  e^  Al(:r,  A), 

\  \](ix,k')3=:  e~ A\(x,  A)3. 

INous   remarquerons   enfin   qu'en    passant    ainsi    des    fonctions 
B(a:)  à  Al(x')  ipii  itnl  perdu    tout  caractère  périodiipic.   les   tpio- 
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.\\(.r)y      AK.r),     AI(.r).,  -  i        i       i       i  i 

tienls  -r-, >    -.— i -f    ■  , ,    ;    se  IroiiNtMil    |)()ss('der  la  doiihlc   pc- 

Al(.r)      Al(j-;      AI(a:)  '  ' 

riodlc'itt'  en  vertu  des  relations  suivantes,  (•onsi-tiucnci'  iiimH'diale 

des  é([uations  (B),  en  se  rappelant  qu'on  a 

Z  =  i       <'t        KJ'  -  K'J  =  -, 

K  2 

savoir  : 

A  1  (^  ./■ -f- •;>  K  )    =-+-AI(:rj   g-^J'-'+K', 

'  Al(.r  -^iK)i  =:  — Al(a:),  e-^Ji'+K', 
j  Al(.r4-9.K).2  =  — Al(r)2e-2J(-'+'i', 
'  Al(r-i-9.K),j  =-f- Al(r):,  e-2-"'+K\ 


et 


Al(j-+-  liK')  =—\\(x)  e-2'i'«+/Ki^ 
Al(a--f-2nv'),  =  — Ai(x)i  e-2'-i«'+'K\ 
Al(:r  +  2tK';2  = -+- AIC^),  e-2'''''"+''i'', 
A  1(3-  4-  i/K').,  =  -1-  Al(.r)3  (;-^'-''''+'K'>. 


Développements  des  fonctions  elliptiques   en  séries  simples 
de  sinus  et  de  cosinus. 

\oicl  un  nou\eau  mode  d'exj)resslon  analytitpie  qui  se  dislinj;iic 
essentiellement  de  celui  que  nous  \enons  d  étudier,  en  ce  que  la 
variable  est  assujettie  à  rester  entre  certaines  limites  déterminées, 
de  sorte  que,  ces  limites  changeant,  la  forme  du  développement 
doit  changer  également.  Toutefois,  comme  il  suffit,  pour  embras- 
ser toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  l'argument,  d'un 
nombre  limité  de  développements  et  que,  dans  chaque  intervalle 
d'ailleurs,  le  développement  convenable  subsiste  quelles  que  soient 
les  périodes  ou  le  module,  on  peut  présumer  (pie  l'élude  de  ce  mode 
d'expression  ouvrira  également  la  \oie  pour  parvenir  aux  pro- 
priétés fondamentales  des  nouvelles  transcendantes.  C'est,  en 
elTel,  ce  qui  a  lieu,  et  l'on  verra  même  ainsi  s'ollrir  naturelleuicnt 
la  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  toute  fonction  double- 
ment périodi(jue  uniforme,  c'est-à-dire  la  proposition  de  ^I.  Liou- 
\  illc  énoncée  page  laç^etrpion  d(''iii()ulrcra  ci-aïuès.  Mais,  à  un 
autre  point  de  Mie  et  par  le  seul  fait  des  identités  entre  les  séries 
et  les  rpiotienls  de  séries,  on  se  trouve  amené  aux  propriétés  des 
noMibro  lo    plus  ea<'l»(''cs  et  les  plus   impoil  iiilt>,  pioprK'lf's  dunl 
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rinlért'l  s'augmente  même  j)ar  le  lien  si  imprévu  qui  les  rallache 
aux  transcendantes  de  l'Analyse.  Nous  nous  bornons  ici  à  cette 
indication,  ne  pouvant  entrer  dans  cette  partie  fort  étendue  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qui  est  liée  étroitement  aux 
belles  recherches  ([ue  la  Science  doit  à  M.  Liouville  sur  les  fonc- 
tions numéri([iies. 

I.  —  Première  méthode. 

C'est  celle  qu'indique  naturellement  l'équation  (') 

fc>  f       _       )  =  A(l  —  r>.q  CCS 237  ---  q-)  (l  —  iq^  005  2  07  -I-  q'^  ) 
X  (1  —  iq^  ces 2 a:  -I-  ^ '";... . 

En  partant  en  effet  du  développement  connu 

il/                                  o                                ,  cos.fa" 
iog(  I  —  iq  COS2J7  -~  qi  )  ^=  q  cosaa;  -^  q^  ^— 

cos6.r  ,  cos8a7 


on  aura 


-  lugfc>  I      _      I  =  COnSl.  —  €05207  (^    -i- ^•'    -r- 7'    -f- .  . .  ; 

COS407  , 


2 

cosGo" 
3 

CI  )  5  8,7- 

i 


(  q^  -\-  q'^    -^  <^  ' '^  -i-  .  .  .  I 


^,      K.r\                             r/cnsA.r         q-cofiaX 
loi:  e =  const.  —  ^ -^ V 


ou  bi 


I  —  q-         2(  I  —  q* ) 
q^  cos(\t         q*  co^St 

3(1  — </«)        4^1  —  ^") 

On  en  conclut  les  dé\eloppenients  des  tondions  de  deuxième  et 
(  '  )  Voyez  p.  i'|i. 


•^rO  OEUVRES    DK    ClIAUl.  ES     II  EU  MITE. 

tic  Iroisiriue  fspôcc,  d'après  les  rclalioiis 

\\(j\  a)  =  X  -— — -  H —  loi; -) 

Zlx\-lx       ^■*'^-^^ 

c'esl-à-dirc  1('>  lormiilcs  siiivaiiles  : 

,/>.Ka 

/■)  K  }■       ■>  k  ^/  \  ■)  K  .77  \ 

il 


</ cos"2(37 -f- «)        <7- cos4  (a' -+-  rt  ) 

i  —  q-  2(1  —  7*) 

<7COSJi(a?  —  rt)         q-co?,'\{x  —  a) 


,  /  2  K  r/  \ 
.K.r  "  (  — ) 

.     e(l^) 

2(1-7!)         '         3(1  — 7«)        '  ■■■] 

/cjs'inia^        q-s\n^.v        q^  s\n6x  \ 

\   \  —  q-^  l  —  q*     "^      I  — 7«  ■■ '/■ 

En  dillcrenlianl  par  rapport  à  x  Vd  dcniicre,  un  oblienl  encore 

^K-        /q  C0&9..T        iq'^cos/ix        3q^co^i]x  \ 

•2-2       \  i  —  q-  i—q*     "^      1  — 7»^       ■•••y- 


r7sin2asiii2^       7- siii  i  «  s'n  4~f'  7^  siiiGa  siuGj^ 

_  2     i h  ^ '  

et 

K       /2Ka7\_ÇK2           y'7  sina^î'        7- sin  4''  7^  sinGa: 


/i^K-    .            2Ka7        ZK-       /q  C0&9..T        iq'^  co?,/'\X        3q^coii(}X 
sin-am —   '  '  '- 


Mais  c'est  à  sinama;,  eosamcr,  Aainx"  qu'il  s'aj^it  de  parvenir,  et 
le  même  procédé  s'appliquerait,  s'il  était  possible  de  les  considérer 
comme  les  dérivées  logarillimi(|ues  de  fondions  décomposablcs  en 
facteurs  ainsi  que  0(x).  Or,  on  a,  en  cHet, 

,    .                   dlo"(àamx  —  /icosama?) 
Asm  a  m  3"=  


?7.  eus  ani^  = 
/A  aiiij^'  = 


dx 
d\o'^{  A  amx  ■+-  ik  sin  i\mx) 

dx 
d  li)^  (  eus  aiiia^  -\-  i  sin  am  j) 


lllliOUIL     DJJS     KO.NCT  IONS     K  I,  I,  I  I' ï  I  Q  L  E  S  .  9,17 

Cl  les  (|iuinlilcs  sous  le  sij^iic  lo|^iiiilliiiii(iiic  s'exprimenl  comme  il 
suit  : 

A  ani k  cos  am  — - — 

(i  —  2  \/q  cosT  ~h  rj)(i  —  i  \J  q^  cos  a"  H-  ^^  )(i  —  2  y/*/*  cos  a;  -^  cf") .. . 
(1-1-2  \Jq  cosa;  -f-  </r )  (  r  -1-  2  yj cp^  cos:f  -i-  ^*)  (i  -f-  2  y/^*  cosa:  -i-  <7*). . . 

■2  K  5"        ...  2  K  .r 

A  am  — 1-  ik  sin  ani  

_  (  I  —  2  \/ —  ry  sin  a-  —  </)(  1  —  >.  \J —  r/  *  sin  a-  —  <7*)(  1  —  <  \/ —  q'"s\\\x  —  7  j) . . . 
(1-1-2/ — ^ sin 07 —  ^)(n-2\/ — «/^sina?  —  g3)(i-i-2\/ — q^'^xwx  —  g^)  . . . 
•iV^x        .   .  i)s.x 


cos  am 


_  e2/.f  (  I  _  ^  e-2/.r  )  ( ,  _  ^3  e2/u^'  j  (  i  — .  q^  e-2/x  ) .  . .  _ 
~       (1— 5'e2'-^)(i  —  ^3e-2'-t)  ([  —  q^e-i-^)...      ' 

de  sorle  qu'un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  été   fait  j)récé- 
(Icinment  conduit  aux  formules  suivantes  : 

kVi.    .  iKx        i/'/ sin.r        i/f/^sinoa:        \/q'^%\n^x 

sni  am  =  — 1 h   —^ : 1-  .  .  . , 

1-K  -  1  —  q  I  —  q^  I  —  ^* 

/:K  iKx        \/c/cosx        \/g-^  cosox       Jq'^  co?,5x 

cos  am =  -^ h  -î-^ i 7—  -)-..., 

2-  T.  1  +  7  i^q^  i-T-q" 

K  :>\\r        I        et  co?' IX        r/'-cosîa'        rt-' cosGa; 

—    A  a  m    =  -  -H  i 1-  ^ ^  -t-  ^^ — ■  -h .  .  . . 

2-  -  4  i-r-q-  i-\-q*  1 -+- (/'' 

Ouant  aux  expressions  des  quantités 

A  ama^  —  A"  cos  am  x, 
A  a  m  a-  -!-  fT:  sin  am  a*, 
cos  ania:  -r-  i  sin  ama;, 

dont  nous  venons  de  nous  servir,  nous  nous  bornerons  à  étabbr 
l'une  d'elles,  la  même  méthode  s'appliquant  aux  autres,  et  c'est  la 
drCrnière  que  nous  choisirons,  les  précédentes  se  trouvant  dans  les 
Fundamenta,  car  elles  se  tirent  de  l'équation  (5),  page  8(),  en  y 
changeant  pour  la  première  x  en  —  —  x  et  pour  la  seconde  <7  en  —  q. 
A  cet  effet,  soit  pour  un  instant,  comme  paye  i4t), 

■^(x)  =  i—  e  '^  ; 


.». i8  (*:i  vni:s   di:   ciiaui.ks  iikumiik 

l'expression  (|ii  il  s  ;ii;il  de  (Iriiioulrci'  ('•i;ale  ;"i 

ci>s  aiii.r  4-  /  sin  aiii./' 
|)rt'iuli;i  (('II»'  loi'ilU" 

e-'*  <p( —  X  -^  i K' )  o ( CP  -+-  '.i ili' )  <f( —  a?  -t-  5/ K'). . . 
(2(.r-(-  ?'K')  «( — .r-h  3tK')(p(ir  -+-  5tK'). .  . 

(Tm'i  Ton  \(til  (juOii  la  ramt'nera  déjà  à  avoir  i')(x)  pour  dciiuiiii- 
nateur  eu  imihiplianl  les  deux  lernies  par 

A cp (  —  .r  --  / K' )  C2 (.r  +  3 / K' )  G (  —  x  -h  JiK' ). . ., 

\  désiynanl  une  eonsLanle.  Faisons  donc 

/•:r.r 
'i>(x)  —  Xe-^  o^{~x  -+-  i.K')o-(.r  -f-  ']iK')o-(—  x  -i-  5i\\' ) 

on  :iura  ('\  idcninienl 

^  (  X  -h  9,K)  =  —  *  (a^  ), 

el,  en  second  lien. 

Or  on  salisfail  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  foncLions  en- 
tières aux  deux  conditions 

)  .     ,  rT-l.r4-2/ki 

{  'P(x -h  ^iK)  =  <P(x)e      '*  , 

en  prenant 

<l'(:r)  =  011(0-)  -4-  CiII,(.r), 

de  sorte  qu'on  peut  j)oser 


„  2K 


tp( —  X  -^  jK')  (p(a7  -+-  3tK')  cp(  —  37  -+-  5iK') 


cp  (  37  -H  t  K'  )  (p  (  —  .r  -f-  3  «  K'  )  <y  (  37  -H  ■)  t  K'  ) .  . 
CH(a7)  +  G,H;(3-) 


id(x) 


=  A  cos  ama-  -i-  f  B  siri  ama*, 


en  désignant  par  A  et  B  des  constantes,  qu'on  déterminera  par 
une  liv|)otlièse  j)arliculière.  Soit  par  exemple  ^  =^  o  et  .r  =  K,  on 
olilicndra  immédiatement  A=i,  B  =_:  i ,  ce  qui  démontre  notre 
formule. 


1 
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A  celle  ocr;isi()ii,  je  remarquerai  (jue  la  inanièii;  la  plus  yéïK-- 
lale  (le  salisfaii'c  par  des  fonclions  eiilièi'es  aux  eondilions 

,    <I'(.r-H  ',K)     =  '!'(>■), 

1  .  71—  ir  +  !t  iK  ) 

(   <!> ( T  -f-  4  :  K  )  =  <|J (t)  e      ^  , 

(|ui  eompreniu'ul  les  précédentes,  est  de  prendre  avec  quatre  con- 
slanles  arbitraires 

^(x)  =  Ae(x)  +  BH(x)-+-  CSiix)-}-  DHi(rr). 

Cette  expression  qu'on  voit  it  priori  être  solution,  par  les  rela- 
tions de  la  page  i  ;m  ,  est  eiï'ectivemenl  la  [)lus  générale;  car,  en 
supposant 


ou   j)iulot 


III-     III I  71 


la  seconde  de  ces  conditions  conduira  à  |)oser 

ce  (pii  ne   laisse  bien  subsister  que  quatre  constantes  arbitraires 
<lans  l'expression  de  (b(x). 

H.  —  Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  q. 

Ces  développements  se  sont  ofïerts  d'eux-mêmes  dans  ce  qui 
j)récède  ;  ainsi,  avant  d'eUecluer  la  sommation  des  progressions 
géométriques,  a-t-on  obtenu  par  exemple  : 

A-K    .  •2K.77  .  ,-   , 

——•  SI  11  a  m  =        siii.r     ^  ([    {\  -\- q   -^  q-  -\- .  .  .) 

-^ûn'lx'/q-^ix-^q'^^q''  -H...) 
-\-  sin5j7  y/r/''  (  i  -(-  7»  -i-  7'"-^.  .  .) 


=        ûwx      7    \/q'i"'+^ 
-H  si  II  3,r  2,  v/^-*^-"'"^" 
-+-  sin5.r   >   ^(j-iytin+i) 


9.10  (H-;i  viii;s   i)i;   ciivuiics    mkumiii;. 

t»ii  bien,  sous  hi  loniu'  d  une  soiuuic  diiultlc, 

A  l\  »  K  .r        v^  / 

SI  11  a  m  =    >    siii(>.  iji-t-  i)»A/^-!J--^'''-"'-*-". 

Faisc^ns  donc 

{9  [x  -h  \)  ( ■>. nt  -\-  \)  =  M. 

M  reprcsenlera  lous  les  nombres  impairs,  cl  le  coellicieul  d  un 
terme  quelconque  ^c/^',  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toulcs  les 
(juanlltés  sin(2{ji.-l-  i);r,  où  2|jl+  i  est  un  di\  iseur  de  M.  Et,  comme 
tout  diviseur  d'un  nombre  impair  est  lui-même  impair,  on  pourra 
écrire  plus  simplement,  en  désignant  par  u  un  diviseur  de  M, 

AK    .  ■>. K.r       v'    ,— rj  v'    . 

I)  une  manière  toute  semblable  ou  obtiendra 

M  —  1  u.  —  1 


AK  .îKa" 

cosam  =    y  (—1)    -     i/fy"    7  ( — 1)   -     cos  ;i..r. 


■i^=2<-'~>'^2<- 


A  l'égard  de  Aam^,  si  I  on  di-sinne  [)ar  N  =  :i"'.M  un  nombre  enlier 
(juelconque,  2''  étant  la  puissance  la  plus  élevée  Au  lacleur  2  (piil 
contienne,  de  sorte  (jue  M  soit  impair,  on  aura 


l\  i  K  .r        1 

—  A  a  ni    = 

■27:  -  4 


M-l  [I.-I 

■  V  (—  I)^^7^' V  (—  l)~l~  cos '2^+1  |JLJ-, 


OÙ  'ji.  représente  comme  précédemment  tout  di\  iseur  du  nombre 
impair  M.  11  est  impc^ssiblc  de  ne  j)as  être  ria|ip(''  (\\i  earaelèic 
aril liinélKjue  de  ces  expressions 

\^  siii  [j..r, 

[i.  — 1 
2(—  ')    -     cns.ux, 

a  1 
^( — 1;    -     cos'i"''+' |i.j"; 

elles  onVeiil  un  exemple  des  fonctions  numérir/tffs  (|ui  ont  i'[r  le 
sujet  des  belles  rcclierclies  de  M.  Liou\illc,  et  la  manière  simple 
dont  elles  sont  amenées  par  la  tbéorie  des  lonclions  elliplifpics  peut 
aisf'menl  laire  pi('>uiiier  le  rède  de  celle  lliéorie  dans  réliide  des 
proj»ii('l('.-  de>  nombres. 
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ill.  —    W'rijtcation  des  équations  iliJférenticJ les  fondamentales. 

Désignons  par  m  ri  /;/  tous  les  nombres  impairs  positifs  eL  né- 
t;alifs,  par  la  leltrc  //  lous  les  nombres  entiers  pairs  cl  impairs;  en 
posant 

^  ^  y  y/^  e"'i^ 

'     =      ,        ■ ; —  J 


"•='S 


l  ^  q'" 
q"  e2"'> 
x^q'"  ' 


on  aura 


ik  K    .  i\s.x 

siii  am  =  u, 

/i  K  1  \\T 

—  ces  a  m •  =  \  , 


K  l\\.T 

-    A  OUI    =  ^\ 


Cela  |)os('',  aux  ('cpialions 
d  sin  a  m  r 

d  c<)«  a  m  T 


d.r 
d  A  atiKT 


dx 
corresiiondenl  celles-ci 


=  cos  a  111 X  A  a  m  x^ 
=  —  ?in  aiu.r  A  aiii.r, 
=  —  /.-  sin  ani.r  cos  aiii.7", 


r/U  .,„,  d\  .„.,.  (AV  .,.,, 

-—  :=z  2/  \  W  ,  -^  =  2/  W  L,  -;—  =  2/  LV, 

dx  dx  dx 


(pie  nons  nons  proposons  de  vérifier. 
Considérons  pour  cela  les  produits 


~"  2u  ([-^g"»')(i-!-g'2«)  ' 

-f7-4-2ra 

wu  =  y  -^^ — ^ — — , 

^  (1  —  fy"')(i-H5'2«j 

;/7-4-/h' 

r- % ^' 

.«^  (\  —  q"'){\  —  q'"  ) 


•ii:>  (*:i  vincs   ni:   cii,\ni. i:s   iiicn.M  itl:. 

el  observons  (juOn  a  idenliijiu'iiu'nl 


/;)  J-  2  « 


(n- </'"')  (i-t- 7-'')        I  —  <7"''+2«  \i-4-<7"''        i-\-(j-") 


ni-*-2n  in  +  •>  n 


(t —  </'")  Cl -i- ^2")        I -H<7"'+-"  \i  — <7"'         1—7-", 


ni-^-tn  m -i- lit 


q      -  _       <1      -  /         '  7' 


(  I  —  ^"')^i -(-«jf'"')        i-^- <7"'-*-'"'  \i  —  7'"        1—7'"' 

En  posant 

/n  -I-  2«  =  M, 

/n'  -f-  2«  =  M', 

m  -;-/»'  =  ^.N, 

Je  sorte  que  M  et  M'  soient  des  nombres   impairs,  cl  N  un  entier 
quelconque,  on  pourra  écrire  : 

^      1-^7"      V 1  —  q'"  I  —  q^^-"'J  ' 

uv  =v  T^i^"  / î 7-^-'"  y 

.^.d    1  -^  7"-^      V I  —  q'"  I  -}-  q-^-"'j 

LiCS  expressions  étant  comparées  respectivement  a  j- ■>—[—■' 
-T— 1  on  reconnaît  qu  il  suffit  pour  démontrer  les  relations  dilTé- 
rentielles  d'établir  tpi'on  a,  en  suj)j)rimant  les  accents  : 

j^  \\  -i-  q'"         14-  <7 >'-'"/ 

M  =  .yf_j ^j^\ 

N=  y/ ^ £!l;^). 

Le  procédé  à  suivre  pour  cela  étant  le  même  dans  les  trois  équa- 
tions, nous  considérerons,  pour  fixer  les  idées,  la  première,  dis- 
tinguons, à  cet  elTet.  les  valeurs  positives  des  xaleui's  néi;ali\es  ilu 
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nomhre  /// ;  les  prciiiit-res  conduisent  à  l'expression 

2/_J y"""     \ 

qu'en  supposant  M  positif,  nous  éerirons 

^  \l  —  </'"-"  ~    I  —  q 

d  après  les  identités 

I         _  q"' 


i-T-q'"  l-hq"^ 


1  -^q^-'"  I-;-  ^"'->'' 

les  secondes,  en  mettant  — m  à  la  place  de  m,  à  celle-ci  : 

-^  /      q'"  r/^l+i» 


de  sorte  qu  il  reste  la  quantité  siii\ante  : 


V_^ 


M    '  2u  i 


Mais,  à  partir  de  /;i  =  2M-^i,  tous  les  termes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  contraires  et  dispa- 
raissent. Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu  une  série  finie 

7/1  =  2  M  —  I 

,m— M 


27^ 


que     nous    décomposerons   comme    il    suit,    en   isolant   le    lirme 
moyen,  savoir  : 


m  =  2M-I 


l  -^  qi'i-'Si 


Or,   en  remplaçant  — rr  anr  '-^, —  1    la  lacinière  somme 

'  '  I  -T-  <^"'->I         1  I  -^  qS\-in  I 

est 

II  I 

I  -r-  ^-  I  -i-  </•  •••  ,  ^_  ^M     1 


^M 


(«Cl  vil  i:  s   ni:   i  ii\m.i:s   iikumiti;. 


ri  CCS  divers  l<M'nics.  rcsj)cch\  cmciil  njoiilcs  à  ceux  de  la  seconde, 
sa\oir  : 


I  -f-  </■-        I  -I-  <7^ 


I  ^  «7»' 


donncronl  aillant  de  fois  Tunilé  (juil  y  a  de  lermcs,    c'csl-à-dirc 

M  —  !..  <  I         1         1  ■■  '  ■  1  1 

;  joignant  a   cela   la  tiaclion  -   (lui    eorres|>on(l  an   ternie  du 

milieu,  il  vient  en  {^'lliiilive 

i        M  —  [        Î\I 


?. 


ce  qui  est  bien  le  résultai  auquel  il  fallail  parvenir.  Enlin,  si  Ton 
siip|DOse  M  négatif,  on  observera  que  l'expression  que  nous  avons 
considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 


En  eflet,  si  l'on  met  dans  le  premier  membre  m  +  AI  au  lieu  de  «?, 
on  obtiendra  identicpiement  le  terme  général  de  la  série  du  second 
membre. 

Après  avoir  ainsi  montré  par  un  cxeniiilc  iiii|torlant  de  fpielle 
manière  les  nouveaux  dévelopjiements  j)eu\ent,  comme  ceux  qui 
ont  servi  de  base  à  la  théorie,  conduire  aux  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  présenter  à  un  ])oint 
de  vue  plus  général  la  comparaison  entre  les  deux  modes  d'expres- 
sions, en  donnant  sous  forme  de  série  périodi(pie  simple  une  fonc- 
tion uniforme  quelconque  à  double  période. 


l\ .  —  Dci'eloppemcnl   en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'une  fonction   doublement   périodicjue. 


Nommons  F(;)  la  fonction  proposée,  a  et  b  ses  périodes;  voici 
en  premier  lieu  comment  nous  délinirons  les  limites  de  la  variable, 
entre  lestpielles  sera  successivement  re|)résenlée  cette  fonction, 
par  un  dévelopjiement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  (pii  mettra 
en  évidence,  par  exem|)le.    la    p('riode  a.  Observons,  à  cet  ellet, 

que  l'expression 

:;  =  lit  ~-  bu, 
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m  supjiosanl  réels  /  cl  11.  peut  reprc'scul*!-  loiitc  (|ii;inlil('  iin;ij;i- 
iiaire,  ol  <|iie,  sil  s";it;il  d  ()l)lciiir  loiilcs  les  valcm-s  que  peut 
|tren(lre  !'(;),  il  suffira,  eu  (■•^ard  ;i  la  douhle  périodieilé,  d'attri- 
iuier  à  /  el  ;/  toutes  les  valeurs  réelles  eoMi|)rises  enlre  zéro  el 
riiiiili;.    Nous  appiicpicions  rcHe  rcmaiMpic   au\  racines  de  ii'qua- 

lion  ——-  =  0  dont  dcpcndcnt   les  liiinlalions  ([iic   nous  a\ons  en 

\ue,  et  en  suivant  l'ordre  croissant  depuis  zéro  à  l'unité  des  valeurs 
de  «,  nous  les  désignerons  par  ^i,  wo,  .  .  .,  v<,  de  sorte  que  "Ci  cor- 
responde à  a  =  Ui.  Cela  posé,  soit  u,  une  quantité  comprise  entre  «/ 
et  ///_,.(  ('),  les  limites  exclues,  Texpression 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  l,  et  donnera 
lieu  par  suite  au  développement 

convergent  quelle  que  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si  les 
quantités  w/ sont  en  nombre  égal  à  p.,  l'ensemble  des  [j.  séries  sui- 
vantes : 

y A)2)  e2/«/7r/, 


représentera  F(;)  pour 


^^f;  c^-x'irJ ^ 


at  -i-  bu. 


t   étant    quelconque,    a    moindre    que   liinili'.   mais    toutefois  en 
excluant  les  cjuantllés 


at  -\-  bui. 
at  —  bu-i, 

at  -h  bu„- 


(')  La  quanlilc  v,  pourra  être  supposée  comprise  non  seulement  entre  //,  et 
zéro,  mais  encore  entre  zéro  et  la  valeur  négative  de  ti  \n  plus  petite,  abstraction 
faite  fJu  signe. 

H.  —  II.  i5 


aa6  (»i:rvui;s   m:   ciiaiii, i:s   iiKinriri:. 

Vj  si  Ittii  iT|)i-t»(liiil  |)('Ti()(li(nn'iiiciil  les  mriiH-s  S(''iics.  en  liiis;!!!! 
croître  //  dt'piiis  I  iiiiili'-  jii><lii  à  I  iiilini,  cl  dccroilre  depuis  /.('to 
jiisqu  il  I  iiiliiii  U(i;iitiL  mi  ;iiir;i  embrasse  loiile  retendue  des 
\alciirs  imaiiiiiaires  de  I  armimeal  et  obtenu,  sauf  les  restrictions 
i!uh(|Ui''es.  une  représeiitalioii  eompb-te  de  la  (onction,  (.(da  bien 
compris,  nous  alb^ns  (b)nner  la  détermination  des  (|uantit(''s  A,„. 

Pour  cela  nous    emjiloierons    la    proposition  fondamentale    du 
calcul  des  r»''sidus,  exprimée  jiar  I  équation 

où  le  premier  mend)re  re|iréscnte  l'intégrale  d  une  fonction  uni- 
forme f(^),  prise  le  long  dun  contour  fermé  quelconque,  et  A  la 
somme  des  résidus  de  f(v  )  pour  tcuiles  les  valeurs  de  la  variable, 
qui  correspondent  à  des  jxiints  renfermés  dans  ce  contour.  Celte 
proposition  de  ^I.  Caucby,  ap|)li(piéc  au  cas  où  le  contour  est  un 
parallélogramme  avant  pouraKîxes  de  ses  sommets  les  cpianlitt-s 

p  -\-  a, 

p  -^  /i  -^  b. 

p-7-  b, 

et  pour  é(piations  de  ses  cotés  ces  relalions  où  la   \ariable  cn)i[  d<' 

zéro  à  I  unité.  sa\  oir  : 

-  —  p  -^  at. 

z  =z  p  -^  a  -^  ht. 
z  —  p  ~-  b  ^  a  {\       t  ). 
z.  ^  p-^b{\  —  l), 
donnera 

.1  -.1 

n    I     (i /) -^- af  \  <// -b  U  p  -^a ->r- l)l)cU 

.1  .1 

—  fij     fl/' —  A  —  ai  I  —  /  i|^//       b  I      \\f,       bii  —  f  )]c/(  =  fi-l, 

ou  |ibi->  Miiiplriuent 

^        ^  I  ^1 

l    ti    /      Il  />  —  ni  ull     -  b   I      II  p  -\-  a-^  bt  i  >ll 

■  I 

(.1  .1 

ni      {{  p—  b  —  (Il  \  (Il  —  b    I      i'i  /,  —  bl)  (//  —    ,i-\. 
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l)'aill»^iirs,  el  d'aprrs  la  sit;ni(icali()ii  prccc'dciiimciil  indiquée, 
A  icnrc'seiilcra  la  somme  des  résidus  de  i  {:•)  |)uur  loules  les  ra- 
cines s  tic  l'équalion  -. —  =  o,  donl  les  valeurs  peuveni  être 
représentées  par  la  formule 

Ç  =  />  -H  at  -f-  /m. 

en    su|)posanl    /  cl    //    compris  entre   zéro    e(    ruiiil<'.    Cela     posé, 
léquation 

Fu/  -h  6'Ji  )  =  y  a;;,  c''-""''^f, 

(lounanl 


A<„V  =    f    F(at-+-  h-ji  )  e-'-"''r^t  df. 


nous  a|)pliquerons  la  relation  (i)  en  faisant 


{{z)  =  V(z)e 


Comme  on  a  ('v  Idem  ment 

U^  -^  a)  =  f(s), 
{(z^  b)  =  Uz)ir-"'- 

en  posant,  ainsi  (juc  plus  haut, 

t\  =  e  "". 

le  premier  membre  de  l'éfjuation  (1)  se  réduira  à 

rtA'„V(i  — .r-^'"). 

Quant  au    second,   cest-à-dire    à   la    somme  des   résidus  de   la 
fonction 

pour  ::  =  V,,  .Ço,  !^jj,  nous  supposerons  pour  simplifier  que  ces 

(piantités  soient  des  racines  simples  de  l'équation  _  =0;  alors, 
<u  désignant  par  R^  la  limite  de  £  FÇCj  -\-t)  pour  s  =:  o,  on  trouvera 
imuK'diatemenl 


2a8 


(n:i:vuKS   DE  ciiAHi,  i:s   ii  i:iim  iti:. 


On  on  conclul  le  (l('\ cloppcniont  clierclK'  tic  la  fonclioii  h"  (^c)  |)(»lll• 
^  =  a/  +  b'Jf  sons  t'cttc  l'orme 


(;;)=  consl. 


'^       1  —  11-2"' 


^       1  —  Ip^'" 


-I-...H-I5,, 


V^ 


I  -  .1 


où  nous  ajoutons  une  ronstanlc  arljilrairc,  en  su|ij)iiiiiaiil  dans 
chaque  soiunie  le  terme  qui  correspond  à  ///  =  o.  l*our  ce  cas 
edec  il  veinent  I  ('quai  i  ou 

ne  peut,  comme  on  le  \oit,  d(''terminer  A'^",  et  donne  sculeiuenl 

A  =  o,  c'csl-à-dire 

H,4-R2^-...^-Ha=o. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,   faisons   de   suite  une  application  de 

la    formule    générale  que    nous    venons    d\)l)tenir   en    su|)posanl 

y(z)  =  sinamc.  Soit  alors 

a  =  4K, 

on  aura 

i:,  =  /K'~'2K. 

R]  -f-  liin  î  sin  am  (/K'-f-î)  =  j  , 


H  =  e 


^'^- v/y, 


et,  par  suite. 


sin  ani  c  = 


■>A[\ 


^  (,       2  Iv  -y"  f       -  '* 

^      I  -  ry    "'  ^        \  —  fj->"         J 


consl. 


'-    V/''Tir    ^'1 


■X  A  iv 


l  —  CJ 


I  —  ( —  I  )'"    -T-  consl. 


On  voit  qu'on  peut  ne  conserver  que  les  valeurs  im|)airesde  /;/, 

de  sorte  (ju'en  supposant  nulle  la  constante,  on  lrou\era  immédia- 

Iciuent 

i/îK   .          9.Kz       VT'  v/<7'" 
SI  11  a  ni =  >  e'""^^ -^— ^ — -  , 


I  —  r/' 


(;'esl-à-dire    pour    le    second    meiulue    la    série   désignée    par    U, 
page  2  9. 1 . 

Revenons  aux  consid('ialioiis    g('iH;rales,  cl  siiiloiil   à    !a   coiiipa- 


TIIKDUIK     I»i:s     FONCTIONS     K  I,  I,  I  P  T  I  Q  L' IC  S  .  2'.<) 

raison  des  deux  (I(''\  cloppciiK'nls  (|iii  corresijondeiil  à  ^  =  «/ -|- ^'Ji 
et  ;  =  at  H-  b'j>-  Les  résidus,  dans  le  premier  cas,  se  rapporlenl 
aux  valeurs  vi,  wj,  .  .  .,  ^îa!  or  en  passant  à  rinlorvalle  suivant, 
défini  par  la  relation  z^at-{-  b\J2,  on  sera  conduit  à  la  série  wo, 
I^.,,  ...,  t|j.,  VI  +  b,  et  comme  les  résidus  de  F(^)  relatifs  à  Ç), 
1:^,  4-  6  seront  les  mêmes,  les  deux  développements  seront,  avec 
{"expression  des  termes  constants. 


j  .  2  ;;; 1  z  — 

F(.)=   f  F(at^ù.,)dt-^^-^lU^'-^- 
'-  0 

/'  Tî 
2  m  —  c;  — 

9.1-  ^   -^  e      " 

a  Au      I  — ii-2'« 

/,  ._  2/« 


—  ir 

2  m  — (-  —  ;2l 

f 


27n  — 

a        '  jLà     I  —  Il 


Ce  sont  donc  les  termes  constants  que  nous  avons  à  comparer. 
Nous  nous  servirons  pour  cela  de  l'équation  déjà  employée,  en  y 
remplaçant  la  période  b  par  une  quantité  arbitraire  |3,  savoir  : 

a  j     F(p^  at)dt  -^  ?   /     ^ip  —  «  -^  .^0  dt 

—  rt    /    F(/?-h  !î-i-  at)dt—  p    r  F(/)+  !Î0<^^  =  af-rA. 
•0  • 'o 

Si  nous  su])posons  p  =  ^-j,  et  />  +  |j  =  ^'Jo,  A  se  réduira  au  seul 
résidu  de  F(;)  qui  correspond  à  z  =  ^i,  et  l'on  aura  immédiate- 
ment, en  divisant  par  «,  la  relation 

r'  /"'  ■- 

/    F(««-t-6j,)rf/—   /    F(a/-^^/'j,)f/f  =  2-^  R,. 

Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à  ne  conte- 
nir absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de  sorte  que, 
le  premier  étant 


-'" li  —  -,11  .  -LUI  •   I- —  ■,•>! 

G+^  R.  V  '—1 -^  ^  R,y  ^-^^ —  ^. 


0 

2  /;/  —  i  :■  —  •,■!.) 


a3o  OF.  r  V  R  K  s   n  k  <:  h  a  u  i,  k  s   i i  i:  h  .m  i  t  e  . 

lo  second,  «Ml   iiMiiiissiiiil  U's  tciincs  en  I*»,.  s  ('iiir;!  ;iiii>i 


C-+-  — ^U, 


T' 


2  ;;;_.■(;_;,    .   /,, 


I   —  Il 


1,1,  —  i:-,.i 


a        '^     I  —  Il    -' 


I  -  0    ■'' 


\)c  là  se  lire  une  coiiscqiiciicc  iinporhiiih-  cl  «|iii  jtislilicra  rr  <|iH' 
nous  avons  annoncM'  plus  haut,  sur  le  n'ilc  de  la  louclioii  de  seconde 
espèce. 

Rcniarcpions,  en  cflel,  (pie  les  diverses  séries  alleeU-es  des  fac- 
leurs  K),  l\j,  . . .  proNiennenL  de  ce  seul  déveloj)peineaL 

2  ///  

y-'    ",  , 

jLd  I  — ii~2"' 

(Ml  y  i'enipla(^ant   ::  par  ;;  —  '^,,  z  — •  Z^^  •  •  -,  <'t    ^  ^ —  ^i  —  f^  dans  le 

second  cas.  Or,  en  niellaul   c au  lieu  *\('  r,  ce  d('\  eloppemcnl 

prend  la  fornie 

,       /TC3 
■2  m  - — - 

•^  0    "'  e        " 
^    I  —  Il  -  -  "'  ' 

cpii  nous  rappelle  ininiédiaLenicnl  une  expression  analylique  bien 
connue.  Soil,  en  ellel, 

a  —  •2K,         ù  =  ■>.  /K', 
d  ou 

ou  aura 

»i  -r— 

t*  {z)  ~  k"  ^    1  —  (j-'i'"-    ~    K  ^,„  I  —  7^"'  *'"      K     * 

1 

Nous  pourrons,  jiar  consc'cpienl,  ('(Mire,   pour;  =  «/-i-  ^u,, 
el,  pour  z  =^  al  -^  l^'-^ii 


^Ri 


TiiKoini;    i)i:s    i'onctio  ns    i;li,  i  ptiq  i  k.s.  xJt 

C'est  eu  ce  inouiciil  (|iie  s(>  in;iiiircsle  loiilc  I  iiii|)()rlaiue  de  la  |)r()- 
priélé  caracléristiciiic  de  la  fonrlioii  de  seconde  espèce  relalive- 
ineiil  à  la  douhie  périodicilt'.  {{Hccl  i\  ciik-iiI  ,  les  relalious 

^  Z  (./•-!-•>.  Iv    )  —  Z  (  .7- 1  —  1  .1 . 
/  Z  (  X  --  ■>.  i\\  )  =.'L(j)-r--iiy 

('■(Hiivaleiil  à  r(dies-(i  : 

(   e'(^--r-  iK)      _  H'(.r) 
\    0(.r  -V-  9.K  )      ~   6(a")' 

f    fc) ( 37  —  ).l\\  )  fc> (:/■  ;  K  ' 

d Où  Ton  voit  que  I  on  [)eut  ramener  à  nne  seule  les  deux  fonnidc-> 
de  dévelopj3ement,  par  Jintroduction  de  la  transceudanle,  j)uis(pie 

la  quantité  , :-iT7- rr-  se  réduit  a  - — ■ ^—  • 

^  e(5  — ^1  — -liK)  Iv  «(:;  — :,) 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant  dans 
toute  l'étendue  des  valeurs  de  l'argument,  et  dont  la  forme  défi- 
nitive, en  passant  de  F(r  —  r'K'^  à  F(;),  s'ohtiendia  comme  il 
suit  : 

Rappelons  d'abord  que  lou  a 

_  /TÇ  .,  ^.     ^  ., 
<à{x -\- i\\  )  =  i\\{  X  )  e    '*^~       '', 

d"où,  en  prenant  les  dériv('es  logarithmiques  des  deux  membres, 

e'f.r-^  /Iv'i  _  \\'{x)         i- 
B  (  j?  -^-  <  K'  )         \\(  X  )         iK 

Il  s'ensuit  (ju  en  mettant  ;  -!-  /  K'  à  la  place  de  r.  on  obtiendra 


F(^)  =  C 


,.    H'(^  — r,  1  ^,     W'iz  —  lu.)       i-    ,,        ,,  „    , 


cl  plus  simplement,  puiscjue  la  somme  des  résidus  est  nulle, 
Dans  le  cas  enfin  où  'C.  au  lieu  dètrc  une  racine  simple  de  l'équa- 
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lion  ï; =  <),  sérail  racine  imillinlc  dorclrc  /t.  ce  (iiii  donnerait 

F(x)  '  I 

lieit  à  la  relation 

S"l-'(r-t-£)  =  A  4-  B£+...-HQi"-2-f-  R£"-l-4-..., 

U'(  z  —  w  ) 
le  seul  lerinc  R-n ^  de\rail  èlrc  remplace  dans  la  formule  par 

1  enscmhle 

\\(z  —  l)       ^  dz  in  {Z  — 1)1'^'"       i.x...n  —  i     dz    \\\i,z  —  X,)\ 

(-i)"-'A    d^  rH'(5  -  en 

"^  i.2.../t  — I     t/;;    Lil(-  -OJ' 


Proposition  de  M.  Lioiiville. 


INous  l'onderons  la  démonslralion  sur  la  loruiule  [)récédcnle,  en 
y  supposant 

F(::)=  y^, 

<ï>(  ;)  étant  une  fonction  doublement  pério(li(juc  uniforme  dont  les 
périodes  seront,  comme  plus  haut,  2  K  et  2fK'.  Alors  les  racines  X^ 
comprendront  les  solutions  des  écpiations 

l  *(-)  =  <>, 


*(-) 


Nous  désignerons  les  premières  par  ^  et  les  secondes  j)ar  ^',  en 
admettant  toujours  qu'elles  soient  représentées  par  la  formule 

/>  -t-  ■>,  K  /  -f-  -i/K'», 
t  et  n  restant  compris  entre  zéro  et  Tunité.  A  l'égard  des  i-ésidus 

1       'I'   I  -3  )  ....  ,  .  ,  ■  .  ••! 

(le j  on  sait  (lu  ils   sont  cuaux  a   -|-  1   ou  a   —  i  suivant  (lu  ils 

'!>  (  ^  j  '  ^  ' 

se  rapportent  ai|x  (piautilés  '^  ou  ^\  et,  comme  leur  somme  est 
nulle,  on  est  amené  à  la  conséquence  remarquable  que  ces  cpian- 
lilés  ^  cl  'Ç  sont  préciséiinnl  eu  luèuic  nombre. 
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Cela  [)Osé,  cL  on  désij^aant  ce  nombre  par  n,  on  aura 

_  ll'(z~l^',)  _  H'(^->-,) _      _  n' (2_- r„_) 

H(::-^',)     H(^-!:'2)    "■     niz-fS 

d  où  1  on  lire,  en  désl<^nanl  par  A  une  constante  arbitraire, 
cl,/    ,  _  V    c-  H(^-^,)H(z-^,)...H(^-C,,) 

^^^~        H(^-r,)H(5-r,)...H(z-ç'„)' 

expression  qui  doit  avoir  les  quantités  2K  et  2iK'  pour  périodes.. 
Or,  en  faisant  usage  des  relations 

U(x -i-iiK' )  = —U{x)e     ^'     '\ 


et  représentant  la  somme  des  racines  ^  par  S(^,  la  somme  des  ra- 
cines ^'  par  I]J^',  on  trouvera 

de  sorte  qu'il  faut  poser 

et  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  y.  et  [ii  des  nombres; 
entiers  arbitraires, 

et,  en  second  lieu, 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  cette  relation  dont 
la  découNcrte  appartient  à  M.  Liou\illc,  entre  les  racines  des  équa- 
tions 

^    <I>(3)   =  o, 

1^  =  ^' 
quant  aux  nombres  entiers  a  et  |j  qui  y  figurent,  j'ajouterai  seule- 
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iiiciil  (|ii  ils  se   i-;il  hicliciil    iiimK'dialciMciil   à    la    loucliou  •!)  (  c  )  rllc 
iiiriiic  |)ar  I  ('(iiialiou 

/     ^— ^ rr^—  (/(  —    /       .      '      —  ,  —  r// =  — -— -,  (ak  H-  ^iK  I. 

Jo     'i*  (P  -i--^''^  i)  ,'„     '1' ( /*  -H  jt  K O  vtkk  ^ 

\  oitl  iiiaiuleuaul  les  cousrcjuciicos  (|iii  eu  rt'siillciil.  A^alll 


itii  fil  lire 


ce  (ju'oii  jteiil  é(rir<' 

rvcniplaçaul  donc  le  facteur  exponentiel 

<jiii  lii^iiie  dans  re.\[)ression  de  'Im  c;^,  [)ar  ce  rapport  de  fonc lions  II, 
<3l  posant 

il  viendra 


'!>  (  ^  I  =  a 


n^z-i:\)ii{z-i:,)...Uiz^:i:z') 


Or  on  reconnaît  au  numérateur  et  au  dénoininatcMir  de  ^(:-)  les 
«xpressions  fpie  nous  avons  d(''jà  employées  en  diMiioiitrant  le  théo- 
rème ilAltel  sur  laddilion  des  arguments.  Si  le  M()iiii)re  /t  est  im- 
|)air  par  exemple,  I  ex[)ression 

n(z-i:,)U(z  —  t2)...Uiz-^n:) 

est  celle  «pii  a  ('t('  considérée  j)aL;e  184,  et  qui  s'exprime  ainsi 

F(j:^'j  et  F,  (.r)  désignant  des  polynômes  de  degrés  — ; et  — ; 1 

et  X  pouvant  être  pris  égal  à  sinam;,  cosam:;,  ou  Aamr.   Dans 
le  cas  de  //  pur.  elle  coïncide  avec   la  fonetioii  dc'si^uée  page  18'j. 
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par  '^,  (,/•),  cl  I  ou  a  alors,  en  (lL'sii;naiil  pai-  l''(./')  cl  l' (./■  t  deux  po- 

I                          •                                   ■                   ,,,////-> 
IjiioiiK.'S  culicrs  eu  ./•  l•c^|)l'(•ll\  cmciil  des  ilc^rcs      cL . 

U(z  -^,)H(;;  —  r,)...  n(3  —  ï:;) 

=:  sin  am^  r  (sin-  aiu  ^)  -H t  (smi-  am  c  ). 

Ou  \oiL  (loue  (|ue  <I>(^)  est  douné  par  le  f[uolienl  de  deux  c\pr-es- 
slons  de  celle  nature,  et  c'est  précisément  dans  la  ic'diicliou  t\r  la 
fonction  doublement  périodique  à  sinam^  et  à  sa  dcrixcc  (pic  con- 
siste la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d'établir. 

[-.a  dcuionsiratiou  <jiie  nous  \enons  de  donner,  rc|)osanl  ru  cu- 
licr  sur  l'expression  i;cnérale  d  une  fonction  doublcincnl  jx-iio- 
dique  ¥(x)^  que  nous  avons  précédeuimcnt  obtenue,  savoir  : 

nous  indi([uerons  encore  un  niojen  d  y  parvenir  iinnicdialeincnt, 
en  parlant  de  rc([iialion 

^1  .: 

a    I     U  />  —  al  )  lit  —  h    I     {{p-^a-T-bl)  dt 

•  I)  'Il 

—  al    {{  p  -i-  ù  -h  at  )  dl  —  I'    i    f  I  /'  -~  1^1  )  <^ll  =  •■'  '"  -^• 

•  0  «0 

Soient,  comme  plus  liaul, 

a  =  ^K, 
cl   prenons 


l'ar  la  délinihon  seule  de  la  fonction  1I(;),  on  a 

H'(j-^oK)     _  \\'(z) 
H  {z-^-iK)    ~  TTTTj' 
H'(-s  — AtK'  )       _  HÏ3)        iv. 
\\{z  —  ilK)  '"  ~~  WïJ)  ^   K  ' 
et  il  en  rcsullc 

1  (  ■;  -T-  i  K;     z=  f  (^  j. 

f(-  -(-  '2  ils.')  =  i(z)  -i-  -r^  F(^^  I. 
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(Je  sorle  (jiio  1  é(jiiatioii  pivcédcnlo  se  rétliiil  à 


/    Vip-i-'iKt)  (/( 


Or  les  divers  résidus  cjui  cnlrcul  dans  A  se  rapporleiiL  d  une  pai'l 
à  ^  ^  î^i,  ÎJo,  . . .,  "Çfj,,  el  de  Tautre  à  :■  =  x;  les  premiers,  s'ils  cor- 
respondent, comme  nous  lavons  siij)posé,  à  des  racines  simples, 
donnent  pour  somme 

et  le  résidu  relatif  à  c  =  jc,  racine  simple  de  l\(x  —  c)  =  o,  sera 
évidemment  —  F(:r).  L'expression  de  A  qui  suit  de  là  donne  im- 
médiatement la  relation 

J "ajouterai  encore   une  remarque  sur  cette   formule  que  j'écri- 
rai, pour  abréger,  comme  il  suit  : 


V(x-)  =  C-^^  H 


ir(.r  — r) 


En  employant  le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  de  seconde  espèce  ('),  on  trouvera  aisi'ment  la  relation 

H'(x  —  z)     n'(x)     iiïr) 

— - — ■ — -r   =  -. y;—; cotang  aina-  Aaïua; 

H  (x  —  Zj        H  i^x )        11  {Ij 


bni  ain  ^  sui  ain  (x  —  ^  ) 


S'  (  x) 
(')  Cesl  la  qiianlilê  — ) (|ui  riilre  dans  Z{x),  iiiiii<  on    iiciiL   lui    siibslilucr 

0  (X) 

M' (x)  t      II  (^) 

— >  à  l'aide  de  la  relation  sin  a  m  a:  =  — i  >  (iiii   dunnc,  en   piciianl  les 

H  (x)  yf;  ei.x)     ' 

dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

U'(x)        (-)'(x-) 

=  colani;  ainx  A  am  j:. 


ll(x)        «(or) 
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d'où   rc'stillr  eu  siihslitiiaiil  dans  l'expression  de   F(^),  et  ayant 

égard  à  la  ('ondilion 

1  K  =  o, 

celle  nouvelle  foriniile 

^^       "  (w       ^^  sin  ain^  siii  um(  ^  —  ^; 
OU  bien 

Rsin  am.r 


F(ir)  =  const. -t-  >    -. 


m  ^  sin  ninl  X  — ■  Z) 


C'est  donc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à  double  j^ériode  à 
.sinani.r  et  à  sa  dérivée  ;  mais  la  mélbode  plus  rapide  qui  nous  y 
conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation  impor- 
tante, et  que  nous  avons  du  tenir  à  ne  pas  omettre,  savoir  : 

Celte  nouNclle  formule  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 

seule  condition 

S  B  =  o, 

connne  nous  allons  encore  le  faire  \oii". 
Considérez  en  effet  la  fonction 


sMi  amz  SHi  am(  3"  —  z) 


dont  les  périodes  seront  aKet  2fK'.  La  somme  de  ses  résidus 
com|irendra  d'une  part  ceux  qui  se  rapportent  aux  racines  de  l'é- 
qualion 

c'est-à-dire 

V ^ , 

^^  si  n  a  ni  ^  SI  n  ani  (x  —  Z) 

et  puis  les  résidus  relatifs  aux  deux  équations 

sin  ain  5  =i=  o, 
sin  nn\(x  —  ;;)  —  o. 

Or.  dans  linlcivalle  des  périodes  12  K  et  a/K',  on  n'aura  d'autres 


l'i,'}  t»i:i\m:s   ni:   i  iiahi. i:s   iikiimitk. 

raciiU'S  (jnc  ;  =  o,   c  =  .r,   ;iu\(|iit'll('s  ((iiTc^pondioiil    lc>  icsuliis 

F(o)  _     V{T) 

sin  uni:^-  siii  aiii^*  ' 

(111  ;k  par  (•(>ns('t|iient, 

V^  R  FCo)  FC.r) 

>      -. 7^—. ! : : —    (). 


-III  am  w  MM  iiiiH  .f- — i)         sinaiii.r         Miiaiii.r 


v(t)  =  l (o) 


j^  siii  aiii  ^  siii  aiii  I  .x  —  1^) 

D'une  nianière  toute  seniLlablc  on  lrou\era  relalivenicnl  à  une 
lonclion  ^{x),  salislaisanl  aux  eondi lions 

-îfa-H-yi/K')  =      .7(t), 
I  rxj>ression  très  sini|tl(' 

j  (X)  =  y  ~ — — , 

Jmi   Slli  eillK  X  —  ^  j 

OÙ  figurent  seulement  les  racines  î^  qui  sont  renfermées  dans  lin- 
Irrvalle  aK  et  2iK',  et  ex)irimées  [)ar  la  formule 

^  =  p  -~  ■>  K  /  -=-  >  / 1\'  II. 

l  et  II  élanl  moindres  que  Tunité. 

Nous  nous  arrêterons  à  ce  point  dans  cette  i\otc,  pensant  ainsi 
avoir  à  peu  ])rès  complètement  esquissé  l'ensemble  des  notions 
élémentaires  de  la  llu'oiic  des  fondions  cIliplMincs  (|ui  |)réc<'de 
l'élude  de  la  Iransforuialion. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  L'EDITEUR 


Sri'.    LA  TlîANSFORAIATfOM 


TR01Slf:MI':  ORDRE  DES  FONCTIONS  ELLIDTIQUES. 


Jniirncil  (le   C relie,    l.  (JO,    iNO-/.   p.   '.yu'\. 


«...  Soit  une  forme   ]ji(juadratiqiie  et  son  co\arianl  du   <[iia- 
trième  degré,  à  savoir  : 

y  =  ax*  -f-  4  b^^y  -+-  C)cx-y-  -h  \  b' ry^  -~  a  y'*, 

.;•■  =  {ne  —  h-  )  x''  -^  ii  aiy —  bc  )  x'\y  -r-  (  a  a'  -^-  ■>.  bb'  —  3  c-)  x'^y"- 

-^  wd h  —  b' c)  xy^ -r-  ( Cl' c  —  b'-)y'\ 
En  posanl,  sui\anl  lusage. 

I  =  aa'  —  \  bb'  -^  3  c-, 

.]  ^=  acn' -T-  '^bcb' —  ah'- —  a' b-  —  c"", 

je  considère  ces  deux  co\arianls,  qui   sont  encore  du  (|iialn(nie 
degré, 

et  (un  rouduisenl  à  la  relation  rcuiaiquahle  que  voici  : 

»  Ao/)U)io/is  V  et  G  ce  fjne  devie/i/ienl  f  et  g  ijudiid  on  y  rem- 

,  I    Of  i   df 

place  ,r  et  y  par  —  -   ;-  cl   , nu  aura 

'  •     '  '\    ùy  .|    c/.r 

ir,  —  JF  ^  ,4'-^(  i,^  +  3J/). 

■    Il  en  rtV^ullc,  d  .ipirs  !•■  principe  alL;(ljii()ue  île  Jacohi   [)our  la 
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lransfi)nii;ilit)i\  dos   fonclioiis  (•lli|)ii(|iic->,  (|ii  fii   sii|)|)()s;inl  y  :=:  i 
el  .r  seule  vanahle,  el  laisaiil.  pour  al)r('^er, 

A(x)=]s^—    .1/, 

A'(;r)==lA'-i-!.l/ 
on  aura 


z  élaiU  lié  à  x  |iar  celle  r(^lali(m  du  Indsirine  degré 

h.r^  -—  3  CT-  -r-  3  h'.T  -H  «' 

rt.r  *  -h  3  ^3"-  -i-  3  fx  -H  ^' 
et  M  désignant  une  conslanle. 

»  C'est  donc  la  transformation  du  lioisième  ordre  qui  s'ofTre 
comme  conséquence  de  la  théorie  algél)n(|ue  des  formes  hiquadra- 
tiques. 

»  Paris,  mai  i8Gi.  » 


SLR 

LES   THÉORÈMES   DE  M.   KROXECKEIl 

RELATIFS  AUX  FORMES  QUADRATIQUES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  h\ ,    1862  (H),  p.  i  i-83 
et  Journal  de  Lioiaille,  t.  IX  (  ■>,"  série),  iSGî,  p.  i  'i5. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  présente  deux  points  prin- 
c"ipau.\  où  elle  vient  se  lier  à  rAritlimétique  et  spécialement  à  la 
théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  indéterminées  de  détermi- 
nant négatif.  L'un  s'oflVe  lorsqu'on  développe  en  séries  simples  de 
sinus  et  de  cosinus  des  quotients  de  fonctions  0,  et  ne  suppose 
que  les  considérations  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  ;  l'autre 
tient  à  l'étude  beaucoup  plus  profonde  et  difficile  de  ces  équations 
algébriques  à  coefficients  entiers  dont  di'pendent  les  modules  qui 
donnent  lieu  à  la  multiplication  complexe.  Si  différents  et  éloignés 
que  soient  ces  deux  points  de  vue,  ils  présentent  néanmoins  un 
ensemble  de  résultats  communs  :  nous  voulons  parler  des  déter- 
minations nouvelles  du  nombre  des  classes  de  même  déterminant, 
découvertes  par  M.  Kronecker,  et  qui,  à  bien  juste  titre,  ont  at- 
tiré l'attention  des  géomètres.  Dans  une  Lettre  communiquée  par 
M.  Liou\i!lc  à  r Académie  l'année  dernière,  j'ai  rapidement  indi- 
qué de  quelle  manière  ces  résultats  pouvaient  s'établir  par  la  con- 
sidération élémentaire  du  développement  en  série  de  sinus  et  de 
cosinus.  C'est  sur  cette  méthode  que  je  me  |)ropose  de  revenir 
pour  en  faire  une  étude  plus  complète,  en  mieux  fixer  le  carac- 
tère et  les  limites,  et  surtout  approfondir  la  nature  des  nouveaux 
II.  —  II.  l'i 


•/ i>  oKixiiCïi    m;   ciiAUi.  r;s    iii;iimiti;. 

t''l('-iii(Mil>  .ii'i(iiiii(ii(|ii('>  (|ii  clli-  iiicl  cil  |('ii  cl  (|ui  lui  x'inlilciil 
|>r(>jii'c>.  \\\\v  rc|»()sc  oscuticllcmcul  mii'  I  cinpldi  des  cx|)rcssi(tiis 
cil  séries  (le  deux  sjsicines  dillV'iciils  de  l(tii('lioii>  (|u  il  esl  néces- 
saire de  douner  avaul  d'eu  exposer  le  principe. 


Le  piciiiier  de  ces  svsléiiies  esl.  ;"i  (picl(jui'>  cxce|)lit)ns  piès, 
1  ensenilde  des  loaclions  douhlcmeiil  piMiodupics  considérées  [lar 
J.icobi  dans  le  §39  des  Fiin  lauienta.  lui  écri\ant,   pour  ahréycr, 

0,     e,.     11.     II, 
au  lieu  de 

et 

0.     0,.     r, 
au  lieu  de 

W(o),     0i(o),     lli(oj, 
lie  sorle  (pi  (M\  ail 


0    =  1  /  — =  \  ^  iq  -^  -xq*  —  V.  (/^  -f-  2  <7  "'  —  i  q-^  -r  . 

0,  =   t  /    — —        =  I  -)-  7.  r/  -r-  -2  </  '♦  -i-  V.  </S  -h  2  7'  «  4-  2  7-''  -i-  . 

/T^K  v/-  :■-  V  -Tt  V  — 

■r,    =  i  /  -^    =^J.vq-^l\q^-\-2\  q'-"  -h  •'.  V  q'''  ^...• 

\c  les  présenterai  L^roupces  de  la  inanicre  sui\ aille  : 

.(,![_    i  \^V  "i"  >•    _    I  yAy'  si  ni. y  _^    1  y/r/J  siii5.r  _ 

'       W                 '  ~  '/                    1  —  7^           '  i  —  q- 

H               I              JY^iii.r         î^^siiiS./"  .^y'siiij.r 

'       Il            >iii./'            1  — q                I — 7'  I  — q> 

Il  I  4  /'/  <os.r  i  y/ </ '  ros)./-  j  y/cy">  00s  ")./• 


:t.  r/), 


H  I  —  //  I  —  q-'  1  —  q^ 


''    '    11,      "   CMS./-  1  — y  1^7'  I  —7' 


D. 


18. 


s  LU   i.iis  Tiiii()ui-;.\n;s   dk   .m.    k  konkcrkii  ,    ktc.  ■>..\'i 

II  \\/(j^ii\T         /i  \/y^  siii  j.r        ^  ^rj'' s\n '>.r 


Hi  I  jr/sin.r         j<7'siii3.r         îySsiiiOj^- 

'il  5  in./-  '-^7  i-i-(7'  I -i- «7"' 

111  ,1  y  7  cos^        4v</^cos3;r        4  v/7' cos  îj- 

'     B  I  -t-  7  I  -I-  r/'  I  —  (/■> 

H  I  i7oo-.r         47'''"*  >-^"  î  V'' '■"*  T-'" 

o.  r,')   .,-  — —  —S h  - 


'     Ml  cosj;  l-r-q  1  —  y^  i -i- q> 

00,  — '  =  1  -H    '-i- ■ h  -^ 7 H  -^ •-.  . 

H  l-r-  (J-  1  -h  q*  I  -i-  </'' 

iO  00    —  =  I  —  ^'7  t'osa.r  ^  4<y^  cn^'jX  _  47='  cnsfi./-  ^ 

'  61  ~  1  -T- y-  I  -+-  7'  1  —  7'' 

H,  472siii<.r         4r/'siii4.r        4  7"  siii  G.r 

i  l  .  00 1  -jY  =  cotr  —   — ^ ■ -, — 

11  I  -T-  7-  I  -r-  7*  1-7-7'' 

H  47- S'"  ^-^       47* '''"i^^        17»  ?in  (■)./• 


11,  "^              1-7-7-              i-H-7'              1^7' 

...            „..  ®i^'i  .           4  7siiiy.j7        472sin4.r        47isin(;.r 

6  11  •  ~i~  7             -1-7-7-                       I-T-7' 

,,             ,,,011  4  7^'"2J"       4'/-siiii./-        ',f/^sin().r 

t)|IIi  "             I-H7             1  —  7-             1^7' 

.„           ,.,  elli  47sin9..7-        47'siii4-7"        47'^  ^'"G-^ 

1").  O7    — r^     =.  COt.7-  -i-    ^ -'' -^ h  ^-^ , r 

'  Bill  1  —  7               i-f-7-                r  —  7^* 

B  lli  '                I  —  7                I  H-  7-                I  —  7' 

HHi  H(7«in>..r        S^y^sindr        S7'sinioj^' 

^'     BB,    ~      1—7^     ^        1  —  7''        ^        1  —  7I"  ■  ■  " 


,    BB|  I  87-siii2.r      Hy^sinCJa?      %q^'>  ■>\niox 


'    mil        siii^cosj;  I  —  7-  I  —  7''  I  —  7' 


Je  joindrai  en  outre  à  ces  foniuiles  celles  c|ui  coiicerneni  la  lunc- 
liun  seconde  espèce,  savoir  : 

I  f  j  f)  2  ^     _  47  ^'i  11  •-'■?•  ^  47^  si  11  4. r  _  47'  ^iii'Jj;  ^ 

'    B  i  —  q^        '         \—q>         '         \  —  q'> 

11  1  —  7-  1  —  q*  I  —  7'' 

,.  .,   B'i     _   îysinaa;        47^si"4'^        47''siii()j- 

'    Bi  I  —  (/-^  I  — 7»  1  —  7"       "^ 

c,  f,2^''i    _,, ^        47'^'"-^^        47^^'"  i^    1    47' =»■"''■'• 

—  .  '1 1    77—     —  l.ail_  X  -r- —  — -, -t-  •  ,        -r-  .  .  .  . 

Mil  °  1  —  q-  '  —  7'  1  —  7* 
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•  H-:ivni:<   !»i:   riiAui. i:s   iii:h\iiti: 


1,0  x'coiul  sv>lôino  rt)inj)roml  le  (l(''\i'l(»|>p('m('nl  en  srnc  de  (|iio- 
li(iit<  (lonl  le  (lônoininalcur  est  ruuc  des  lonclions  (-),  le  luiiiK'iii- 
teur  le  protlull  do  deux  autres  et  (|iii.  par  suite,  ne  représentent 
pins  de  l'onctions  doublement  pi-riodicpies.  l'hi  sn|)|)(»sant  tlin'érents 
l'un  de  Taulre  les  faeteurs  du  numérateur  et  posant,  pour  abréger, 

_t  9  <2«  — II' 

Î3„  =  I  -H  27-'  -+-  fq-'*  — .  .  .+  2(7-'''-"', 

(C„    =  \—   >.<J-^  H--.)^-*— ...4-  2(— 7  )->«-'  % 

on  a  ee  preiniei-  groupe  de  lonetions,  sa\oir  : 

mil       V   ,    ■ 
1.  f,  =   >    4  -ixwy.nxq"'  ^,11 


e, 
ee, 


«=-1 


ee,  _     I 

'    H,  COSJ7 


>    4  cos(2/i -1- l)  j:( — n"q      *       2l„, 


e,ii 


O.  U, 


G.        0,  -jj—  =  cola7 


«=r  1 

,       e  I  1 1  X^i  .       ,  ; -, 

ft  II  i2n-(-  1)' 

8.        0, -— ■'  =  V  9co?(2/i-i-ijar(-i)"7      ^""11,,+,, 


r      6"  V  • 

9.         0    — -    =  tang.r —  ^    2  sm2«r  (7"    (L„, 
11,  .«^ 

n  —  1 
,    «|II,  V^  .  ,  .    , 

10.  0  — U-  =  colj'-4-  7    ■}.  siii>./i.c(—  i/'</"-  £„, 

11  =  1 

Il  12  n  -♦-  n' 

11.  0    ^^    =  V    >sin(>.rt  ^i).r<7~î       (C„+,, 


e. 

e,n, 
e 


^    U  cos(  m  H-  I  )  .r( —  U"  7      *        C,,- 


SI  n   i.i:s  TU  Koitii.M  r;s   dk   m.    kiion  kck  kh  ,    ictc.  2^1 

Si  1  ((Il  sn|)pose  ensiiile  rjiic  les  deux  fiictcurs  du  niiiiK-raleiir 
soient  égaux,  on  a  un  scconcJ  gruupe  de  douze  foncllons  où  ligureuL 
les  expressions  sui\antes.  Posons 

Z  =         \  CCM^'i.rq     q     '* ) 

—  .\  co?  \xq'*\q  '*  —  q  '*) 

-^  \  cosO-r^/'J  \q    *  —  y    *  ~^  q     *  J 

I  .  W        _iN 

U  =  —. \  >iii  i.rq'-'  \n    '* ) 

■sUlX  '  ^ 

-T-  4  SI  11  ixq  *   \q    *  —  q    *  J 

49  /     _  1  _9  ..  2  :;\ 

—     si  11  ~:rq  ^  [q    ^  —  q   *  ~^  q     '*  ) 

En  désignant  par  Z,  et  L,  ce  que  de\iennent  /  et  L   lorsqu'on 

met  -  —  X  au  lieu  de  x,  on  aura 
•i. 

13. 
14. 

16.  -^"1  n^  =     AU, -f-ou,, 

'm 

17.  r,f)    ^  =       Bfc)i   --0,Z,, 
-18.  r.O    ^  =  — BII     -0,1, 
19. 
20. 


21 


•V)l 

112 

"fcT  ~ 

A0 

-OZ, 

-^/Jl 

02 

AH 

+  0  u, 

r.'), 

112  _ 

01 

A0, 

-0Z„ 

23. 


-r/J 

112    _ 

0 

B0 

+  o,z, 

y/J 

02 

—  BIl, 

^-0,U,, 

00, 

02 
"0"    ~ 

C0 

^  r,  Z, 

00, 

112 

H 

—  Cil 

+  r,  U. 

00, 

02 

«7  ~ 

C0, 

^<L,. 

00,  Ij^  =-CII,  --r.U, 


2  i(i  I  >i:  r  \  Il  V.  s   ni;  ni  \  it  1. 1:  s   1 1 1:  ii  m  i  t  i:  . 

Lo  ([iiiiiilil('>    \.  I>,  ('  sctiil  (les  coMsIiiiilcs.  savoir: 

I 
A  =^       /    (  o  )  =  i  ^  fi II  {/'    , 

;/  —  T  I 

lî  =r  _  Z,  (  O  )  =    î  ^  (  —  I  )    ■•     fin  f/'>  ", 

III 
C   =  11,(0)  =   1-4-  4  2(—  ^y-  Cinq'». 

Dans  ces  l'orimilcs  /;/  est  |)air  cl  //  ^  3  (iiiod  j  ),  les  ((u'Hicienls 
dii'  f'ni  ilésignanl  les  lonclions  numérifjiics  <l(''lii)ies  j^ar  ces  égalités 

««=2^~'^      '      '  C„,=^(—\)      2      _V(_,)      2     ^ 

dù  (^/ l'cpréseiilc  lous  les  (li\iseur>  iiii|);i[rs  de  /}  cl  de  /y/  InfVrietirs 
à  leurs  eoiij ligués  el  d'  les  diviseurs  impairs  de  ni  plus  giauds  (jue 
leurs  conjugués.  On  a  d'ailleurs,  en  faisanl  x  =  o  dans  les  é({ua- 
tions  lo,  16,  20,  ces  relalions  donl  nous  ferons  usage  plus  lard  : 

r,3  =  AO,—  15  0, 
0-'  =  Ar,  -t-CO, 
0:t  =  15-,^  -i-CO,. 

Voici  mainlenanl  de  (pielle  niiiuirre  les  dews.  systèmes  de  fonc- 
tions conduisent  à  la  considéralion  des  formes  quadratiques  à  deux 
indéteiniinées  de  déterminant  né^alil. 


Ayant,  à  cet  cllet,  distingué  quatre  espèces  de  développemenls 
en  série,  suivant  (pi'ils  se  composent  de  termes  en 

si  I)  (•'.// -r- I  I  .r,  cd-i  7 /< -f- I  )  .r,  '«in>/7.r,  ros2«.r, 

nous  multi|)licrons  entre  elles  toutes  les  fonction^  du  premier  el 
du  second  système  qui  appartienneiil  à  la  mt'uie  e^prce.  de  jiia- 
nière  que  les  produits  olitenus  ne  e(»inprenn(nl  (pie  de>  leinies  en 
C0S2//.r.  Kn  inl('uranl  e(>s  luodnils  cuire  lc>  liiiiilcs  zi'ro  et  -  on 
donnera   naissance    à   autant    d  (-xprosioiis  foiulioiis   de    la   >-ciile 

ipiaiititi'  y.  où    le   ((MHicicnl  d  im  Icrmc  (picicoiiqiic   ^"^  "H  '/'  •'*'" 


siii   LKs   TU  KoiiKM  j:s   m:   m.    kitoNKCh' i:k  .    v.tc. 


•>\: 


pendra  (runo  eorlaino  iiiaiiirivMlti  nombre  des  classes  (|iia(lrMlK[iirs 
lie  (h'ierniinanl  —  A.  Tel  est  (loue  le  proeédé  anahlupic  lirs  simple 
qui,  en  élaMissanl  un  lien  entre  les  formes  (piadrali(pies  tie  délermi- 
nanl  néj^alif  et  les  transcendantes  ellipliipics,  conduit  à  Tensendjle 
de  résultais  (|ue  nous  allons  passer  en  revue,  (^cs  it'sullats  d  ail- 
leurs se  classent  natnrcdlement  d  après  les  inl('i;i';d('s  d('finics  de 
lonctions  0,  (roù  ils  sont  tiiv'-s.  Ainsi,  en  premier  lieu,  s'ollreiil 
les  combinaisons  obtenues  en  mnllij)lianl  res|>eeli\  emeni  les('(pia- 
lions  15,  18,  1,  2,  Il  du  pi-emier  système  avec  les  équations  o.  I, 
3,  7,  T)  du  second,  et  où  rinl('i;i"alion  seli'eelue  (relle-iuc'me,  s;i\  oii'  : 


(A) 


(18,  1) 

\  (I,     3i 

(2,     7) 


0-*     r'é  (/.r=  -  o';, 

•   0 
r/Jf     /  '  Si  f/.r  =  -  r/)2, 


(II,  :>)  OOf     I  '  Bidr  =  -  W]. 


Celles-ci  seront  ctudi('es  ensuite,  savoir  : 

/  '  7,00,-- f/.r  =   "  AO. 


et 

(12.  1) 


(  B  ) 


(10,  2)  f'rfil    "'^^=^A0,, 

'    0 

/•2  112  - 

(17,   :i)  I      r,20i  -^ffr=  -  Ar., 

(i;}.  :i)  f'(r^<)i^l(Lr=  ^  co, 

•   0 

71 

(0.  7)      /''■^.'^'^.^^^■^  =  -';  ^'V 


Elles  sont,  comme  on  voit,  essenliellemenL  distinctes,  el  toutes  les 


2.i^  («;i\ni;s   i>i;   (ii\ui.i>   ni. hmiik. 

tTUtrcs  do  forme  analvh(|iie  seinhlaltlr  (|ii'on  |>(iiinait  (iKlciiir  rc- 
pio(liiirai(Mil,  m  chaiiycanl  mii\  anl  1rs  cas  le  siniic  de  ^y.  les  inrincs 
louchons. 


Legendrc,  coinnic  on  sail,  a  le  pieinicM"  décoii\ert  |»ai'  indiielioii 
que  Je  nombre  des  décomposillons  d'un  entier  en  trois  carrés  dé- 
j)endait  d\ine  manière  simple  du  nombre  des  classes  quadratiques 
ayant  pour  déterminant  ce  même  entier  changé  de  signe,  etGauss 
a  démontré  ensuite  ce  résultai  iinporlant  dans  ses  Rechorrlies 
arithmétiques.  M.  Kronecker  a  rcmarfpié  qu'on  y  est  également 
amené  parla  théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  la  méthode  du 
savant  géomètre  suppose,  à  son  point  de  départ,  et  d'une  manière 
essentielle,  autant  que  je  puis  en  juger,  la  notion  arilhméti(|ue  de 
classe,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  dans  la  voie  que  j'ai 
suivie.  Si  l'on  ne  distingue  pas  les  représentations  propres  et  im- 
propres, il  suffira,  en  eliet,  de  la  définition  seule  du  svslème  des 
formes  réduites  jiour  un  délormiiiaut  donné;  de  sorte  que  ce  théo- 
rème, dans  renchaîncment  naturel  des  propositions  de  l'Arithmé- 
tique, pourra  être  j)lacé  dès  le  commencement  et  à  côté  des  résul- 
tats qu'a  obtenus  Jacobi  sur  la  décomposition  en  quatre  carrés. 
Pour  justifier  cette  observation,  je  présenterai  en  détail  ce  qui 
concerne  la  formation  du  cube  de  la  fonction 

0 1  =   I  -f-  2  </  -t-  '2  y  ♦  -H  2  ^"  -t-  •!  (7  ""'  -}-  .  .  . , 

afin  aussi  de  pouvoir  me  borner  à  l'égard  des  autres  quantités  7,^, 
0,y,-,  ...,  contenues  dans  les  formules  (A),  à  donner  seulement  les 
résultats. 

Considérons,  à  cet  elTet,  les  séries  lo  et  o  du  |)rciiiicr  et  du  se- 
cond système,  dont  il  faut  en'ecluer  le  produit,  sa\oir  : 

O7  — r    =  col.r  -^  —' '-J- ^ i-  ^ .  . . 

bill  I  —  q  1-^7^  I  —  <7* 

V^  ,                   \  a"  ««in  ■'  n.r 
=  co[.x-+-   7  (^  — ij"-'  -^ -, 


SLR    i.  i:s  TU  KO  ni:. M  i:. s   de   m.    kiiu.m:<.k  ku,    ktc.  9.19 

el.  en  falsaiil  comme  précédemmenl, 

J3„  =  i-r-  iq-^^  -xq-'*  -^. .  .-f-  ?.<7-'"-"', 
0,  -   -  =tan^'.r-f-  7  (— i/'^' 2  7"fl„  sin2/z.r. 

Ce  produit  devant  être  ensuite  intégré  entre  les  limites  o  et  -, 
nous  ferons  usage  de  ces  formules,  (ju'il  est  aisé  d'obtenir, 

;        ç.o\.x  i>\ninx  dx  =■      > 

r~-         ■  ~ 

I      tang^  sin  2  «j"  f/.r  =  ( — !)""'-• 
^0  ■* 

On  IrouNcra  de  cette  manière,  après  a\oir  supprimé  le  facteur-^? 

'  *  jiL  i -t- {— q  )"  Amà  ■     ^  ^  Ad  \ -\- {^— q  )"■ 

n  =  l  n  —  l  n  =  \. 

Les  deux  premières  séries  qui  se  présentent  dans  cette  expres- 
sion se  développent  sans  difficulté  suivant  les  puissances  de  q.  En 
désignant  j)ar /?î  un  nombre  impair  quelconque,  par  '^{m)  le  nombre 
de  ses  diviseurs,  on  trouvera 

y   1 =  y  c  (  /n  )  <7"'  —  y  (  7  —  3  )  Ci  (  rtz  )  q'^"  '", 


m-t-I 


y  (— i)"7«'j3„  =  y  (— 1)    ^     of/ntg"' —  y  5p(mj<7''" 

l'exposant  1  prenant  la  série  des  valeurs  i,  2,  i,  etc. 

Pour  la  troisième,  en  remplaçant  d'abord  par  le  dévc- 

loppement  N  ( — ^ja  ii+\) f^^an ^  q\\ç  devient 


n  =  0 


>  -^ —  =  >  i—iy"'- 


I'  n't'-^n-T-an—h-  ■ 


ce  qui  met  en  évidence  dans  l'exposant   q   le  déterminant  d'une 
forme  quadratique  (A,  D.  C),  en  posant 


A  =  n,         J3  =  b.         C.  =  n  —  \  —  a. 


9.5o  oi:iviii:s   i»k   i  iiahi.  i:s   iikumiti:. 

Laissanl  Ac  voie  [xnir  im  insl;ml    le  (iiciciir  ( —  i)n'j/+\}^  tlonl  nous 
imus  ocriiporons  plus  laiil,  ohscivons  (|ii('  />  doit  rcccNoir  1rs  \a- 

leurs 

o,      dri,      ±  •>.,      ....     ±(«  —  1); 

de  sorto  que  cette  forme  sera  réduite,  si  Ton  s'arrête  à   la  limite 
rh  f  —  j  >  c  esl-à-dire,  pour  plus  de  précision,  ziz  (  -  —  i  )  lorscnit;  // 

sera  |>air.  et  rir  ( j  lorst|ii('  //  ^cra   impaii".  (^,e  |iremier  i;r(nip(' 

de  \  aleiirs,  si  l'on  fait 


n-  -^  n  -{-  an 


donnera,  et  une  seule  fois,  toutes  les  forines  réduites  de  (h'termi- 
nanl  —  A,  en  exceptant  les  formes  ambiguës  (A,  B,  C)  ou  2  B  =  A 
et  C  =  A,  et  parmi  les  formes  (V,  o,  C),  le  seul  cas  de  A^  C,  (pii 
se  présente  fpiand  A  est  un  carré.  Dans  ces  divers  cas,  en  cllel,  on 
sérail  conduit  pour  le  noud)re  rr  à  une  \aleui-  négative. 

Considérons  ensuite  la  seconde  si-iic  des  xaicurs  de  A.  savoir  : 

,  n         n 

—  .,         2  ■       '  "  '  "  ' 

lors(jue  n  est  ])air,  cl 

n  -^  \         n  -h  i 


±b  = 


lorsque  /?  est  impaii-.  Soil  £  une  ipiaulilé  ('gale  à  !  uni|{'  eu  \aleur 
ah-oluc  et  de  iikmuc  -^lijne  (pie  />  :  eu  faisant  la  siiltsiil  iilioii 

dans  la  lorme 

nx-  -\-  -i  b.ry  ^-  (  «  4-  1  -i-  a  )y'-, 
on  Iroinera 

n\-  —  iiin  —  ht)  X.  Y  -i-  (  ■>.  n  —  ■</>  ;  -^  1  —  a  )Y-, 

el  cette  transformée,  que  nous  désignerons  pai-  (A,  — î  13,  C).  en 
|)osant 

(  I  )  A  =  /<,         lî  =  /?  —  hz^         C  =  7.  «  —  'ihz  -^  \  -^  a^ 

r(;m|tliia  les  conditions  <  1]  <^  V,  >.  1>  •<  C  le  |)remier  terme  ('tant 
tantcU  j)las  grand,  t  int()t  plus  petit  fpic  le  dernier  C.  On  \oil  donc 
maintenant  se  produire  une  s(''iie  de  former  en  iKjmbrc  doiihle  des 


SUR   i-KS  Tii  i:oiu;.M  i:s   ni:   .\i .    h  «on  F.f  Ki:n  ,    Kxr.  oi 

ionncs  r(''(liiil('S.  m    loii   cxcciilc  ccllfs-ci  :   (  \.  o,  C),  qui   oui  clé 
|)rt'(;t'tleniin<'nl   ohlcmic^    poiir  A  =  n.   I',u  cllfl,  ou   lue  dfs  ('-(lu;!- 
linns  (i)  : 
(■2)  n  =  \,  />  =  E(  \  —  I!  I,  ,1  —  (]  —  >n  —  \, 

et,  en  pfi'uuiliinl    \  cl  G, 

r;  I  //  =  c,       ^  =  ç f  G  —  I!  I.      «  =  A  —  .>,  15  —  I . 

Vinsi  cluKjue  ioi-ine  r(''tluilf'  non  auihi^iir  donne  elleclivcinenl 

deux  systèmes  (lillérenls  (/i,  h, a),  où  n  et  a  sont  positifs  et  /xoui- 

pris  entre  l<s  limiios  assignées.   Mais,  à  Fégard  des  deux  foi-ines 

ambiguës  (  V,  s  1^,  A),  les  équations  (2)  et  (3)  eoïncident,  et  j)our 

eelles-ci  :  (2B,  sH,  C)  les  écjuations  (3)  conduisant  à  une  valeur 

négative  de  «,  ou  n'a  de  même  et  pour  ciiariine  d'elles  (pi  un  seul 

et  unique  système  de  nouihres.  //.  h.  a.  Si   Ion  a\;nL  d  ailleurs  à 

la  fois 

■iV,  =  A  =  C, 

on  ne  pourrint  emplover  ni  les  équations  {-i  ).  ni  les  équations  (3), 
de  sorte  que  cette  forme  est  absolument  exclue,  comme  plus  haut 
le  cas  de  A  ^  C  dans  le  groupe  des  formes  ambiguës  (A,  o,  C). 
En  résumé,  soient,  pour  un  déterminant  donné  A  :  H  le  nombre 
des  formes  réduites  non  ambiguës,  h  le  nombre  des  formes  ambi- 
guës de  lespèce  (A,  o,  C),  h'  le  nième  nombre  à  l'égard  des  deux 
sui\anles  :  (  -^  B.  B.  C),  {S.,  B,  \),  l'expression 

311 +  /(  -\->.h' 

sera  le  nombre  des  systèmes  (/?,  b.  a)  qiii,  sous  les  conditions  re- 
quises, satisfont  à  l'équation 

n-  -^  «  -f-  an  —  i-  =  A. 

Mais,  si  A  est  un  eanc'  ou  le  tri[)le  diin  carré,  ce  nombre,  d  après 
les  exceptions  relatives  aux  formes  (b'-rivf'es  de  (i,  o,  i)  et  (2,  1,  2"), 
devra  être  diminué  d'une  ou  de  deux  unit<'s.  On  peut  d  ailleurs 
l'écrire  de  celte  autre  manière  : 

Sfj  — •>.//  —  h\ 

en   introduisant  le  nombre  total  des  classes  de  déterminant  —  A 

f|ui  est 

f)  =  II  -  A  —  //'. 


"y.^i  («-iivuKs   i»i:   ciivHi. i;s   iiiiiuirm. 

AhiiulfiKinl  rcNciions  au  raclciir  ( —  i^/f/z+O  ,j,,j  j,,,!,.  dims  la  (jiics- 

liiiii  nu  riMc  csscnlu'l.  \'a\  |)osanl  en  |)i-ciiii('r  llcii 

A  =  n,         lî  =  A,         C  =  «  -t-  I  M-  o, 
et,  en  second  lieu. 

A  =  /K         15  =  /<  —  />i.         Q.  =  111  —  •>  /y  ;  -4-  I  -h  «, 

C  =  //.         15  =  «  —  ht,         \  =  '}.  n  —  ?  A  î  -^  I  -;-  a, 
un  li'ouve  loujours  la  inèinc  \al('iir 

rt(rt  H- 1 1  =  A -+- A  ^- 13  -t- G  M- I  (mocla). 

Il  en  résulte  ([ne  pour  (oui  (hierniiuaul  le  fadeur  ( — i)«;«+t) 
sera  éi;al  à  +  i  si  lun  au  moins  des  termes  e\ti('mes  A  et  C  csl 
impair,  el  à  —  i  si  tous  deux  sont  pairs.  J".n  faisant  cette  distinc- 
tion dans  les  formes  réduites,  nommons  i^o  Je  nombre  total  de  ces 
formes,  /i^.  A,',  celui  des  formes  ambiguës  des  deux  espèces  dont 
nous  avons  jjarlé,  où  l'un  des  termes  extrêmes  est  impair,  et  ^,, 
/ii,  h\,  les  expressions  de  même  signification  dans  le  cas  où  les 
deux  termes  extrêmes  sont  pairs,  on  aura  é\idemmenl 

V  ^_^yan+i)qn'-+n+„n-lr-  =      Y  [,■:;  i^^,  _,, /(^  _/,;,_  (3  f^,  _,,/,,_/,;,]  y  A, 

=  3  V,i3„_JJ,).yA^2]^>/'l-^/'',--'./'n-^;)'7•^, 

ce  (pn  donne  la  loi  du  dévelo|)pemenl  suivant  les  j)uissances  de  (j, 
de  la  série  >  , ^  •  La  partie  nue  nous  a\ons  isolée  à  dessein 

-^    I  -i-  (  —  CJ  )"  *  ^ 

2^  i  ■■'■  fi  1  -^  K<  —  ■'■  ^'i>  — 1>  ô  »  v^ 

s  é\alur  à  1  aide  do  r(''Nidlal^  (pii  suivent. 

Soit  d  aijord  A  =^  m.  ni  v\m\\  iui|tair.  on  aui'a, 


j  I      /  \   ,  f         I  —  (  —  I  )    -       ,      , 

hn  =  -  'i{in),  \  Ay  = ^('}ih 

2    '  4 


'/m=o,  I 


/(  ,    —   : -J  (  m  \. 
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Et  cnsiiile  pour 

A  =  9.  m , 

(    //o  =  9 ('/«),  \    A3  =  o, 

(  /'i  =  ",  (  li\  —  o; 

A  =  \m, 
/  //o  =  9 ('m),  /  h'^  =  o, 

i  /il  =  -  o(  m  ),  I   /i[  =  -  z,( m  )\ 

A  =  .\.'?.'^  nt. 

I  /?„  =  cp(/»  ),  1  a;  =  9(  »?  I, 

I  h^  =  ''— —  -::(  m),  j  li\  = f(/n). 

On  en  conclut 

V  (  7.  hi  -^  Ii\—  1 1u>  —  /«oj  '/■^  =  V    ~        ^— '  'f  (  /?? }  q"i 

—  \  o.'-zini)  7-"'  —  >  -  •^(/«j  7*'«  -^-  \  — ! r*^"'^  q'*--'' '". 

Jl  en  résulte  qu'en  remplaçant  dans  réquatiun  londauicnlaic 

'  \é^  I-4-(— ^r  j"  ^  '     ^  jh^  l  -T-{— q  y' 

les  Lrois  séries  par  leurs  valeurs,  on  verra  les  deux  premières  dé- 
truire celte  partie  qui  provient  des  formes  ambiguës,  et  il  restera 
sini[)leuient 

(i]  =  i^y^v>(£),-£ioq^. 

Toutefois,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d  un  carré,  le  ternie  gé- 
néral doit  être  rem[)lacé  par 

ou 

-Mais  on  peut  éviter  ces  deux  cas  d'exception  en  ajoutant  deux  se- 


>.i4  t*:ivivi:s   m;   ciiaui. i;s   iii;umiti;. 

ries  de  leiincs  île  la  l'orme  y"'  el  y'"';  si  l'un  lail,  [)()iir  ahréyer. 

un  aura  de  celle  luaiiière 

C'est  le  résidlal  aïKjiiel  est  par\enii  M.  Kronei  Iwr.  en  eniplovanl 
la  considération  des  modules  qui  donnent  lieu  à  la  iiuilliplieahon 
complexe,  car.  d'après  les  dénoniinalions  de  ce  sa\aut  géomètre, 
on  aura 

el.  par  suite. 

^,  —  t),  =  •.>/•'(  A)  —  (?(  A  )  =  £-(  A). 

On  a  donc  deux  méthodes  absolument  distinctes  (pii  rattachent 
par  un  double  lien  à  la  théorie  des  fonctions  ellipticpies  les  propo- 
sitions de  Legendre  et  de  Gauss  sur  la  décomposition  des  nombres 
eu  trois  carrés.  Ces  illustres  géomètres,  en  poursuixanl  an  prix  de 
laul  dellorts  leurs  profondes  recherches  sur  cette  j)artie  de  l'Arith- 
métique  supérieure,  tendaient  ainsi  à  leur  insu  vers  une  autre  ré- 
gion de  la  Science  et  donnaient  un  mémorable  exemj)le  de  celle 
mystérieuse  unité  qui  se  manifeste  parfois  dans  les  travaux  analy- 
tiques en  apparence  les  [)lus  éloignés. 


s  i:  i{ 


LA  TllÉOKlE  DES  FORMES  OUADUATIOUES, 


Cumptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  L\  ,  i8(j:i  HI;,  p.  G84. 


Lu  inétliudc  lie  M.  DiiichleL  [)Oiir  la  délerminaliun  du  nuinbre 
des  classes  de  formes  quadratiques  de  même  déterminant,  et  celles 
qu On  a  tirées  récemment  de  la  considération  des  fonctions  ellip- 
tiques dans  le  cas  des  déterminants  négatifs,  conduisent  pour  la 
même  question  à  des  solutions  tellement  différentes,  qu'il  send^lc 
aussi  difficile  de  trouver  un  lien  quelconque  entre  leurs  résultats 
cjuentre  les  principes  sur  lesquels  elles  se  fondent.  Ce  c|ue  laisse 
à  désirer  à  cet  égard  la  tliéorie  des  formes  quadratiques  paraît  te- 
nir à  l'absence  de  quelque  principe  essentiel  auquel  on  serait  sans 
doute  amené,  soit  en  découvrant  une  démonstration  purement 
arithuiétique  des  [)ropositions  de  M.  Kronecker,  soit  en  tirant  de 
lu  théorie  des  foucti(jns  elliptiques  les  expressions  mêmes  de  Diri- 
chlet.  En  accordant  la  préférence  à  ce  dernier  point  de  vue,  j'ai  dû, 
comme  première  préparation,  faire  de  la  méthode  de  cet  illustre 
maître  une  étude  qui  m'a  conduit  peut-être  à  abréger  et  à  simpli- 
fier en  quelque  chose  son  analyse,  et  voici  sous  quelle  forme  je  la 
j)résenterai. 

l. 

Soit 

ni  =  a^  b'?c\ . .  .  k'^- 

un  nombre  entier  décomposé  en  ses  facteurs  [)remicrs  «,  ^,  c, ....  /.  ; 
l'expression 

.(,«)  =  -(. -7j('-^;---('-^)' 


•f.  j(i  <*".  u  V  w  F.  s   1)  i:   c  11  A  H I.  !■:  s   11 1:  \\  \\  \  \  v. . 

(.»ii,  en  ilé\  ('lo|)|i;iiil   le  |ii(mIiii1  des  l'iuitMirs  l)iiioiucs, 

.^  a        ^à  au       .^^  abc  abc...k 

représcnle  le  nomhrcdcs  cnlicrs  iiioindrcs  ([iic /;?  cl  pi'ciiiici  s  avec 
lui.  Je  coinincuccrai  par  yriit-raliser  colle  expression  en  eonsidé- 
raiil  le  nombre  des  lerincs  premiers  à  m  dans  la  snile 

I,  -2,  •),    .  ..,  n, 

où  n  est  quelconque.  Si  Ton  désigne,  suivant  l'usage,  par  E(.r)  le 
plus  grand  entier  contenu  dans  x^  ce  nombre  sera 

Pour  plus  (I  uiiiloiiiiilé,  je  rem|)hu'erai  le  premier  lerine  //  pai" 
E(/?);  onojjtienl  parla  une  expressicMi  où  il  est  ])()>siljle  de  metlre. 
au  lieu  du  nombre  entier  i) ,  une  \ariable  (pielconcpie  x,  à  savoir  ; 

A^      \aj      Moà      \auj      ja^      \abc/  \auc...kj 

T^a  signification  arillimétique  de  celte  fonction  sera  d'exprimer 
le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  à  J?  et  premiers  à  ni^  en  fai- 
sant toujours 

m  =  a«i?cT.  ..  A''-. 

Pour  m  =  1  et  afin  de  comph-ter  la  dc'-finilion,  nous  conviendrons 

de  poser 

*(a;)  =  l-(r), 

c  est-à-tiire  de  réduire  la  loinuile  à  son  premier  (erme.  Enfin,  en 
désignant  pars  une  (pniiilih'  ciimprise  enlre  -j-  i  et  —  i ,  et  par  a 
le  nombre  des  fadeurs  |)remieis,  (( ,  />,  ...,  /.",  on  xoil  aisément 
(pi  on  a 

T 

*  (  .r  )  =  —  c  f  /»  I  ^  'jtH-    's  ; 
m   ' 

c  est  la  propiK'lé  de  cette  fonclioii  dont  nous  ferons  j)rineipale- 
ment  usa^e. 
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II. 

Soit  encore  à  tromer  le  ni>iiil)re  des  lerines  île  la  suite 

I,     2,     3,      .  .  .,     rt, 

qui  sont  en  même  tein|)>  pieniiers  à  //?  et  divisibles  |)ar  un  nomljre 
donné  i.  Comme  les  lunlliplcs  de  i  dans  cette  suite  sont 

f,     11,     M.     .  .  .  ,     VL   \    -    \    l  , 

ce  nombre  est  le  même  <|ue  celui  des  entiers  non  supérieurs  à  -  et 
premiers  à  ni  ;  ainsi  il  est  donné  par  1  expression  <I>  (  -  j  •  C  est  à 
ce  moment  que  se  justiiie  notre  convention  de  faire,  pour  tn  =  i , 

*(a7;  =   E{X  ), 

car  alors  la  formule  doit  donner  le  UDiuhre  des  multiples  de  i  qui 

ne  sont  pas  supérieurs  à  /i,  et  par  suite  coïncider  avec  E  (  -  )  •  De 

là  résulte  entre  ^{'£)  et  E(\rj  une  certaine  analogie  de  rôle  que  la 
question  suivante  rendra  manifeste. 
Soit  F(/i)  une  fonction  ainsi  définie 

la  so.nine  comprenant  tous  les  n  ).nbres  i  qui  sont  diviseurs  de  n. 
On  vérilie  aisément  qu"on|aura 


2:/<^--= 2/"- "=(:■) 


En  effet,  dans  le  premier  membre  un  terme  quelconque  /(/)  est 

amené  par  toutes  les  quantités  F(/i)  joù  /r  est  multiple  de  /;  il  se 

trouve  par  conséquent  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  multiples 

de  i  dans  la  suite 

I,  2,  3,   . . . ,  n, 

et  c  est  précisément  ce  q  j'exprime  le  second  membre.  Modifions 
H.  —    II.  17 
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ni.iinteiuinl    celte    relittioii    en    ml  roil  iii>iiiit     d  iilxiid    \,\    coiidiliuii 
y'u  )  =  o.  l()rs(jne  /  iiC-^l  pas  preiincr  à  un  iioinhie  (Idiiik' 

m  =  (1^ /fi'c'i . .  .  /i^. 

et  posant  ensuite 

F(  A-  )  =  o, 

lorsque   pareillement   /.    iTest    p  i^   pfeiiiicià  /n .  (  )n  voit    alors    (|ue 

dans  la  soinine    ▼      !•  i  /  i   un   tenue  /(/l  est   autant    de  (ois  rt'pétt'' 

qu'il  y  a  dans  la  suite  i,  2,  .i //  de  termes  divisibles  par  i  et 

premiers  à  /n.  On  aura  donc,  au    lieu   de   la  relation  précédente, 
celle-ci  : 


!/''■■' =l/i'-'^'('i 


que  nous  emploierons  bientôt  à  la  reclierclie  du  n()ml)rc  des 
classes.  Mais  il  est  nécessaire  de  rappeler  d  abord  quebjues  résul- 
tats sur  la  représentation  des  nombres,  par  le  système  des  formes 
non  équivalentes,  do  même  déterminant  1). 


111. 


A  cet  effet,  nous  désiijnerons  par  //  un  entier  positif,  impair, 
premier  à  D,  et,  en  nommant  S-  le  plus  ^rand  carri'  (|ni  divise  J), 
nous  ferons 

Cela  posé,  voici  les  deux  théorèmes  fondamentaux  établis  par  Di- 
ricblet  au  moyen  des  considérations  les  plus  élémentaires  et  qui 
|)ourraientètre  placés  parmi  les  premières  propositions  de  la  théorie 

des  formes  (pia(lraii(pies. 

i"   Le  drt^'rniinunt  \)  t'trinl  néiiadf.  la  sammc 


on  i  désigne  tous  les  di^iseui-s  de  n.  et  [  -  \  le  symbole  t^énrra 


THKORIK     DES     F  O  K  M  K  S    (J  l  A  I)  H  A  T  !(,)  l  K  S  .  iôg 

Usé  de  Lef^cn  Ire,  exprime  de  combien  de  manières  diffé- 
rentes ('  )  rentier  n  est  suseeptib'e  d'être  représenté  par  les 
formes  non  équivalentes,  composant  l'ordre  /iroprement  pri- 
mitif de  déterminant  D. 

2"  Le  déterminant  étant  positif,  la  même  expression,  sauf 
le  fadeur  2  qu'on  supprime, 


1( 


V  i  ) 


donnera  encore  le  nombre  des  représentations  de  n  ]>ar  les 
formes  non  équiKCilentes  de  l'ordre  proprement  primitif,  mais 
sous  les  con  ditions  suivantes  :  Premièrement,  on  choisira,  pour 
représenter  n,  des  formes 

ax-  -+■  1  bxy  -^  cy- , 

oii  a  soit  positif  et  c  négatif;  en  second  lieu,  x  et  y  devront  être 
positifs  et  satisfaire  à  cette  condition 


-b\]      ■ 

oit  T  et  L  sont  les  plus  petits  nombres  qui  donnent 

T^-  DU2  =  i. 

On  voit  que  dans  ces  proposi lions  tigurent  exclusivement  les 
nombres  impairs  et  premiers  au  déterminant.  Les  valeurs  des  in- 
déterminées X  et  y,  qui  rendent  ainsi  une  forme  impaire  et  pre- 
mière à  son  déterminant,  se  distribuent  en  certains  systèmes,  tels 
que 

(A)  x  =  2Dv  —  a,         j'^aDw-r-S, 

V  et  w  étant  des  entiers  arbitraires,  a  et  ^3   étant   choisis  dans  un 
système  de  résidus  suivant  le  module  2D.  Leur  nombre,  si  1  on 


(')  Les  déterminants  —  i  et  —  3  font  exception,  le  nombre  des  représentations 
étant  respectivement  pour  ces  deux  cas  : 


^K'^)   "  "li^y 


pour  y  faire 
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représente  par  D,  ta  xalcui'  al)S(»lue  de  D.  est 

•>Dicp(^D,)        ou        4D|!i(D,), 

selon  que  D  est  inij)air  ou  pair.  Ce  dernier  résultat  rappelé,  voiei 
maintenant  de  quelle  manière,  en  n'ayant  en  vue  que  la  ilétermi- 
nation  du  nombre  des  elasses,  il  nous  a  paru  possible  d'abréger  la 
belle  analyse  de  Dirichlet. 

IV. 

Revenons  à  l'équation 

1  1 

où(-^)  est  le  symbole  de  Jacobi,  avec  la  convention  de  poser 
[  —  j  =  o  lorsque  i  ne  sera  pas  premier  à  D.  Alors  les  expressions- 

F(«)  =  2^/(0         ou         F(  «1  =  ^/(0. 

sui\ant  (jue  D  est  négatif  ou  positif,  donneront,  en  vertu  des  pro- 
positions précédentes,  le  nombre  des  représentations  de  l'entier  n^ 
par  le  système  des  formes  proprement  primitives  de  déterminant  D. 
Mais  ces  propositions  supposent  essentiellement  n  impair  et  pre- 
mier à  IJ.  de  sorte  que,  |)oiir  tout  nombre  /  (pu  ne  satisfait  pas  à 
ces  deux  conditions,  jious  devrons  siqaposer  F(Aj  =  o.  En  consé- 
quence, il  faut  déterminer  la  fonction  <1>  en  prenant  m  :=  2D,,  ou 
simplement  //i  ^  D| ,  selon  que  le  déterminant  sera  impair  ou  pair. 
Pour  mieux  préciser,  bornons-nous  au  premier  cas  :  les  expres- 
sions 

n 

F(rt;  =  .2    7     (  -:-  1  4>  (  —  I      pour   D   néfjalif, 

1 
n 

F(n)=     \^    (—)*/-)      pour  D  positif. 
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auxquelles  nous  somnics  iiiusi  amenés,  donneront  donc  la  somme 
des  nombres  de  représentalions  j)(nir  tous  les  enliei's  |)Ositifs,  im- 
pairs et  premiers  à  D  de  un  à  n.  Or  on  peut  obtenir  cette  même 
somme  en  se  |)laçant  à  un  point  de  vue  bien  diiï"(*reut,  comme  on 
va  voir,  l'.u  >u|tp()s;int  d  abord  le  délennin;inl  négatif,  faisons  cor- 
respondre, ;i  eliaeune  des  formes  (  «,  b,  C)  qui  composent  l'ordre 
proprement  primitif  de  ce  déterminant,  une  ellipse  ayant  pour 
équation  en  coordonnées  rectangulaires 

ax^  -i-  ■?.  bxy  -t-  cy-  =  n. 

On  reconnaît  sans  peine  que  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  par  l'ensemble  des  formules  (A), 

et  qui  sont  situés  dans  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  cette  ellipse, 
donne  précisément  cette  somme  des  nombres  de  représentations 
par  la  forme  («,  b,  c)  des  entiers  considérés  ci-dessus.  En  second 
lieu,  sujjposons  D  jjositif,  nous  aurons  un  résultat  entièrement 
analogue,  en  faisant  correspondre  à  cbaque  forme  i  «,  6,  c)  de 
l'ordre  proprement  primitif  une  hyperbole 

ax-  -r-  2  bxy  -f-  cy-  =  n. 

Etl'ectivement,  d'après  les  conditions  propres  aux  déterminants 
positifs,  le  nombre  de  points  dont  les  coordonnées  sont  l'ensendjle 
des  formules  (  A  ),  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  ou  sur  le  con- 
tour du  secteur  bv|)erboIi(|ue.  lerniiné  dune  part  par  les  droites 

y  =  o,        y=  ^-—^  X, 

et  de  l'autre  par  la  branche  de  courbe  s'étendant  du  côté  des 
abscisses  positives,  coïncidera  avec  la  somme  des  nombres  de  re- 
présentations appartenant  à  la  forme  (a,  6,  c ). 

On  va  voir  (juelle  conséquence  importante  résulte  de  cette  se- 
conde manière  d'exprimer  F(//j. 
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V. 


Happeloiis,  à  rel  ellft.  hi  |)ni|t()Sition  de  l)iri(lilet  sur  !«■  nonihre 

des  [xtints  roiiipris  tlaiis  I  intéru'ur  d  un  coiilour  fermé,  et  donnés 

par  les  rornuiles 

.r  =  rtf  -^  a.  r  =:  ^ir  -l-  3, 

OÙ  V  et  iv  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  —  x  à  +  x.  Si 
Ion  suppose  a  et  h  positifs,  ainsi  qu'on  peut  toujours  le  l'aire  en 
changeant  le  signe  de  f  et  tr,  et  (ju  on  d(''signe  Taire  du  coiilour 
par  T.  on  aura  seiisil)lement  —y-  pour  la  \  aleur  de  ce  nombre  (juand  t 
est  très  grand.  Ce  résultat  ne  contenant  pas  a  et  |j,  si  Ton  a  u.  sys- 
tèmes de  valeurs  des  coordouné-es  ne  dillérant  que  par  ces  con- 
stantes, ~  sera  la  somme  de  tous  les  nombres  ib'  points  ainsi 
an  ' 

exprimés  et  qui  sont  (•omj)ris  dans  lintérieur  du   même  contour. 
Cela  posé.  Taire  de  Tellipse 

ax-  -^  ■!  bxy  -r-  cy-  =  n         où         b"-  —  ac  =^  —  Dj 

est 

n  - 

celle  du  secteur  hyperbolique, 

/ilog(T^U  y/p)^ 

le  nombre  'j.  des  systèmes 

X  ^=  O.Ï>v  -h  3i.  y  =  "2  D  ir  -^  s, 

puisque  nous  sup|)Osons  le  déterminant  impair,  est 

■2  [) ,  s  I  D I  j . 


\insi  ^-  sera 
ab 


et 

no(l)  I  In-i  T  -    V  v'l>  ' 


«-•:>(  D,) 

iliiur-  le  premier  cas, 


dans  le  second. 
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Telles  seruiil  (li)iic  [)i)iii/i  irès  ^^^raiid  les  expressions  approchées 
(le  la  somme  des  nombres  de  représentations  par  une  l'orme  («,  b,c) 
de  déterminant  D  positif  et  né^jatif  des  entiers  positifs,  impairs  et 
premiers  à  I)  (|ui  sont  compris  de  limité  à  n.  Ces  expressions  ne 
contiennent  pas  r/.  b.  c:  le  dé-lerniinaiU  ^piil  v  figure,  de  sorte  rpi  il 
suffira  de  les  multiplier  respectivement  par  le  nombre  /<,  des  classes 
de  1  ordre  proprement  primitif,  pour  en  conclure  la  valeur  appro- 
chée de  la   fonction   précédemment  désignée  par  F(n).   Il  vient 


_      h  =z  i  y     (  -^  )  *     -         dans  le  cas  de  D  négatif. 


et 

«0(   D  I  Inud    4-   U  v/D 


h  =    2^    \  ^  )  ^  \  ~  )        clan*  'e  cas  de  D  positif. 


D' 

1 

Or  on  a.  ainsi  C|ue  nous  1  avons  remarqué  en  commençant, 


<î> (  .r )  =  —  'i( m) 
m   ' 


le  nombre  m  d'ailleurs  a  été  pris  égal  à  ^D),  de  sorte  qu'en  divi- 
sant par  n  les  deux  égalités  pour  y  supposer /i  infiniment  grand, 
on  trouvera  les  expressions  remarquables  découvertes  pour  la  pre- 
mière fois  par  Dirichlet.  savoir  : 


la  première  se  rapportant  aux  déterminants  négatifs  et  la  seconde 
aux  déteniiinants  positifs  (  '  i. 


('j  Je  dois  m'empresser  de  déclarer  qu'ayant  eu  occasion  de  rn'entretenir  avec 
M.  Liouviile  de  celle  manière  d'arriver  aux  résultats  de  M.  Dirichlet.  j'ai  appris 
de  notre  savant  Confrère  qu'il  y  était  parvenu,  de  son  coté,  en  se  servant  des 
propres  indicntions  de  M.  Uirirhiet.  et.  l'avait  fait  connaître  à  ses  auditeurs  du 
Collège  de  France. 


KKMAHOIES 


SCR 


LE  DÉVELOPPtMK^T  DE 


cosam  .r. 


Coni/ifes  lenfJus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LVII,  iS63  (  II  i,  p.  6i3 
et  Jtiuinnl  de  Mathématiques  purex  et  appliquées,  t.  I\.  1X6  i,  i''*.,  p.  v.8çî 


En  développant  suivant  les   puissances  de  l'arguuient  les  trois 
fonctions  sinanijc,  cos  am  j:r,  A  am^',  on  obtient  les  séries  suivantes  : 


si n  ^mx  =  X  —  (  1  h-  A^  ) -i-  (  i  -4-  i  4  A  -  -^  A*  ) 


I  .  > .  3  1 .  2 . 3 . 4  ■  5 


cos  am  j"  =  I    — h  (  1  -(-  4  A 


\  .1  I .  •>. .  3  . 4 

X-  '• 

A  a  ni  X  =  I   —  k- h  (  /*  -^  4  1'^'- 


I .  -2 .  3  . 4 


OÙ  le  coefficient  dun  terme  qu(l(()n(|ue. 5 ^:; > 

est  une  fonction  entière  et  à  coeflicients  entiers  du  module  /»-. 
Mais  jusqu'ici  il  n"a  pas  été  possible  d'en  oljtcnir  I  exj)iession 
générale,  et  tout  ce  que  Ion  sait  à  leur  égard  résulte  simplement 
des  relations 

siiiann/a',  j\  =  /,  siii  ain  (  J".  A"^, 


X.7-,  -  j  =  A  aiiK  .r,  k ). 


On  reconnaît  ainsi  que  les  coeflicients  de  sinam^  sont  des  f)oly- 
nonies  réciproques  et  (|ue  le  développement  de  cosam^r  donne 
immédiatement  celui  de  A  am^r.  C'est  de  cette  lonclion,  cosamx, 
cjue   je    \ais   moccupcr  en    ce   nioiiicnl.    me    j)roposaiit    d  ('l.ildir 
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à  l'égard  des  coefficients,  (Jont  \<»ici   les  premiers  d'après  Giider- 
manii  : 

1+  îA•^ 

i-f-44/--i- iGA'», 

I  ^  408  A 2  -T-  () 1 2  A-i  -t-  ^^  A-^, 

I  -H  3  688  A-^ -H  3()  -68 /.*  -h  1 5 808  fc^ -4-  206  A», 


la  reniar(pie  sm\anle: 

Posons  A"  =  cosO  et  introduisons  les  arcs  multi|)les,  au  lieu  des 
puissances  du  cosinus;  en  les  niullipliant  chacun  par  k.  on  trou- 
vera successivement 

A-^4A-3=  4cosO  — cos3  0, 
k  H-  44A3-^  ,6/>-»=  44  cosO  -4- 16  cos3  6  -+-  cos5  0, 
k  ^  4*^>^  ^'^  -•-  [)  '  '^  ^^  -^  'm'  ^'"  =  9  '  '^  '^'^•s '^  -+-  4'*^  c '^  3  6  H-  64  cos  ')  0  -t-  cos  7  6 , 

On  aperçoit  dans  ces  égalités  que  les  puissances  de  k  et  les 
cosinus  des  niullij)les  de  H  ont  précisément  les  mêmes  coefficients. 

Or,  en  général,  si  1  on  représente  le  coefficient  de 

'  ^  ^  1.2.3...(2/i   -+-  2) 

dans  le  développement  de  cosam^r  par 

Ao  -^  A,  A-2  -f-  A.  A-i  + . .  .  +  A„X'i«  =  2  A,- k'^', 

u 

on  aura  cette  relation  : 

V  A/cos'^'-if)  =^  Xico-^i  211  —  1  —  4ij6, 

qu'on  peut  facilement  démontrer,  comme  on  verra.  Mais  je  veux 
d'abord  faire  voir,  par  un  exemple,  comment  elle  sert  à  calculer 
directement  les  nombres  entiers  A05  -^i'  -^2?  etc. 

Snit  /^  =  i  :  en  faisant,  pour  simplifier,  A./^  i'^^n  et  posant 
Ao  =  I .  ou  trouvera,  en  remplaçant  par  les  arcs  multiples  les  puis- 
sances du  cosinus 

cos 6  —  4«i  cos-'O^^  16 a. 2  C0  5-5  6  +  64  «3  cos"  6  -h  2^(3 a.  cos'-'O 

=  cosf)  -+-  rt,(  cos  3  0-1-3  cosfJ  )  -r-  «2  (cos  5  6  —  5  cos  3  6  —  10  cosO) 
-+-  «3(00576  —  7  cos  5  6  -I-  21  cos  3  6  -+-  35  cos  6  ) 
-+-  ai,( cosijh  -+-  y  cos  7 fi  —  36  cos  5  0  -i-  84  cos  3  0  -7-126  cosO  j. 


■?M 
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On  en  conclut,  enlic  les  (|u;ilic  imonmics,  les  chk]  t'(|ii;iti(ins  (|iie 
voici  : 

64  as  =  «  1  -t-  :")  «2  H-  ■?.  I  «3  -h  84  «i , 

Leur   somme  conduisant  à   une   identité,  on    peut   omettre   l'une 
d'elles,  et,  si  l'on  exclut  la  troisième,  un  calcul  facile  donne 


rt) =  9A2, 


«2  =  i9''-3,  «3  =  247,  «V  =  1  , 


ce  qui  conduit  en  elVet  au  coefficient  rapporté  |)lus  haut,  d'après 
Gudermann.  Laissant  de  coté  l'étude  de  ces  équations  considérées 
en  général,  et  me  bornant  à  remartjuer  les  valeurs 


A„  =  4". 

9"+'  —  9  —  Sn 


A,= 


1(1 


j'arrive  à  la  démonstration  de  r«''i;alité 

V  A,  cos^'+'O  =  V  A/cos(2rt  -i-i—  40^ 

et  à  cette  occasion,  comme  j'aurai  à  faire  usa<!^e  de  la  transforma- 
tion du  second  ordre,  je  vais  donner  diverses  formules  qui  s'j 
rapportent  et  qui  peuvent  être  utiles  dans  bien  d'autres  cir- 
constances. 

La  |)rinci|iale,  celle  dont  toutes  les  autres  peuvent  être  tirées,  est 


(\-i-  k)T, 


s/k 


(1  -)-  A)  siii  am.r 
1  -I-  A"  si  II-  iim.r 


II  suffit  pour  cela  d'opérer  tour  à  tour  sur  les  fonctions  au  module 
primitif /r  et  au  module  transformé,  en  employant  les  relations  de 
la  transformation  du  premier  ordre;  on  le  démontre  en  partant  de 
ce  théorème  arilliim'titpi»'  <pie  tous  les  systèmes  linéaires 


a,     b 
c,     d 
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dans  lesquels  rtr/  —  bc  est  un  u(»iiil)rc  |)rcmior  />,  sont  donnés  par 
un  seul  d'entre  eux 

1,      o 

o,     p 

en  le  composant  à  droite  et  à  gauche  avec  des  systèmes 

au  déterminant  i.  Or  l'ensemble  des  relations  relati\es  à  la  trans- 
formation du  premier  ordre  consiste  dans  ces  formules,  savoir  : 


?in  arn  (    /c.r,    j    )  =  /^  sin  amx, 


cosam(   Ax,  j    )  =  AaniJ?, 


A  an,      M-^,    ^.  j  = 

si  II  ani  (    ix,  k'  )    = 

'I   cos  am  (    ix,  A'  )  = 

A  a  m      (    ix,  k'  )   = 


Cl) s  ani.r. 

i  sin  a  III  x 
cos  am.r 

1 

) 

cos  ain:r 

A  am  J7 
cos  a-'ix 


■  in  a  m  (  ik'  x,  —  j  = 


I    V        ik'  sin  amj:" 
'  /? 


cos  am:r 


/ ...        I    \  A  anij- 

i  am     ik  X.  —  )  =  J 

\  k  /         L'OS  am.r 


A  a  m      (  ik\i\  -r-,  )  =  ; 

A'  /        cos  ain.r 


sin  a  m  (  ikx 


■k'  \        ik 


'    k 
ik' 


A  ,1  m . 


/   cos  am  l  ikx.     —  )  =  , 

i  \  k  /        A  a  m  a" 

/ .,        ik'  \        cos  am.r 

A  a  m        ikx,  -j-      ^  — , 

\  k  /  A  am.r 


/  ,,         ik  .         k'  sin  a  m  r 

M^  •2",    TT       =  — ^^ ' 

k   I  Aanij- 

,,        ik  \         cos  am.r 

^"•^,77=  -r ' 

k   I  A  amr 


,   , ,        ik  \  I 

A  am        k  .r.  —      = 

\  k'  I        A  ar 


a68 


(*;  i  V  HEP    n  !•:   r.  n  \  h  i.  i:  s    m  i:  n  m  rr  r. . 


II. 


III 


IV. 


V. 


M. 


A  clin 


■,y/J- 

2  v/X- 

2v/Â- 

On    en    liro.    par    un    calcul    facile    jioui-    la    Iransforniation    du 
second  (utlrc.  les  iornies  suivanles  : 


(  I  -t-  A  >j". 
(i-H  kjx, 

(  I  -I-  A'  )«>, 
(I  -t-  A' )ix, 


i  1  - 

-  A~i  >in 

iiiii.r 

I  -^ 

-  Ahii-^ 

;un./' 

cos 

aiii^  A 

ain.r 

I  -i- 

-  A-  sin- 

amr 

I  — 

A  sin^ 

aniJ" 

I  -i-  A'  sin-  a  m  37 

/' (  I  -i-  A'  )  sin  a  m  .r  cos  am  .r 


A  am 


i  +  A' 


I  -- 

(  1  — 

A 

'  )  sin-  aiii 

r 

A  a  111 

r 

I  —  (  I 

-^A' 

) 

SUl2 

aiu^ 

I  —  (  1 

-  A 

) 

sin2 

a  m  37 

A  aiii 


(  i  -H  A' )Lr, ,  ;  = 

1 -H  A   J        1  —  (  I -i- A-' )  sin*'' amar 

,,        .,  1  Jikk'  (  A'-f-  fA  )  sin  aiii.r  A  aiii./' 

(A  -T-  ik)x,  -j-r •/  =  7 .,'    /    ■    ■. ' 

A--H-  fA J        1  —  (A  —  ik  )k  siii-  am jf 

, ,       . ,         2  V ' AA 

(A    —   lk)X,    -jy 


ik  )T. 


A'  -i-  ;'A  I        1  —  I  A  —  ?'A'  )  Asin'^  ama? 
2  Jikk'  I         I  —  (  A  -I-  ik'  )A  sin-  amx 


'  A'  —  ik  I  —  (  k  —  ik'  )A  sin-  am^:- 


[,     .        I  —  AI        il  I  —  Al  sui  am. 
{i-hk)ix, ,     \  —  
I -t- A    J         cosamrAaniJ 

]i  -+-  A  sin-  am.r 
cos  am.r  A  aino: 


cos  a  m      {i  ^  k  Hx, 


A  am 


i-A 


r               ,     .  1  —  AI          I  —  A'^in-am.r 

(1  -f-  A  )  IX,     y  =  ^^ 

|_  I  ^- A     J        eus  am./' A  ;iiiK/ 

sinam       (  i -f- A  ).r.     j-, 

L  I  ^  A     J 

r             /'  I  — A'    1 

cos  am      (  1  -t-  A'  ).r,    -^ 

t.,  I  —  AI        I  —  (I  —  A'  I  sin-  a  m./ 

I  I  —  A    i.r,    —  =  — 
I -4- A'    J                       Aam./- 


A  am 


(I  —  /'  I  -in  ;inij"  cos  am.r 
A  .im.r 

1  —  (  I  -+-  A'  )  sin-  ;im  ./■ 
A  am  J" 


A        /A'  )  ?in  am.r  A  ama: 


m[,A-.A',.r,^— ^J 

m  \  <  A  —  ik  )X,   , .,, 

I  A  —  ik   J  cos  am  J7 

A  -I-  ik'  1        I  —  (  A  -t-  ik'  )k  sin'^  a  m  a" 


eu-  iini ./• 
A  -r-  ik'  I        1  —  (A  —  ik'  )  A  sin'^  a  m  x 


,         .,,         k^ik'  \ 


cos  am  J7 
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J'oinels  d^'crire,  pour  ahréj^er,  toutes  celles  qui  en  résulteraient 
par  le  changement  de  signe  (le  k  ou  A',  et  par  le  changement  des 
modules  transformés  en  leurs  inverses,  et  ne  conduiraient  pas,  par 
conséquent,  à  de  nouvelles  formes  analytiques  dans  les  seconds 
membres. 

C'est  dans  le  dernier  groupe  que  nous  trouverons  la  relation 
conduisant  à  l'identité  que  nous  voulons  établir.  En  partant,  en 
effet,  de  l'égalité 


r   ,        .,,         k  ^  ik'  \ 


I  —  {  k  —  ik'  )  k  sin-  a  m  x 


eus  àmjc 


on  en  déduira,  par  le  changement  de  signe  de  X', 


(  k  -^  ik'  )  .r, 


k  ~  ik' 


cos  ani    (  „    ,    ...   ,  .^,   ,         ., , 
L  k  -r-  ik 

d'où  il  sera  facile  de  tirer 


1  —  I  A  -t-  f A'  ) A'  si n -  a  111  ,r 


cos  aiiKr 


{k 


ik  )  cos  ani    (A-  —  ik  ).r,  — 


ik' 


(k  —  ik' )  eus  am    (  A"  ^  ik  )x, 


Or,  en  posant 


A-  —  cos  6, 


ik'l  _ 


ik  eos  a  m  a:. 


cette  égalité  prendra  cette  forme 

e'^  cos  am(  g-'^a;.  e-^^)  -h  e-'^  cos  a.m{e^^x,  e-^'Ôj  =  2  cos 6  cos  ain  J7, 

et  la  relation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  démontrer  en 
résulte  évidemment,  en  comparant  dans  les  deux  meuibres  les 
coefficients  d'une  même  puissance  de  la  variable. 

Relativement  à  sinama?,  ce  serait  une  formule  de  la  transfor- 
mation du  quatrième  ordre  qui  donnerait  une  conséquence  sem- 
blable. Partant  en  effet  de  la  relation  suivante  : 


lU^^kYx   {x-^kf 


k  ?>\n-  am.r  —  cos  ama"  A  amx 


[i-s/kf 
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on  en  (It'tliiiia  aiscnicnl 

(  i  —  1/  —  ^  '    ?  I  11  a  m     j — 

et  Ion  en  tirera,  pour  la  «U'ierniination  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  sinanij;,  des  relations  analogues  aux  précédentes, 
mais  d  une  forme  un  peu  moins  simple. 


SUR 


QUELQUES  FORMULES  RELATIVES  AU  MODULE 


LA  THÉOKIE   DES  FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


Comptes  rendus  de  /  'Académie  des  Sciences,  l.  LVII,  i863  (  II  ).  p.  gg'i 
et  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  i8lJ4 ,  '^'  s.,  p.  3  1 3. 


Les  expressions  en  produits  infinis    des  fonctions  elliptiques, 
sa\  oir  : 


iKx 1  u\  ^/  5in.r(  1  —  iq'-cosix-^q'  ii  i  —  •2q'*cos'i.x  -i-q^)(i —  T-q^  cosix  -i-  q^^). .. 

J)^  I  I  — iq  cos,-2X^^q''){  i  — o.q-^  co^j.x^q'^)(  i  — 2q'^ cosix^r- q^^). .  . 

■îKx  /  k'  •i.\  q  coi-xi  i^-îq-cos-2x-^q*n  i-hiq*  co^ix  —  q^){  i^-'zq'^  cos'ix  -^q^^)... 

\       /.  (I  —  2  q  cos  2  X  -\-  q'^)(\  —  ■>.  q  '  cos  2 .r  H-  </ ''  i(  i  —  iq^cosix  —q^"  ) .  .  . 


/TT      '.'  ~^  "Ç  cos-2Jf -H  q-  )( i  -{-  iq^  cosi  j"  ^-  q^  ){\  -f-  i.q''>  cai-xx  -f-  ^'"  ). 
(I  —  iq  <:os2:r  -\-  q-  )'  i  —  iq-^  ç,oiix  -H  q^'  )'y\  —  a^^  cos'iJ"  -;-  ^'"). 


donnent  immédiatement,  pour  la  racine  quatrième  du  module  et 
de  son  complt-menl,  des  fonctions  uniformes  à  l'égard  de  la 
variable  oj  définie  en  |)osant  q  =  e'^'".  C'est  ce  qu  on  voit  dans  les 
Fiindainenla,  §  3(),  où  sont  établies  ces  relati(jns 

i-         /-     a-U^  qi){i^q*){i^  q'-)... 
^   ^    H  —  q  ){!-{-  q^)ti  ~r  q*  )..  . 


(  A'  = 


(  I  —  71(1  —  q^  )  ^  i  —  q''  f- 


(l  —  q}t  i  —  q>){l-^q'  ).  .  . 

ou  encore  sous  forme  entière 

{I  =  /.). .{  y  [u  —  7-)(i  —  ^Md-^g-fi).  ..]2[(i  — ^)(i  — ^3^1  I  —  <75)..  .], 
\  /l'  =  [(  1  _  ^i  )  (  I  —  ^  •  )  (  I  -H  ^6  ; .  .  .  J  [(  1  —  q  )  il  —  q^  )  t  i  —  q-'  ).  .  .[-. 


1J-1  iX.  l  V  R  E  !^     I)  K     (    II  \  H  I.  E  S     II  I    K  M  1  T  E  . 

Mais  cette  cuiiséqiience  mi|)(»rlanlt'  nv  icsiilte  pas  des  clével()|)|)e- 
nu'iits  sous  iDrine  île  i[iiulienls  île  séries  des  mêmes  fuiiclums. 
savoir  : 

■iKt  _     I 


SU)  ani 


»  ^  q  SIM  .r  —  j.  \  r/-*  siii  j.r  -t-  :2  \  q'-'  sin  »./•  — 


1  —  >.q  cos  J!.r  -I-  A  «y*  cos  |.r  —  iq'^  cosUx  -+- 


cos  a  m 


/Œ   i  \  q  ros.i-  -(-   >  \  Y*  cos  \.r  -i-  x  \  y--»  eus  i.r  ■ 
\      k    1  —  iij  c<is  j(.<'  —  ■>.  Y""  cos  (./•  —  2  y'  cos  (■)./• 


A  an 


1  ]\x 


=  v^A-' 


1-4-  xq  co>2.r  -4-  ^Y*  cos  j  x  -t-  '.</"•'  costi  x 


1  —  -2 (/  ces 2 X  -r-  -2 «y*  cos 4  J"  —  iq''  cos (i ^"  — , 

car  c'est  seulement  alors  la   racine  carrée  du   module  et  celle  de 
son  complément  qui  sont  données  en  fonction  de  q  j)ar  ces  for- 


2V  q 

^  2 

\  q'  - 

l{   q-^>-r... 

1  — 

I  —  J 

>q- 

~iq*- 
■xq*- 

^•2.y^^... 
•27» -H... 

[  -r-  2  Y  — ^  2  ly*  -f-  '  q"  -^  ■  .  . 

Dans  cette  Note,   je  me  propose  d  étahiir.  pour 

sin  aniar,        cosain,/'.        A  aiii.r, 

de  nouveaux  développements  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  ana- 
logues aux  précédents,  mais  (|ui  donneront  aussi  bien  que  les  pro- 
duits infinis  les  racines  quatrièmes  de  />"  et  A'  comme  fonctions 
uniformes  de  la  variable  lo.  On  en  déduira,  en  ellet,  ces  formules 


remarqua 


blés,  où  le  signe    >   s'étend  à  toutes  les  valeurs  positives 


poï 


et  négatives  de  n 


^1=. 


{'^ 


> 


V(_  ,  f'q-î"-' 


A  = 


y./- 


(—  I  )"  q'^ 


V  /.'  = 


v'7.'. 


i'T 


^(-l)"q"'- 

"V(—  n"7="' 
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et  auxquelles  Jacobi  est  déjà  parvenu  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
UOer  unendliclie  Relhen,  deren  Exponenten  zwj^leicli  in  zwei 
verschiedcnen  r/uadratischen  Formen  entlialfen  sind,  en  les 
déduisant  des  produits  infinis  en  y  rapportés  plus  haut.  Les  pro- 
priétés si  iuiportantos  auxipielles  donnent  lieu  ces  quantités  sjk 
et  y/ A"',  lorsqu'on   v  remplace  (o  par  —    .  '  >  a,  h.  c.  d  étant  des 

nombres  entiers  assujettis  à  la  condition  ad —  bc=z\^  résultent 
de  ces  formules  et  peuvent  être  établies,  comme  j'espère  le  mon- 
trer, d'une  manière  simple  et  facile. 


Pour  abréger  l'écriture,  je   conviendrai  de   désigner  les  quatre 
fonctions 

e('^j,    e,(^^,    H(i^),     H.(:iJ^j 

par  ^{x)^  ^^{^x),  'fiix),  T,,(:r),  de  sorte  quon  ait,  en  mettant  en 
évidence  la  quantité  w  dont  il  a  été  question  tout  à  Iheure, 

6     {X.  IM)  z^  \  —  iq  CO'ilX  -r-  iq*  COS4X  —  2^^  COSÔJT  -i-.  .  .  , 

6|  (x,  U)  )  —  I  -i-  '2^  co^ix  -^  iq*  C05  4-^  ^2^^cos6.r-;-..., 
r,  (  J",  (O  )  =  'i\/  q  's'xnx  —  2\  q^  s'wi'ix  ^  i\  q-^  ^m'jX  —  .  .  . , 
r^'^{x.  w  I  =  1^  q  cos:r-i-  i^  q^ coiZx  -^  ■i\  q-'^  cos  5x  -i-  .  .  . . 

Cela  posé,  la  transformation  du  second  ordre  donnera  ces  deux 
systèmes  de  relation 

2f)2  (:r,  co)  =  1/7+7-6   [x,-\  —  s,'\  —  Af),  (^>  -  )     \/4^' 

2T,2(a-,  W.)  =   |v/l  +  AO     (x,   ^    I  —  v/l-/'^l(-r,    ^    )       l/V' 

27i?(:r,  tu;  =  [vT^T^f*.  (:r,  ^^  -  v'T^^f»   (^.  ^ j]  ^;' ^' 
IJ.  -  II.  18 


2 


•274 
et 
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4  -,  .  /■^ 

e    (x,  w)0,(.r,  lo)  =  v'A-  0('>..r,  210  )!/  —, 

T]  (  J-,  w)r,,(.r,  w)  =  y/A-'Y](2.r,  210)4/  —  , 

v/I-      /       t'A  ,   /TK 
T)   (x,(u)(i  (a:,a))=  ^T)   (^a»,  -j  ^/— ' 

_  ijr      

e     8  i/A-/>-'       /      10  -+-1  \      /2  K 

T)  (^,10)6,(^,03)= -^ — n  V'^^^JV  ~ 

rn{x,  (0)6  ix,  w) 


^/2 


w  -H  I  \  ^    /-iK 


et  c'est  le  second  dont  je  vais  faire  usage  comme  il  suit  : 
Considérons,  par  exemple,  le  sinus  d'amplitude  :  on  aura 

îKx  _     \     Tiix.LO)  _  _i_  •r)(3",  (o)  61(37,  co) 
sinam— jp=  —  ^^^^^^  -  ^:  e  (:r,  w  )  6,(r,  w)' 

Or,  en  employant  la  première  et  la  cinquirme  de  ces  relations,  on 
obtiendra  de  suite 


2Kr 


'1    -^^ 


) 


ou  bien 


iKx  _   s/t.  sjq  sin  .r  -t-  y' y"  sin3.r  —  {/V/^i-  sin  53-  — .  ■  ■ 

s»n am  — ^^  —  ^^^  i_  2^2  eos4.r -f-  2g''*cos8j-—  i^'»  cos  12^  M-. .  .  ' 

,  •  ,       <  2  K  37 

et  le   même  procédé   de  transformation,   a|)plique    a   cos  am  — ^ 
et  A  am -,  donnera  les  résultats  que  voici  : 

'^  "^  '  ^  v/2  V  7  V  (  -  1  )"  ^2«'+«  sin  (  4  n 


I 


oKx 


i)x 


s/'is/k     6(23-,  2<o)  ^/,  y,_,)'«^2«^cos4n3' 

2K.  _  _^    JW  -'■("'^)       ^    /F  v^C/7S^---co^(4^^-^0^ 

'"^"^  -  vA;.  V    ^'  e(..r,2co)  \/  k  y,_,,,    ..eos4«.- 

V'  f^i/i-^ii  pos  (  4  n  -f-  1  )a7 

— , 


2Kj- 

A  a  m      =  e 


/       to\ 
iiz  ''Il  I  ^1  ~   / 


=  vVX' 
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et,  en  second  lieu. 


sin  a  m 


Wx_^ue^^      r,{-ix,-iuj)  ,      \^-\^  fl^y^g^"'-^'"  ^\M^n  ^  i)x 


\  k'      .     /  .-    w  -^  i 


-,  -/f  ■r\{'i.x,-n,i)         _     i /^ 


cosa,n:ii^  =  v/ïl/-'^^il^:Ji^        -  .  ^/^  /n'/?^;^^«"^-«  sin(8n  +  .):r 


■r,  I  X,  — 


2]  ^"^"'-^"sin(4n-hi);r 

•2K.r  -i:i '^'(■^•~7~)  y\(—i}"ff"''^"sin(/in-^i)x 

A  a  m       — -—  =  e     »  (//a '      '  _  .^^  -^-^ 

Tels  sont  donc  les  modes  nouveaux  de  développement  des  fonc- 
tions^ ejlipliques,  qui  manifestent  immédiatement  que  les  quan- 
tités \Jk  et  s/k'  sont  des  fonctions  uniformes  de  w.  Il  suffit  en  ellet 
de  poser  x  =  o  dans  les  deux  dernières  équations  du  premier 
groupe  pour  obtenir 


rk 


/  7t  /  OJ  -f-  I    \  ,_       j,    _  -r^ 


t-J   -)-  I 
_  _  ijT    Tji  (  O, 

\k'  =  e     « 


'^A      o, 


2 


2<- 

^{—  l)"  qin^-hn 


c'est-à-dire  deux  des  formules  rapportées  plus  haut  d'après  Jacobi, 
et  dont  les  autres  se  tirent  aisément,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt. Quant  aux  équations  du  second  groupe,  elles  donneraient,  en 
prenant  le  rapport  des  dérivées,  deux  termes  pour  x=o, 


C'^'3=. 


/  ^  ( 1  )"  (  4  «  -i-  I  )  ^2«'-t-« 

^(  4/1  -f- 1)  9'2«'-*-« 


les  signes  ^  s'étendant,  comme  précédemmeni.  aux  valeurs  posi- 
tives et  négatives  de  n. 
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Mais  ces  nouveaux  développeineiils  nOnl  pas  seuleinenl  p(»iir 
objet  de  conduire  à  ces  consé(pieaces,  que  je  vais  donner  princi- 
palement en  vue  de  Télude  des  quantités  ^Hi  et  {7x':  j'en  indiquerai 
encore  un  usage  dans  la  question  suivante  : 


II. 


La  dérivée  de  sin  am  .r  étant  exprimée  par 


y/(i  —  sin'^  am^  )  (  i  —  k-  sin-  ama^), 


il   est  naturel   de  se  demander  si  les  combinaisons  suivantes  des 
facteurs  du  radical 


X  (ar,  A-  )  =  /(  I  -ï-  sin  anij"  )  (  i  —  k  sin  am:r), 


X,(:f,  k )  =  v/(i  -f-  sin  ama?)  (  I  —  k  sin  ama?) 
représenteront  aussi  bien'que 


cos  amx  =  v/i  —  sin- ain.r  et         A  ani.r  =  /i  —  A"- sin- anio^ 

des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Or.  en  désignant  par  a  une 
racine  quelconque  des  équations  \[x)  =  o,  X,  {x)  =  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  développements  ).(«  -+-  £),  A,  {a  -\-  e)  com- 
mencent par  un  terme  proportionnel  à  s,  de  sorte  que  d'après  les 
principes  connus  (')  on  peut  assurer  déjà  que  ces  (onctions  sont 
uniformes.  On  trouve  en  eil'et.  par  exemple. 


, J i  —  k  sin^  am  t  —  co<  am  t  A  am  e 


A  a  m  i 


et  la  quantité  sous  le  radical  est  une  fonction  paire  de  £,  qui  s'an- 
nule avec  cette  variable.  Mais  il  reste  à  trouver  leur  expression 
analvtique,  et  l'on  y  parvient  d'une  manière  facile  comme  il  suit. 


(')    Voyez  l'ouvrage  de   MM.    lînol  et   liduquet  sur    les  foiictions  doublement 
périodiques. 
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Changeons  k  en 77  el  .r  en  (i  -+-  k')x.  en  eiiiplovanl  la  formule 

I  —  k'I       (  I  -r-  A'  )  sin  amx  cos  ama; 


sin  am    (  1  -1-  A:  )ar,  — — p 


^  \  am.r 

on  trouvera 

X    (  I  -1-  A'  )r, 


[(.  +  A')r,|-^] 


A  amar 


vA  —  A-  sin*  amx  -+-  2  sin  ama?  cos  ama;  A  ania;, 


x.[(,^Av,^;] 


A  ama 


\/ 1  —  î/i-  i\n'^  am,/  -r-  A-  sin^  am  a?-)- 2  A' sin  ama*  cos  ama"  A  ama;. 


Or  il   arrive   que   les  quantités   sous   les  deux  radicaux  sont  des 
carrés'parfaits,  à  savoir  : 

(  cos  ama; -I- sin  am.r  A  ama:)-     et     (  A' sin  am.r -H  cos  ama- A  amarj^, 
de  sorte  qu'il  vient  simplement 

,    r  ,,         I  —  A  '  "I  cosama:' 

A      (  I  -)-  A  )ar,  —     —  sin  amr  H =  sin  amar  -^  sin  coama;, 

L  1  -H  A  J  A  am.r 

^     r,  ,,^        I  —  AT  A'sinama? 

À,     (I  H-  a:  )  a'.  r7     =  cos  ama:  h ^  cos  ama;'  -1-  cos  coama:, 

[  '        I  —  A  J  A  am.r 

Posons  encore  avec  Jacobi 

I  -^  A  2 

ces  quantités  désignant  ce  que  de\  iennent  /,•  et  R  par  le  change- 
ment de  q  en  q-  ou  de  co  en  2  0j,  et  mettons  ^^^—  au  lieu  de  o^  ;  on 


[iK-^'.r           1         .            2Ka" 
A      5  A  -'     =  sin  am  — 1-  sin 

L    ^  J  - 


2  Ka" 

coam ) 


2  K  .r  iKx 

cos  am ,-  cos  coam 


C'est  à  ce  moment  que  nous  ferons  remarquer  l'avantage  des  non- 


ijS  t*;ivKEs;    i)K   ciiAiii, i:s    ulumite, 

velles  fonuiilos 


iK.r         e     ^       * 
sin  aiii 


lu  -+-  I 

'1  I  -r,  — : — 


car  elles  donnent,  avec  le  même  tk'nominateur 


sin  coam 


/       10  —  I 
^.  I  ^'  — : — 


2K. 


cos  coam  ._.,,,. 

210) 


^  v/2  V     A"6(2a:-,  210; 

de  sorte  qu'ayant,  comme  on  le  vérille  de  suite, 

^''•^'       2      j^'-'l^'       T      l=\/2.e        ''"('^~  ~'  ~^y' 
I  I  X         ta 

on  en  conclut,  en  remplaçant  x  et  co  i)ar  -  et  -j 
r      -  '22 

/  2  :r  —  -     u)  \ 


0  (  .r,  w  j 


V"^i  ^( —  l)"r/«'cOS2i 


el 

/TT-  /  "iX  7:       to  —  2 


2  //  '  H-  n  ,  ^  , 


7   I — \  )"(/"' co^. >rix 


Dans  ces  formules,  /."^  el  k'  désignent  ce  que  deviennent  le  module 
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el  son  complément    par  le   changemenl  de   w  en  -  ,  el  ont   pour 
valeur 


9.  /X 


a; 


i-  k 


Sous  forme  de  séries  simples,  on  aurait 


i)" 


q"  cos(4n  -H  I  )  (  ; I 


1  —  9 


Ka? 


,  A- 


/  X        7r  \ 
/-i-"^*  o«  cos(4ai -T-  I  j -) 


SUR 


LES  FOISCTIONS  DE   SEPT   LETTRES. 


Comptes  rendus  de  l 'Acadcmie  des  Sciences,  t.  L\  II.   i863  (  H  ),   p.  "bo. 


En  représentanl.  suivant  lusage.  un  système  de  />  quantités  in- 
dépendantes par  la  notation  c/.  où  Ton  suppose 


i  =  o, 


toute  substitution  entre  ces  quantités  pourra  se  représenter  analv- 
tiquement  de  la  manière  suivante  : 


L  -0  ' 


la  fonction  f)(f)  étant  déterminée  de  manière  à  reproduire  dans  un 
autre  ordre  Tensemble  des  p  valeurs  de  1  indice.  Ce  n'est,  il  est 
vrai,  qu'une  abré\iation  de  la  notation  exj)licite 


[SO,       -Si.        ■  •  ..       -/)     1  ~j 
Za,       -6,       .  .  .,       -A         J 


OÙ  a.  b.  ....  /"  sont  les  nouveaux  indices,  et  qu'on  obtient  immé- 
diatement par  la  formule  d'interpolation;  toutefois,  on  Nerra  qu'on 
en  tire  quelques  résultats  iuteressanls.au  moins  à  l'égard  des  fonc- 
tions de  sept  lettres,  en  prenant  pour  symboles  de  distinction,  au 
lieu  des  indices  /  =  o,  i .  a />  —  i ,  un  système  de  résidus  sui- 
vant le  module/).  Sous  ce  point  de  \ue,  la  formule  d'interpolation 
se  simplifie  en  efiet,  comme  nous  allons  d'abord  le  montrer. 
Soit,  pour  un  instant, 

^(  X )  =  T^  r  —  1 1  (' a"  —  -i). .  .(x  —  />  -r-  1  ) ; 
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on  aura,  comme  on  sait, 

a<^(x)  b(f(x)  ko(x) 

0  (  a"  )  =   — ■ -+-  = -f- .  .  .  -+-  ■ ; • 

xo'{o)        {X — i)ci'(i)  {x — p^ijo'ip  —  I) 

Or,  en  supposant  p  premicM-,  et  employant  le  théorème  connu 

'i{x)  ^  xP  —  X         i  mod  p ), 
d'où 

t!^'(x)=  —  l. 

on  trouvera  immédiatement 

6  (  a;  )  =  —  a  (  xP-^  —  ])  —  bx(  xP-''-  -i-  xP-^  -h  .  .  .  -i-  i  ) 

—  cx^xP-"-  -f-  ixP-"^  H-  .  .  .  -^  -xP--  )  —  .  .  . 

—  kx^xP-"^  -^  {p  —  ï)xP-^  -H. .  .-4-  (/>  —  \)p-^]. 

Ordonnant  par  rapport  à  x,  et  remarquant  que  les  nombres  a, 
6,  ...,  A,  coïncident,  sauf  l'ordre,  avec  un  système  de  résidus,  de 
sorte  que  leur  somme 

rt  -I- 6 -H.  . .-)- ^  ^  o       (mod/>), 
il  viendra 

0(ar)  =  a  —  X       [b  -^  ip-'^c  -i- .  .  .-h  (/>  —  \)p-'^ k] 

—  a-2      [b  ^  iP-'^c  ^.  .  .^  {p  —  \)P-^k] 


—  xP--  [b  -^  ic         -:-...H-(/>  —  i)k 


ce  qui  est  un  polvnome  à  coefficients  entiers  du  degré  p  —  2,  et 
dont  voici  la  propriété  caractéristique  : 

Formons  la  suite  des  puissances 

^■Hx),     e3(:r),      ...,     0/'-2(a:), 
el  soit,  en  général, 

6"  (>  )  =  (  rt  )o  -f-  (  n  ),  a;  -i-  (  /i  )2a-2  -+- .  . .  -h  (  n  )nip-i)X"^P-^\ 
Je  (Us  qu'on  aura 

(rt)0-r-(/l)/,_l-|-  (nJ2(/<-l)-l--  ••-(-(  «)(«-!  )(/>-!)  —  ^• 

EfTectivement.  a,  b,  . .  .^  k  représentant  dans  un  ordre  quelconque 
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un  système  de  résitlus,  on  a 

6» ( o  1  -(-  6" (  1  )  -H .  . . -f-  6" (/>  —  i)  =  a"-¥-b"-T-.    . h-  A" 

=  i"  -+-■?."  -\-..  .-r-  k" 
^  o     (  niod  p  ), 

de  sorte  qu'en  ('liiiurianl  dans  0"(x)  les  puissances  de  .r  dont  l'ex- 
posant est  supérieur  à  />  —  i,  à  laide  de  la  relation  xP~*  ^  i  ,  le 
coefficient  du  terme  indépendant  auquel  on  sera  ainsi  amené  devra 
être  congru  à  zéro. 

Et,    réciproquement,    tout  polvnome  à   coefficients  entiers,  de 

deii^ré  p  —  2, 

6(37)=  G -<- HT-T-...-4- Nx/'-2, 

qui  remplira  ces. conditions,  pourra  servira  désigner  une  substitu- 
tion, car  en  faisant,  pour  un  instant, 

6(o)  =  a,         6(i)=6,  ...,         6</)  — i)=A-, 

la  fonction  (x  —  a)  (x  —  b)...[x  —  k)  coïncidera,  en  vertu  des 

relations 

a"-h  b"-h.  .  .-h  k"  =  o, 

avec 

xP  —  X       ou       xix — i)...(x — p -h  l  ), 

et,  par  conséquent,  «,  ^,  .  . .,  A"  représenteront  un  système  de  ré- 
sidus. 

Ces  premières  remarques  faites,  nous  allons  les  employer  à 
l'élude  des  substitutions,  en  partant  de  ce  fait  évident  de  lui-même 
que,  si  ^{x)  est  une  fonction  quelconque,  propre  à  représenter 
une  substitution,  la  suivante  : 

S(a7)  =  a6(.r  -H-  fi  )  -T-  Y, 

en  excluant  la  valeur  a  ^  o,  aura,  ([uels  <(uc  soient  3  et  v,  la  même 
propriété.  Or,  il  est  aisé  de  définir,  dans  un  tel  ensemble  d'expres- 
sions, une  forme  réduite,  unique,  qui,  une  fois  connue,  donnera 
toutes  les  autres,  et  ce  qui  se  f)résente  le  plus  naturellement  c'est 
de  déterminer  a  de  manière  à  rendre  égal  à  l'unité,  dans  'b{x)^  le 
coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  la  variable,  3  en  faisant 
disparaître  le  coefficient  de  la  puissance  immédiatement  inférieure, 
et  y  enfin,  de  sorte   ([u'il    n'y  ait    pas  de    terme    indépendant.   On 


FONCTIONS     UE    S  K  P  T     LEÏTKES.  .483 

pourra  inèine  cherchera  réduire  ultérieurement  XS(x),  en  considé- 
rant l'expression  a2r(a.r),  où  il  restera  encore  un  entier  arbitraire, 
après  qu'on  aura  rendu  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  terme  du 
plus  haut  degré.  La  notion  des  formes  réduites  ainsi  établie  pour 
les  fonctions  B(a^),  nous  allons,  en  considérant  les  cas  de  yo  =  5  et 
p  =i  -,  uïontrer  comment  elles  se  déterminent. 

Premier  cas  :  p  =  5. 
Les  formes  réduites  sont 

la  seconde  est  à  exclure  attendu  que 

'^-  (x )  ^  .r^  ^  i , 

et  il  ne  reste  à  considérer  que  la  dernière  dont  le  carré  est 

x^  -+-  9.  a  x'*  -1-  a-  X-  ^  X-  {i  -ï-  a-  )  ^  ■}.  a . 

Devant  faire  disparaître  le  terme  indépendant,  il  faut  poser 

a  ^  o; 

toutes  les  autres  conditions  se  trouvant  d'ailleurs  remplies  par 
l'expression 

il  en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions,  pour  un  système  de 
cinq  lettres,  s'obtiennent  en  employant  pour  indices 

où  l'on  nexcepte  que  la  valeur  a  ^  o.  M.  Betti  avait  donné  déjà 
ce  résultat  dans  le  Tome  II  des  Annales  de  Torlolini  et,  récem- 
ment, M.  Brioschi  en  a  fait  1  application  la  plus  ingénieuse  dans 
son  beau  travail  sur  la  méthode  de  Kronecker  pour  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré  [Actes  de  V Institut  Lombard, 
année  i858). 

Deuxième  cas  :  p  ^  "j. 

On  devra  partir  des  expressions 

l:j(x  )  ^  x^       X-,       x^  -r-  ax,       x''  -i-  ax-  -+-  bx,       x^  -+-  ax^  -+■  bx^  -\-  ex. 
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dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  d  alxird  à  rejeter,  le  terme  in- 
dépendant existant  nécessairemenl  dans  le  cuhe  de  lune  et  le  carré 

de  l'autre.  Soit  donc 

27  (  j-  )  ^  X*  -H  ax-  -f-  bx. 

Le  terme  indépendant  de  .v-(x)  donne  immédiatement  a  ^  o.  On 

trouve  ensuite 

{x*  -^  bx  )3^^  j-3 (  6^  -+-  3  6  )  -t-  Ib^  -(-  1 , 

doù  cette  condition 

3  62^1=0,        6  =  ±3, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  formes 

^(a?)  =  .r*-t- 3:r,         x''  —  Zx. 

La  seconde  se  ramène  à  la  première  en  recourant  au  dernier  mode 
de  réduction  que  nous  avons  indiqué  en  commençant.  On  trouve, 
en  eftet,  en  prenant  ?j(x)  ^  x''  —  ■\x, 

a-  27(  ax  )  ^  X*  —  3  a'ar, 

de  sorte  qu'il  suffit  pour  y  parvenir  de  poser  a'  ^  —  i ,  c'est-à-dire 
de  prendre  a  non  résidu  de  -.  Cela  étant  connu,  on  obtient,  pour 
la  série  des  puissances, 

"3  (  x)  ^    x*  -^  "ix, 

'3^{x)^  6cr5  -+-  3a:'^, 

2r3  (  X  )  ^    x^ , 

'3'*{x)  ^  3  J"*  H-     X, 

"b^  (  X }  "^  "i  x^  -t-  6a"-. 

Ainsi  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent  remplies  delles- 
mèmes. 

Soit,  en  dernier  lieu, 

^  (  a"  )  ^  3"»  -t-  ax^  -r-  bx"^  -t-  ex  ; 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  les  termes  indépendants  dans  le  carré, 
le  cube,  et  la  quatrième  puissance, 

2C  -+-  rt-  ^  o, 

6^3  -i-6ac-!-6-)^o, 
ab"-  -t-  4  i^c-  -r-  2(  aa  -i-  c*  )  h  ^  lac  -(-  ô^)  ^"o. 
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La  seconde  équation  conduit  à  su|)|)Oser  d  abord  b  ^  o,  ce  qui 
réduit  la  dernière  à 

(  2 a  -(-  c-  )  {\  -r-  lac )  ^  o. 
Or.  en  v  faisant 

c  ^ a-  ^=  "îa^, 

elle  donne  l'identité 

lia  -\-  a''  )  il  —  a^  )^  ii  a  —  «"  )  ^  o  ; 

on  a  donc  cette  expression 

'à{x)  ^^  x^  -¥-  ax^  -\-  3a'X, 

où  a  reste  indéterminé,  mais  que  nous  pouvons  ramener  aux  cas 
de  «  ^  o,  a  ^  I  et  a  ^  3,  daprès  la  relation 

'j.?ji  7.x )  ^  x^  —  aix'*x^  -r-  "ia-T^x. 

On  vérifiera  aisément  que  la  cinquième  puissance  ne  renferme  pas 
d'ailleurs  de  terme  indépendant.  Supposons  enfin  que  b  ne  soit 
pas  ^o,  les  deux  dernières  équati(jns  donnent,  en  y  faisant  c^  3a-, 

3  —  3  a^  -H  6-  ^  G, 
a  —  a*  ^  o, 
d'où  ces  deux  solutions 

(  a  ^  G,  è  ^  ±  -2, 

(  a^  ^  —  I .        b  ^  ±  \\ 

on  en  conclut  ces  nouvelles  formes  r<'-duites 

"^{X)  ^  37*  ±  2a"2, 

Ht ( 37 j  ^  .r»  H-  ax^  ±  x'^  -\-  ia'-x     (  a  non  résidu  quadratique  de  7), 

que  nous  ramenons,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  à  celles-ci  : 

'^(  X  )  ^  37»-f-  IX-, 

^(x )  ^  x'^  -i-  ix^  ±  X-  —  X. 

En  résumé,  toutes  les  substitutions  d'un  système  de  sept  lettres, 
au  nombre  de  5o4o,  se  trouvent  représentées  de  cette  manière, 
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la  fonction  ^(.r)  prtMianl  siiccessiveniont  ces  formes 

x^  ±  3x. 

X'  ±  ix-, 

x^ -{- ax^ -i- 3 a^ X  (a  quelconque), 

x^  -+-  ax^  ±  x^  -t-  ia-x     (a  non  résidu  de  7). 

C'est  le  résultat  que  j  ai  déjà  indiqué  dans  une  Lettre  adressée  à 
M.  Brioschi,  et  publiée  dans  les  Anna/es  de  M.  Tortolini;  '^e  vais 
le  compléter  en  présentant  quelques  remarques  sur  les  diverses 
fonctions  Sf^r),  et  me  servant  à  cet  eflet  des  formes  réduites  pré- 
cédemment obtenues,  savoir  : 

'^{x)  ^  a^*  -f-  3.r, 
x''  -H  ix^, 
X'  -^  x^  -\-  Z  X , 
x'"  -\-3x^  —  X, 

X^  -r-  "ix^  zh  X-  X. 

A  l'égard  de>  deux  premières,  je  dislingue  en  deux  groupes  les 
valeurs  de  x,  suivant  leur  caractère  quadratique  par  rapport  au 
module  ^;  on  trouvera  ainsi 

x*  -t-  "ix    ^  ix  (x  résiilu  quadratique  de  7), 

^  ^x  (x  non  résidu  de  -  ), 

X'  -h  IX'-  ss  ix^  (x  résidu  quadratique  de  7), 

^  x-  (x  non  résidu  de  7). 

Pour  la  troisième,  je  distinguerai  les  indices  en  résidus  cubiques, 
et  non  résidus  par  rapport  à  ^.  et  il  viendra 

x^  -h  x^  -^  '6 X  ^  —  •}.x         {  X  résidu  cubique  de  7), 
^  -)-  2X         {  X  non  résidu  cubique). 

Pour  les  deux  derniers  enfin,  on  parviendra  encoi'e  à  des  formes 
monômes,  mais  sous  un  point  de  vue  bien  dillérent,  car  on  trou- 
vera 

x^  -T-  3x^  —  X  ^  3x^^  X  <i  -  ) 

1 

n 

^  —  "ix^,  X  ^  -  , 
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eu  par  suile.  en  faisant  £  =  riz  i , 

n 
a"»  -t-  3  J"'  -i-  £  r-  X  ^  Ci  ^r-  Z)  X^,  X  <i    '-y 

=  (-3+î):r'-,  x>'^. 

Ces  remai'ques,  qu'on  vérifie  facilement,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  peut-être  à  supposer  que,  dans  l'étude  des  formes 
analytiques  de  substitution  poui-  un  nombre  premier  quelconque/? 
de  lettres,  les  expressions  que  nous  avons  nommées  réduites  se  ra- 
mènent elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant les  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non  résidus  de 
puissances  dont  l'exposant  diviserait/;  —  i,  ou  bien  encore  comme 
divisées  en  ces  deux  séries 

r  =  1 .     -2,     3,      .... > 

/)  —  I        />  --  3 


Soit,  par  exemple  ('),  une  substitution  réduite  de  la  forme 

/    ^       \  /  rii-1       \ 

:j{x)^ax'^\x    -    -1-1/  — bx^\x    -    — 1/ : 

il  est  clair  qu'on  aura  simplement 

?J{x)^iax'^         (:r  résidu  de  /?), 

^ibx^         {x  non  résidu  de  p): 

c'est  à  cette  catégorie  qu'appartient,  dans  le  cas  de  p=  j,  l'expres- 
sion 

?J(x)  ^ X^ -iX'^, 

qui  xérifie  les  relations 

?j[a?j{x  )  -h  b]^  ■i.ab^'3  (  x  -\ ^  I  -, '■  (65+  ib-)     (a  résidu  de  7), 

?S\?S(x)]  =  x. 


(')  Avant  cet  exemple  dans  lequel  p  esl  un  nombre  premier  quelconque,  Her- 
mite  donne  un  autre  exemple  où  /)  =  3  (  mod  4  )  ;  nous  l'avons  supprimé  dans  le 
texte,  car  le  passage  nous  parait  contenir  des  inexactitudes.  E.  P. 
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Il  en  résulte  qu'on  ;i  un  sysli-nie  de  i()8  siihsiilulions  conjuguées 
représentées  ainsi  : 

l    2.r  )  (    S.r  ) 

-  '        )  (         (<^  résidu  de  7); 

d'où  cette  conséquence,  indiquée  pour  la  première  fois  par  Al.  Kro- 
necker,  qu'une  fonction  de  sept  lettres,  invariable  par  ce  système 
de  substitutions,  ne  peut  avoir  que  trente  valeurs  distinctes. 


EXTRAIT 


LETTRE   DE   M.    HERMITE   À  M.   BRIOSCHI. 


Journal  de  C relie,   t.   (3)?,    iH()4,   p.   3o. 


«   En  appelant,  comme  vous  le  faites  ('),  U  la  forme   ciibicjLie 
pro|)osée,  H  le  hessien,  K  le  covariant  du  sixième  degré,  et 


e  = 


d\3  d\}  d\] 

dx  dy  dz 

dW  f/H  f/H 

dx  dy  dz 

dK  dK  dK 

dx  d  y  dz 


le  covariant  du  neu\ième  degré  que  vous  avez  à  bien  juste  titre 
introduit  dans  la  lliéorie,  j  ai  reniaïqué  (ju  il  est  décomposable  en 
facteurs  linéaires  et  que  tous  ses  in\ariants  sont  des  puissances  du 
discriminant  de  L  .  On  le  prouve  au  moyen  de  l'expression  corres- 
pondante à  la  forme  canonique  \J'  :^  x'-^ -\-y^ -\- :-^ -^  C)  Ixyz-.  qui 
est 

0  =  R( x^  —  y- )  ( y^  —  z^)  {  z-^  —  x^ ), 

abstraction  faite  dun  facteur  numérique,  R  étant  le  discriminant. 

»   Dune  manière  analogue,  en  ajoutant  aux  trois  contra  variants 

que   M.  Cayley  désigne  ainsi,   PC,   (^U,   FL,  le  contrasariani  du 


(')   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  L\'I,  i863  (I),  p.  3o4. 


11.  —  II. 


19 


açjf»  (*;ivui;s    ni;   cii\ni.i:s    iii:hmiti:, 

ncii\  ii'iiio  (logrô 

</V{       c/VV      ,/\'\ 


</t  dr,  (/^ 

dQ{]     t/(jU     (IQV 

dVM      dV\       dVV 


d\  df,  dl 

on  piir\  it'ii(lr;i,  si  Ton   mi  |)|)niii('  un  laclciii"  uii  iih'ikhic,  a 

(l'on  rt'siillcnt  les  uuMiies  conséquences  que  pour  (-). 

»  Mais  la  \aleur  de  ti  sous  forme  de  délerminanl  su^<;ère  natu- 
rellement d"a|)i)li(|uer  Notre  méthode  à  la  relation  PU  =  o  en  mul- 
ti|>lianl  pai- 


di      dr      dl 


ce  qui  donne 


(^'^ 


dVV  dV\} 


dr, 


T 


dl 


sous  la  condition  admise  1*1    =  o. 
»    Ellectisement  il  est  aisé  d'ohtcnir 

<22=  FU(QU)'*— iTi  FU  ()hy^-\-  K(FU)3. 

Tétant  liinariaut   du  dixième  ordre  et  R  le  discriniinaul .  l'aisant 
donc 


TU 


on  aura 


.  ,     „,,  4/    r/FU        .dV\}  dV\i\ 


et.  par  suite, 


dz 


d  l'L 

~dr 


dVV 


d  l'I 


s/ z'*  —  iT z--^ -^  R 


Mais  le  j)oint  le  plus  essentiel  <•>!  d"(d)l('uii-  l'expression  d(;  ù-  en 
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fonction  riitionnelle  el  enliùre  des  coNariants  et  conlravarianls, 
ainsi  (jue  vous  1  a\ez  fait  à  i'é^iard  de  i-)^  el  des  trois  coNarianls. 
A  oLre  méthode  qui  emplcjie  les  quantités  S^,ô,  T^^i  de  M.  Vronhold 
m'ayant  entièrement  échappé,  voici  celle  que  j'ai  suivie.  J'ai  pris 
pour  point  de  départ  les  expressions  canoniques  données  par 
M.  Ca.vley 

F  U   =  —  4  (  H-  8  /*  ;  (ï)»  Ç3  4_  ^3  |3  4.  Ï3  ^^3  ) 

-f-(  Î3+  r,3+  ^3)2_  24/2(Ç3^  .^^3+  r.3)i^r  _  24/(j  ^  .,i-,y,i.^.ri^ 


d'où  Ton  lire,  en  faisant 


:3_|_  r3_;_  l'a  — 


OJ   =  H-8/3, 
1—4/3 


to- 


QU, 


r,3^<+r3^3_t_i3^j3^_  _LFU-f--î--^(QU)2, 
4  (JJ  4  U)  * 

^^■'■i^r3  =  -ii(Quj3, 

de  sorte  que  le  résultat  cherché  s'obtiendra  en  calculant  le  discri- 
minant de  l'équation  du  troisième  degré 


J  —  4  / 
fi—  t- 


±-^-OU^/r-^FL)-'-'^^\QU)0^^(QU)3  =  o. 
-  L     4  w  4  w*  j      w'' 


Ou  en  faisant 


.'-2^=e, 


on  a  la  transformée  plus  simple 


e3_o^Qii_o^-I^^^o, 


et  I  on  en  déduit,  abstraction  faite  d  un  facteur  numérique, 

^i:*_.,^3^2(.,^3_^3)2(r.3_^:i,2 

=  —.[FU(QU;*— 2(1  — 20/3— «/6;(FUQUj2-^w3(FU)3|, 


et  |)ar  suite  le  résultat  ci-dessus. 


tlVHES     Di:    CllAULKS    lIKUMlTt:. 


29?.  ^'^^   '  ""- 

„  l>eul-^.r..  ne  serai.-il  pas  sans  .utérêl  de  rapprocher  la  subst,- 
lutiou  préccdenle  de  la  ^ùire  appropriée  à  lVquatu.n  ^  ^  "  ;^  ^' 
aussi    d'envisager,    à    la   place  des  écp.alu.ns    l   =0   el    l  L  _  o, 


celles-ci 


„U  +  6HU  =  o,        aPU-^6QU  =  o.  » 


Pari^,  M  lévrier  i 


863. 


SUR  UN  NOUVEAU  DÉVELOPPEMENT 
EN  SÉRIE  DES  FONCTIONS. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.   LVIII,    1864  (I), 

p.  93  et  266. 


Les  fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  à  périodes  simul- 
tanées par  lesquelles  MM.  Weierstrass  et  Riemann  ont  résolu  le 
problème  de  l'inversion  des  intégrales  de  différentielles  algébriques 
quelconques  sont  représentées,  comme  l'on  sait,  par  le  quotient 
de  deux  séries  telles  que 

^    g— Cp{j:+/«,  j-H/i,  z-(-/^,  ...) 

OÙ  '.2  désigne  une  forme  quadratique  dont  la  partie  réelle  est  définie 

et  positive,  le  signe    7   sétendant  à  toutes  les  valeurs  des  nombres 

entiers  m.  n,  p,  ...  de  — oc  à  -(-oc.  L'élément  fondamental  de  ces 
nouvelles  transcendantes,  ainsi  donné  par  l'expression 

e-?(x,j-,;,...)^ 

se  présente  dans  toutes  leurs  relations  analytiques,  et  acquiert  par 
là  une  importance  dont  il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé.  La 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  déjà  assez  avancée  pour  donner 
l'idée  de  ce  qu'on  doit  attendre  de  ces  transcendantes  à  plusieurs 
variables,  justifie  particulièrement,  à  l'égard  de  l'expression  e"  '', 
ce  caractère  d'élément  essentiel  dans  l'expression  de  leurs  pro- 
priétés, et  qu'on  ne  peut,  en  quelque  sorte,  perdre  de  vue  dans  les 
recherches  auxquelles  elles  conduisent.  C'est  ce  qui  m'a  amené  à 
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celte  remarque,  que  les  expuiuiilirllcs  e~  '"  el  e'  y(-''.>'= — '  donneiil 
naissanee,  comme  le  radical 

_l 

(  I  —  •» x.r  -T-  y.-)    -, 

et  rcxpressioii 

[l  —  7.0L{xy  -+-  cosôy/i  —  .r-  y/i  — f')-^  ^'\    "• 

qui  joue  le  |>iincij)al  riMe  dans  j)lusiciirs  des  plus  MUporlaiiles 
questions  de  la  Mécanique  céleste,  à  un  système  de  polynômes 
entiers,  pou\ant  servir  au  dé^eloppement  des  fonctions  d'un 
nouibre  quelconque  de  \ariabl*s.  Mais,  tandis  que  les  fonctions  de 
Legendre  et  de  Laplace  coniluisenl  à  des  dc\cloppcments  où  les 
variables  sont  renfermées  dans  les  limites  — i  et  H- i ,  il  sera 
nécessaire  ici  d'endirasser  toute  l'étendue  des  valeurs  réelles  de 
—  oc  à  +  oc;  on  \erra,  du  reste,  entre  les  propriétés  d'expressions 
d'origine  si  différente,  l'analogie  la  plus  couiplète.  Je  commencerai, 
afin  de  la  mettre  dans  tout  son  jour,  par  le  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable  et  des  polynômes  semblables  à  X^  qui  se  tirent  de 
l'exponentielle  e~^'. 


I. 


Désignons  par  e   ^'V „   la  dcri\ée  d'ordre  n  de  e    '',  de  sorte 
qu'on  ait  successi\<'ment 

Li  =  —  f.x^ 

U3  =  —  8  T^  -T-   \'iX, 

U;  =  1  ()./•' —  |8x--i-r2, 


et,  en  général, 

in  n  —  \)  ,             „       ni  n  —  \){  n  —  ■>.\i  n  —  5  i  ^ ,.    , 

( _  1  /'  L  „  =  (  V. X  )" (  •-'. X  )"-2 (  •>.  ./•  )«-  * 

n(  n  —  i)(  n  —  ■>.)(  n  —  "i  )  (  n  —  \)(  n  ~  '))  ^^   ,. 
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OU,  SOUS  une  aiiln-  iVjr'inc, 


(  —  I  )"    l.  „  ^       m  n  — ^  •*-  )    ,    ,        n(  n  —  >  ](  /i  —  4  '    ,    - 

—  I  —  nx'--i ; >.-x*  —  z — : —  •2'jf'' 

1.2.5.4  i . 1.  i.4.  >.b 


n(  n  —  I  ) .  .  .  ( r-  I 


rn  n  —  :>.  )  (  n  —  i  )  (  n  —  6  j    , 


I .  a .  3 . 4  •  ">  •  *i  •  7  •  >> 
fjuanfl  n  e>t  p.iif.  ft 


r— i)  ^    U„  n  —  i       ,      (n  — i)C/i  — 3)    ,    . 

'  /i  —  I  V  1.2.3  £ .  2 .  i .  4  .  ^ 


i/nn  —  !)...(  —  ] 

n  —  \  )  t  n  —  3  )  (  n  —  ï  1    ,    . 

__   . o  3  'y  '  — î— 

l  .■>..  i.^.  )J>.~ 

quand  n  fst  impair. 

Cela  posé,  ou  (léiiiuaircia  aistMiieul  les  propositions  suivantes  : 

1.   Trois  |jolvnoines  consécutifs  L^^.!,  U«,  U^^i  sont  liés  par  la 
relation 

U„_i_i  ^  2tU„  -I-  in  U„    1  =:  o 

et,  pai-  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les  réduites  succes- 
sives de  la  fraction  continue 


j 

6 


On  a  de  jjIus 


et  1  on  en  conclut  lécjuation  du  second  ordre 


2.   LVquation  L„=o  a  toutes  ses  racines  réelles;   ces  racines 

sont  en  \aleur  absolue  comprises  entre  les  limites  — ;  et  1 

\/7î        » 


n-  —  n 


•J96  (»;iviu;s    uic   cii.viti. KS    iikrmite. 

'A.    L"inh'i;r.ilt'      /         e~''{],iCl.r*->[   imllc.  (jiirl   (jiir   xtil   //.   >;nit 

// ^  o.  oMa  sni\ante     /         e~''U„  U,/ o^.r  esl  nulle  quand //  est  dif- 
tVienl  (le  /i'.  Pour  /?  =  n' ,  on  a 


i.   Tout   polvnonie   onlier  F(j:')  du  dei;i<''  //  [xuit  êtro  ox|>rinic 

ainsi 

F(.r)=  A.oU„+.A,U,-4-...+  A„Un, 

les  quantités   \„.    \,.  . . .  étant  des  constantes.  Il  suffit,  en  ellet,  de 
remar(|a«'r  quOn  a  pour  une  puissance  quelconque 

/H  /!  —  I  )  , -  ni  II  —  \  )  {  n  —  ■>.  )  ui  —  i  )  , . 

(_2^)«=  L„H j ^L„_.H j-^— L„_4 

rt  I  /?  —  t  )  (  Il  —  1  )  (il  —  3  U  «  —  \  M  /i  —  5 )  , , 

-\ — U„-6-H..., 


et  en  général  il  en  est  de  même  de  toute  fonction  F(j:)  en  prenant 

A„  =  —    /         e— '•'  U„  ¥{x)  dx. 

->. .  i .  6 . .  .  i  n .  v  ~  '^^  00 

Un  des  caractères  de  ces  développements  consistera  en  ce  qu'ils 
gardent  la  niènie  forme  après  la  diOerentiation  et  l'intégration:  on 
a  en  cil  et 

¥'{x)=-—  i  >  (n  -+-  i)A„+ilJ„, 

f  V{x)  ,/x  =  -  -  V  i^  u„. 
J  i  j^      n 

3.    l'-ii  |)arti(  iilier,  on  f)lttiendi;i 


cus'2U)T  =  e~^^  (  Un LJ2 


(Uo- 


OJ- 


1.2      ■        I . 2 . 3 . 4      ^      ■ • • y  1 
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Ct's  divers  résullals  se  retrou\eront  d'ailleurs  à  l'égard  des  fone- 
lions  plus  générales  qu'on  lii-erait  des  dérivées  successives  de  l'ex- 
pression e""-*',  que  j  ai  reconnu  indispensable  d'employer  dans 
certaines  circonstances.  Sans  m'y  arrêter  en  ce  moment,  j'arrive 
aux  polynômes  analogues  à  U„,  et  qui  renferment  un  nombre 
quelconque  de  \ariables  ('). 

sin  I  /i  H I  3 

(')  Kn  posant  X  =  acos'f,  les  quantités  V„  =  2C0S/Î  3.  U„  =  — —  seront 

si  ri  -  a 
2  ■ 

aussi  des  polynômes  du  degré  n  en  x,  tels  que  les  intégrales 

/•>  —  œ 


f       y.y--^^     et        r       U„U,,i/ 


dx 


seront  nulles  ou  égales  k  it.  suivant  que  n  est  différent  de  n'  ou  lui  est  égal.  Ces 
polynômes  satisfont  aux  équations  différentielles 


dx-  dx 

d-  U„ 
a.r-  dx 


(^■-^)-w:;;3^  +  2(.r  ^0-^ -«(n^i)U„  =  o, 


dont  la  première  est  donnée  dans  V Algèbre  supérieure  de  M.  Serret.  On  peut 
également  les  considérer  comme  les  dénominateurs  des  réduites  successives  des 
fractions   continues  suivantes  : 


V  •^'  —  4 


et 


Je  n'ai  pas  besoin  enfin  de  rappeler  les  polynômes  P/  de  .M.  Lamé  dont  les 
propriétés  ont  été  exposées  avec  tant  de  simplicité  et  d'élégance,  par  l'illustre 
géomètre,  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les 
surfaces  isothermes. 


iqS  OELVRES    DE    CHARLES    II  K  II  M  I  T  K  . 


II. 


Soit  o(x,  jK,  r.  . . .)  une  forme  quadratique  à  lu.  \arial)l('.s  .r,  y, 
z,  . . .  et  dont  la  j)aitie  réelle  soit  définie  et  positive  :  désignons  par 
•l(x,  ■}■,  z-,  ...)  le  contrevariant  quadr.itique  ou  loriue  adjointe  de 
Gauss,  et  par  o  rin\arianl.  Nous  considérerons  deux  systèmes  de 
polynômes  rationnels  et  entiers  en  .i\  j\  z  .  .  .  (pii  seront  d('(inis  de 
la  manière  suivante. 

Développons  en  premier  lieu,  suivant  les  puissances  des  ac- 
croissements //.  //,,  /i.j,  ...,   rex|)oncntiflle 

(>—Z>ix-^-h,  r-h/t.,  z-i-Zi.,,  ...) 

et   en   remplaçant,    [)our  abréger,    le   produit    \.>. ■'>.../)    par   («), 
posons  légalité 

^m^  { /i  )  {  n  )  (  n  ) .  . . 

les  quantités  V/i,m',ii'",  ...  rationnelles  et  entières  en  .r, .)'.  ;,  ...  et 
dun  degré  égal  à  n -i- n'  -\-  n"  ^ . .  .,  formeront  le  premier  système. 
Le  second  s'en  déduira  par  une  substitution  luK^iire  etlectuée 
sur  les  accroissements  h,  A|,  h^,  •  ■  ',  t'n  introduisant  le  polyncjiue 
•i>(A,  /t),  /lo,  . . .),  nous  ferons 

Il    =    -rj-  ,  /'  1    =     -77—  )  /<  2   =    -77-  '  •    •   •  ' 

dk  dUx  du, 

et  ils  seront  définis  par  le  dévelo|)j)ement  siiisanl  les  puissances  de 
/-,  A',,  /.j.  . . .  de  l'expression 

/         d-l/  fl-li  <l'l/  \ 

jNous    les   désignerons   par  ^ n,n\n°,  ...^    '"'i   |>osant,    eoiiimc   tout    à 
l'heure, 

^  (/t)Crt'j(/i"  ) . . .      

Voici  maintenant  comment   s'obtient   leur  propiiélt-   caracli'iis- 
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tique.  Soit,  pour-  un  inst.ml, 

^{x,y,  z,  .  .  .)^=  oix  -i-  h,  y  -r-  hi.  z  ^  I12,  ...) 

/  d'b  d-l  d'I  \ 

on  aura,  d'après  les  équations  mêmes  de  défini  lion, 

A,  ,  ,  v^      h"  h",  h"   .  .  . 

jLà(n)(ii  )(n"  )...     "•"'«'••■ 

V     k'' k'\k'i' . . .     ^. 

^[^  { Il  )(  n  ){  Il  )  .  .  . 

Midtiplious  |jar  dxdydz  ...    les   d<'ux    membres,  et   intégrons 
[JL  fois  entre  les  limites  —  x  et  -r  x;  l'expression 

r         r        •  • .  e  •Ix-r.-v-  =.  --)  f/^  f/j/  dz... 

nous  conduira  au  résultat  par  une  transformation  ])ien  simple. 
Posons,  en  etlet, 

Z   =    Z_—  /l-2 77-, 

dk-, 


les  limites  des  variables  ;,  /,,  T,  ...  seront  toujours  —  x  et  ^  x, 
et  1  on  vérifiera  sans  peine  que 

L'intégrale  oherehée  est  ainsi  ramenée  à  celle-ci  : 

j  f        ...  e-r^'?- •'i,  ï.  ■■■  (/;  r/r,  f/r .  .  .  =  1  /^  • 

Mais  de  plus,  et  d'après  la  nature  du  pojvnoine  adjoint 

'lik,  kl,  /..2,  ...), 
on  a  lideniité 

-TT  -77  -H  -rr-  -jf-  -+-  -rr-  -77-  -h  .  •  .  =  4  '^ '  /' A"  —  /'  1  Ai  —  h., /..,  —  ...), 
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de  sorte  que  nous  parvenons  à  la  relation  fondamentale 

t  /  4r-  e^S  ''*-^''.  l<^+h,k,-^..^  =  /  .  .  .  dx  dy  dz  .  ..  g-?  -r,  j-,  s. ...) 

V      h"li'(h":...      ^.  V      A" /.-^  Â f  ■  ■  .      ^. 

^    X  .  /„  \  /„',/„    ,  ^'  ".  n'.  n", ...  ^    /  ■  ;; ♦  n,  n'.  n",  ...• 

^^  {n)(n  ){n   \  .  .  .  ^u  [  n  \  t  n   u  n    \ .  .  . 

Il  en  résulte  inimédiatenient  cette  conséquence  que  l'intégrale 
j  I         ...  e-?(.f-r-  z. ...)  U„,  „',  „■', ...  V„,,  ,„•.  ,„-, ...  dx  dy  dz  . . . 

s'évanouit,  si  aucune  des  dilVérences  n  —  ni.  n' — m\,  n" — m",  ... 
n'est  nulle,  tandis  qu'en  supposant  n  =  m,  n'  =  m\  n" ^  m",  . . ., 
on  a 

=  i/^  (n)(n')in")...{^o  )«+/('+«'+.... 

Cette  proposition  peut  servir  de  base,  comme  on  voit,  à  l'étude  du 
développement  d'une  fonction  F(x,  y,  z,  . . .)  sous  cette  double 
forme 

les  coefficients  étant  ainsi  déterminés  : 


'"''''•''''■■■-  (n)^n'!(n")...VT.^J_^     J  , 


■  ){  n  ){  n  } 
X  V„,, ;',„",...  ¥( X.  y,  z,  .  .  .)dx  dy  dz  .  . ., 

^u.n;n',...=  ' ,    ,  '     „ \/\f         f       .••e-?-^-r-.-' 

X  U„,n\n",...  ¥(x,  y,  z,  ..  .)dx  dydz 

Mais  la  recherche  des  propriétés  des  polynômes  U  et  V  doit  natu- 
rellement précéder  cette  question;  dans  une  autre  occasion, 
j'essayerai  d'y  revenir. 
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m. 


Je  vais  donner  quelques  nou\elles  remarques  sur  les  polynômes 
tirés  des  exponentielles  e~"^%  ç-îC^^r^Sî»)  et  qui  peu\ent  être 
employés,  comme  je  l'ai  fait  précédemment  [Comptes  rendus, 
t.  LVIII,  séance  du  i  i  janvier),  au  dévelo|3pement  en  série  des 
fonctions  d  une  ou  de  plusieurs  \arial)les.  J'indiquerai,  en  premier 
lieu,  une  modification  légère  à  apporter  à  leur  définition,  et  dont 
lefTet,  comme  on  le  reconnaîtra,  est  de  siinjjlificr  leurs  expres- 
sions algébriques.  Ainsi  les  équations 


,         ,          ,        ,                                V^       //    Il ,  //,    ... 
g-5.x-HA.r+/*„;+A,....)=  e-9a-,j,r,...    X    — _ u 


~?  l  *  +"77"'  ^  "•"  "77"  '  -"'"Tr'  ■■■)  ,,  .  V^       ''    A  I  A,    .  .  . 

^(  n}{  n  )(  n  )  ...      «'"'«• 

que  j'avais  d  abord  données,  seront  reinj)lacées  par  celles-ci  : 

2^(n)(n}(n")...  ^ "'«''«"'-' 


{n){ii  }(  II" ) .  .  . 


^Êà{n)(n  ){n  ) .  .  . 
En  particidier,  pour  le  cas  d  une  seule  variable,  je  poserai 

e    -  =e      -       Lo-i LjH L^-T-. 

V  I  i.vt 

et  Ion  aura  de  la  sorte 

n\  n  —\)         .         „       ni  n  —  \)i  n  —  xM  n  —  \)      _    ,     __    , 

■2  ■i.\ 


lu  n  —  \){  n  —  -2  I  (  n  —  î  i  ■  /i  —  4  •  i  /*  —  5  ) 


»«— s  fil— 6  _:_ 


■2.4.6 
ce  qui  nionlrr  déjà  la  siiii|)lillcaliun  dont  je  parle.  Ordonnant  par 


3o-;i  DKiviiKS    m:    chah  m;  s   ii  kum  ni: . 

ra|>p(>il  ;iu\  |)mss;iii("«:'S  ascfiidimh's,  ou  ohln'iidra  |>()iir  //  pair 

(  — i)-U„ 


I  .  3 .  "» .  .  . /*  —  i  .n' 

nax-        ni  n  — 'Da-r'^        ni  n  —  '>.){n  —  f\)a^T^ 


I .  •>  1 .  vi .  3 .  4  I .  -2 . 3 . 4  . 5 . 6 

el  |»(nir  //  impair 


1 . 3 . 5 . .   /* .  </   " 

in  —  I  )  «  ./■■'        { n  —  \)(  n  —  3  )  <7-  a""»        in  —  iM  n  —  3  )  (  /t  —  >  i  a'  .j^t 
\  .1.3  I  .  ' .  3 . 4  •  â  1  .  >- .  3 . 4  •  3 .  (i .  7 

A  ces  fonmilcs  |  ajoiilerai  eurure  Ifs  relations 

U/,-i-i  —  ax\}„      -t-«nL„-i  =  o, 

d'\j„  clV„ 

— ; a  X  — r-  an  L  „      =  o, 

dx-  dx 

-+-  oc  '/  »"- 

/  e      -    \j„  \J „■  dx  =  0         {/i  ^  n'  ), 

^    oc 

/         e      -   U},  dx  =  1.1.3. .  .n.a"i/ 

Mainlenant  jarrive  aux  polynômes  à  plusieurs  variables. 


IV 


Soil,   en    considéranl    poui-    plus   Je   simplicité   le  cas  de  deux 
variables  seulement, 

cp  (  ar,  y)^  ax-  -h  'ih  xy  -i-  cy^  ; 
nos  [jolyuomes  seront  d(''lini>  |)ar  1  c<|uati<m 

-  1  9  (  x-h,  y-h ,,  _  i  q,   .. ,  V  ,  ^^      A  '"  /;  ','     , , 

e    -  =e    '  >  — -  L„,,„ 

^^  {  /n ){n ) 

ou  bien 


-  ?    A,/;,  !  ■^-,       /,"i  /f'> 


Noivi:\r    i)É\  li.oi'I'i;m  KXT   i:\   si': rie   iies   fonctions.        3o3 
On  LroiiNcra  ainsi,  en  laisanl,  pour  ahré<;er, 

ax  ~  by  =  ^,         bx  -\-  cy  =  tj, 
les  \  alciirs 

Uo,o=i,  U3,„=    \^  -3a^, 

Ui,o  =  ?.  L)i,i  =  ;-'1  —  >-b\  —  ar,. 

Uo,i=  ■^,,  t;i,.2=  b^^  —  'ibr.  —  c'z,, 

U2,(p=  ;'-  —  '•',  L'o,3=  r,-î— 3  c/,, 

L',,i=  ;r,  — «^,  Ui,o=    ^*  — 6rt^2^-3a^ 

Uo,2  =  r,2  —  c,  

G^'iK-ralrment,  soit 

„    ,  ni  a  —  \}  „       /!('/?  —  \}(  n  —  i  A  n  —  3  )     , 

Y,Ax,  a  )  =  X'' ax"-^--\ -^ a'-x"-^  —  .... 

1  2.4 

c'est-à-dire  l'expression  même  de  U/,,  tpiand  on  y  aura  mis  —  au 
lieu  de  .r;  on  aura 

U/«,«=  F/«(  ;,  «j  F«(-').  c)—  innh  F/,,-,!';,  «  )  F„_,(y^,  c) 
mni  m  —  i)( n  —  i)  c-        / 


I  .  7. 

//*  fii  /il  —  1  )  I  /i  —  I  )  f  /n  — 1)(  n  —  1) 
\.-2. 3 


/>'F,„_3(£,a)F„_3(-*i,c) 


A  l'égard  des  p(jlynomes  ^  ,„,„,  Tf-quation  de  définition  donnei'a 

.^  { /«  j  (  /î  j 

d'où  l'on  voit  que  leur  expression  coïncidera  avec  la  précédente  en 
mettant  x  et  y  au  lieu  de  ç  et  r,,   et  en.  remplaçant  a,  6,  c  par  les 

coefficients  de  la  t(jrme  adjointe  n  — ^^j  —  divisés  par  le  détermi- 

•'  0         rj         c  i 

nant  0  =  «c  —  ù'-.  Cela  posé,  on  obtiendra  aisément  les  relations 

U,„H-i,„—  ^U„j,„  -H  a/nlj,n-\,n^  bn  \j  ,n,n-\  =  o, 

et  celles-ci 

'  '  t    //;,/(  , ,  dyi  in.ll  I  ; 

T- =  /«U/„-i  „,  -. —  n^in,n-l) 


3o4  OEUVRES    1)K    CMARI.  KS    MERMITK. 

tl  uù  se  tirent  les  deux   écjuations  linéaires   du    sec(^nd    ordro   aux 
dillerences  partielles 

«  jT^ 1-  (>       n    'l \    Tr ^  '"  ^m,n  =  O, 

d-XSm.n  ,d-\]ni.n  dV„,,„  .. 

Je  joindrai  aussi  à  la  relalion  fondamentale 

t,' —  00        -y  _  00 


les  suivantes 


/_; 


-  -  o  (  .r,  y  ) 

e    -  lJ/„,„V,,,^(/j7  =  o, 


sous  la  condition  m  >/>,  et 

en  supposant  n  >  g.  On  en  déduit  aisément 

/^  —  ?  (  .1-,  r  )  r  ~  î  ?  '  ■*'■  ■>■  '  r- 

/         e    '^         '    U,n,„  e(a;)û?^  =  o,        /         e    -  U ,„^„  :j{y)  dy  =  o, 

^{x)  et  2?(y)  étant  les  ])olynomes  entiers  eu  x  e\.  y  des  degrés  m  — i 
et  /?  —  I,  à  coefficients  arbitraires.  Voici  la  conséc|uence  qu'où  en 
déduit. 

V. 

.le  dis  que  l'équation  U,„,„=o,  considérée  par  rapport  à  x, 
admet  au  moins  m  racines  réelles,  quel  que  soit  jk,  t>l  envisagée 
par  rapport  a  y^  n  racines  réelles  quel  que  soil  x.  Enqjloyant  en 
eflet  la  belle  méthode  donnée  par  Legcîndre  dans  les  Exercices  de 
Calcul  intégral  pour  les  fonctions  X„,  je  supposei-ai  i  racines 
réelles, 
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/  étant  moindre  que  in\  et  en  faisant  poiii-  un  inslanl 

/(X)  =  {X Ti)(x  —  X-i).  .  .(X  —  Xi), 

U„,,„=/(a7)F(:r), 
je  prendrai  h(x)  =  J{x  U  ce  qui  donne  l'égalité 

-7,7 '■'■•>■ 


L 


/^(x)F(x)dx  =  o. 


On  en  conclut  ([ue  le  polynôme  F(x)  change  de  signe  au   moins 

une  fois  entre  —  x  et  +  x,  sans  quoi  l'intégrale  ayant  lous  ses 

éléments  positifs  ne  pourrait  s'évanouir,  de  sorte  qu'on  peut  ajouter 

une  nouvelle  racine  réelle   aux  précédentes,   et  poursuivre  ainsi 

jusqu'à  ce   qu'on  soit  amené  à  la  limite  du  degré  de  H(x).  Cela 

donne  par  consécpient /»  racines  réelles  pour  j;;,  et  en  opérant  sur  y 

on  trouverait  de  même  le  résultat  annoncé.  Mais  on  peut  aller  plus 

loin  et  établir  que  léquation  [',„„=  o,  considérée  par  rapport  à  .x 

ou  y,  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles. 

Remontant  à  cet  effet  à  la  définition  même   de  nos  fonctions, 

savoir 

I 

1  —  -  ZH.r,Y) 


dx'"^  dy'^ 

je  remarque  qu'on  a  pour  m  =  o 

1 
I  ~  ô  ?  '  ■*■'  >'  ' 

l>0,n  =  (-^)" ^^ , 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

1 

1  —  -  o  (.»•,  y  I 

e      -  Um.n^i—l)'"  j ^• 

d:r"' 

Or  on  a,  d'après  l'expression  générale  précédemment  donnée, 

Uo,«=  F«(-n,  c), 

et,  en  vertu  de  la  liaison  remarquée  entre  F,,  et  les  fonctions  Vj„  à 
une  seule  variable,  nous  sommes  fléjà  assurés  que  l'écpiation 
'-o,«=o  admet  n  racines  réelles  par  rapport  à  r^^  bx  -\-  cy,  et 
par  conséquent  par  ra|)p()rt  à  .r  quel  que  soit  i'.  F.e  facteur  expo- 
nentiel   étant    toujours    positif,    on    en    conclut    que    la    dérivée 

H.  -II.  20 


3o6  OEl\HKS     l>K    tMIAlU.  KS     II  K  KM  I  TE. 

-  7  ?  I  ■'•■  y  ' 

; —  a    n  —  I    raciurs  dans    I  iiilfix  aile  des  précédcnles. 

a.r  ' 

Mais,    en    raison    d(>    ce   même   laeleur    exponenlicl.    re\|)iession 

ç  (  .1-,  r  '  . 

6    *  Uo, H  s'annule    pour  x  =  —  x   et  j;  = -(- x.  d Où    rc'-suile 

nécessairement,  dans  la  déri\ée,  deux  nouvelles  racines,  l'une  entre 
—  00  et  la  plus  petite  racine  de  l'équation  Lo,h=  o,  l'autre  entre  la 
plus  grande  et  -{-ce.  11  est  prouvé  par  là  que  la  notnclle  équation 
U),„-=o  admet  n -\- i  racines;  et,  en  continuant  de  pioclie  en 
proche  le  même  raisonnement,  on  établira  l'existence  de  /n  -+-  n 
racines  réelles  pour  l'c'-cpiation  l  ,n.ii^=  o,  dont  le  degré  est  ///  -h  // 
j)ai'  rajiport  à  X.  La  même  chose  aura  lirti  é\idemment  à  I  égard 
de  )',  et  notre  proposition  se  trou\e  ainsi  d('-inonlrée. 


VI. 


Je  terminerai  par  une  l'emarque  sur  la  Naleur  limite,  lorsqu'on 
suppose  n  très  grand,  des  termes  du  dévelojipement  d'une  fonction 

F(^,/)  par  la  formule 

F(.r)=2^«U«, 

où  le  coefiîcient  A„  est,  comme  on  la  (ht  ])iécéd('mment,  déterminé 
j)ar  la  relation 

A„=- ' tA/ —   /         <'       "    U„F(ar)rfr, 

i  .1. . .n.o"  V      i-  ,1 

et  qui  pourra  servir  à  la  recherche  des  conditions  de  convergence 
de  ce  dé\elo|)pement.  Suivant  à  cet  ellet  la  méthode  donnée  par 
Laplace  dans  la  Connaissance  des  Temps,  année  lîSa^,  et  appli- 
quée par  ce  grand  géomètre  aux  fonctions  X„  de  Legendre,  je 
représenterai  l'intégrale  de  l'équation 

—, — r aT  —, \-  a  n  II  „  =  O 

ax^  dx 

par 

U„  =/>  sin(a- v^an)-+-  q  C(>s(a"  )/an). 

En    ■iiihstituant   r{   é-galant   sé|»arément   à   zi'-ro  les    eoenicicnts   de 
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sinl  x\an  )  el  cos(  x\/an  ),  on  aura 

dp  I      /  d-  q  dq 


ap  _      ^     (  <^  Ç  '^9  \ 

"^''       ^  dx  "  ^f^\dx-^        ""^  dxj' 

—  ax     —  —!—('^-f.  —  ar'^\. 


dq 

dx  \/  an 


et  |iar  Miilp,  en  négligeanl  les  termes  divisés  par  \^n^ 

dp  dq 

ax p  —  i-j-  —  o^  axq  —  2  ■—-  =  o, 

d"où 

n  .»■'  n  .1-- 

p  =  "xe  *  ,       q  =  'pe  *  . 

I^es  constantes  a  et  [^  se  déterminent  d'après  la  condition  que  [J« 
soit  une  fonction  paire  ou  impaire  de  r,  suivant  que  n  est  lui-même 
paii"  ou  impair,  et  en  comparant  au  premier  terme  des  développe- 
ments 

(_,)^U„=i.3.5...«  — i.a^(i- ^^ -+-... V 

-?—  ,  ,,    -  ~^r  \  (  n  —  \)ax^  I 

L  1.2.3  J 

On  obtient  ainsi  pour  ii  pair  l'expression  limite 

A„U„=I/  — -e  *   co's{x^7ïn)-x  —    I         e      ''    F  (x)  cos{x\/ajï)  dx, 
et  pour  n  impair 

A„U„  =  l/— -e  ^    sin(a"/c7/i)x  -   j         e      ^    F{x  )sm{x^fân)  dx. 

Kn  metlanl  dans  les  int«''grales  -j=z  au  lieu  de  x,  on  peut  dire 

Y  an 

encore  que  les  termes  du  dével(jp|)eineul  \  A„U„  tendent  de  plus 
en  plus  à  se  conf(Midre  avec  ceux  de  la  série 

a  .1  -  

e  ^     /   -  [(/,;  cos{x\/an)-\-  b„  sin(x{f(in)], 


3o8  (1KVVRES     DR    CHARI.  KS     IIKUMITI 

OÙ  l  on  suppose 

a 


''^J^oo  \\/an/ 

b„=  -    I         e    *"  F  / -— =  \  sin.r  c/^. 
~  •  _  oo  \/an 


Ces  expressions  en  série  au  niojcn  i\\\  polynôme  L„,  d'après  une 
observation  importante  faite  par  M.  BienaynK'  à  l'occasion  diin 
Mémoire  de  M.  Tchébichef  [  Sur  les  fractions  continues  [Journal 
de  M.  LiouKille,  année  i858)],  a|)parliennent  à  cette  caléj^orie  très 
étf'ndue  de  développements  qui  donnent  des  formules  dinferpola- 
tion  pai"  la  méthode  des  moindres  carrés.  Je  remarcjuf  i;ii  culin  (pi<' 
la  quantité  U,j  s'oft're  dans  la  tlu-orie  de  la  chaleur  cl  a  de  dc'jà 
considérée  par  M.  Sturm  dans  son  beau  Mémoire  sur  une  classe 
cP équations  aux  différences  partielles  (').  Si  Ton  désigne  par  a 
la  température  d'une  barre  non  homogène,  tie  petite  épaisse«ir, 
plac('-e  dans  un  milieu  d'une  tem|)('rature  constante,  on  a,  comme 
on  sait,  l'équation 

^  dt   ~         dx  "■ 

Considérant  le  cas  où,  pour  .i-=ç.  /  ^  7.  la  (onction  u  s'annuh' 
avec  ses  n —  i  premières  déri\ées  par  i-ajiporl  à  x.  .M.  Stiirui  donne 
l'expression  suivante 


où  l<;  polynôme  P,  en  faisant 

fia 


poui 


F  = 


deui 


■Z-" 


(  7.n  )        I  i  //  —  2  }         I  .  ■>.  rxn  —  4  )         1  .  2 . 3  t  >  n  —  (i 

I 


(  )r.  on  a   ainsi   prc'cisémenl  la  fon((M)n  — l  .,.,  en  supposant 

la  c(jnstante  a  éi;ale  à  -• 

(')  \oir  Journal  de  Liouvtlle,  l.  I,  p.  ?>-'i. 


EXTI5AIT 


LETTRE  '  DE  M.   HERMITE  À  M.  BORCH.iRDT 


Journal  de  Crelle,  t.  64,   i865,   p.  294. 


/ 

«  Partant  de  ce  résultai  si  Ijeau  de  Jacobi,  savoir 

\  Il  —  -j j 

1.2.../?  .2"  dx" 

j'ai  considéré  des  polynômes  à  deux  variables 

d'H  X-  ^  y'-  —  \)" 
dx^dy'^ 

sous  la  condition  a  -|-  ^j  :^  /?,  ou  plus  généralement 

d" { ax^ -f-  'ihxy  -^  cy''-  —  1 1" 
dx^  dy^ 

en  imitant  exactement  comme  vous  voyez  le  mode  de  généralisation 
pour  passer  des  séries  elliptiques  ^c'"'^'"'"  aux  séries  abéliennes 

Je  songeais  en  même  temps  à   la  moflification  correspondante  à 


(  '  )  L'ae  exposilioii  plus  délaillée  liu  >ujel  trailé  dans  cellu  lettre  se  trouve  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  i86.5,  séances 
du  20  et  27  février,  du  6  et  i3  mars.    Voir  aussi  Hermite,  Œuvres,  t.  II,  p.  319. 
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apporter  au  ra(li(Ml  ^   i  —  2<i .r  -{-  a-,  et  ct-sl  aux  expressions  sui- 
vantes 

y/ 1  —  j».  rt  .r  —  7.  h  y  -t-  a-  -\-  b-, 
ou 


y/ 1  —  >  a ./'  —  À  h y  -r-  A  a'^  —  ■>.  H  ah  -i-  Ch-, 

que  je  me  suis  arrêté  Icuil  d  ahord.  F^a  i;ran(le  importance  «lu  (h've- 

loppement   de    la    fraelion   :   ai)pelait    é"alement    mon 

rr  I  —  2«.r  -t-  <z-      '  ' 

attention  sur  l'expression -, ; t->  et  c  est  ici  que 

'  I —  iax  —  2oj-T-a'-^t-u^  ' 

j'ai  un  premier  résultat  à  vous  indiquer. 

»   Soit  en  elVet 


I  —  2  a.r  —  i  by 

Ua,p  sera  un  polynôme  entier  en  ^  et  jk  du  dej;ré  a -f-  3,  et  l'on 
aura 

'-'a.pUy,grf.r<'/j  =  o, 


// 


l'inléjirale  étant  prise  entre  les  limites  définies  par  la  condition 

sous  la  condition  que  la  différence  a+|j  —  y  —  5  ne  soit  pas  nulle. 
Mais,  en  intégrant  le  produit  de  deux  polynômes  diUérents,  on 
n'obtient  plus  zéro,  s'ils  sont  «lu  même  degré.  Pour  rétablir  l'ana- 
logie a\ec  les  Ibnctions  dune  \ariable  ayant  pour  origine  le  d«''ve- 

loppement  de  et  (lui   semble  ici  se  perdre,  iai   pensé 

à  déduire  des  polynômes  l  a,^  d'un  même  degré,  d'autres  en  même 
nombre  qui  en  dépendent  linéairement,  auxquels  je  donne  la  déno- 
mination Va^p,  de  manière  à  avoir 


f  fl\.?yr,zd.rdy  =  n, 


toutes  les  fois  que  les  (\eu\  in«ll(«'S  a  et  p.  ■■'  et  o  ne  seront  pas 
simultanément  égaux.  Ce  sont  pr<''cis«''menl  ces  pfdvnomes  <|ui 
m  ont  donné  la  généralisation  des  fonctions  de  I.egendre  (pie  je 
recherchais,  mais  il  est  nécessaire  pdiirccla  de  sortir  de  l'expression 

1  —  2ax  —  2  Oy  -r-  a-  -j-  //-  «pu  a  scr\  i  «le  point  de  «lépart. 


EXTK.VIT     d'une     I.  E  T  T  K  K    A     M.     B  O  U  C  II  A  K  D  T.  3ll 

»   Coiisidéraul  la  lorine  ternaire;  en  «,  />»,  c 

C--+-  lacx  H-  ibcy  -i-  d^-^  b^, 

j'observe  qu  elle  a  pour  loriiie  adjointe 

( c  —  ax  —  h  Y  )'-  ~  {  Cl'-  -\-  h"- )  (  X'-  -i-  /^  —  i  )  • 

or  en  v  faisant  pour  simplifier  c  =  i ,  c'est  le  radical 

v/(  I  —  a  a-  —  67  )■-  —  (  «2  ^  b-){  .r2  -v-  y"^  —  \), 

dont  le  d(''\eloppeinent  donne  naissance  aux  polynômes  V^^^,  et,  si 
l'on  fait 

v/(  I  —  a.r  —  by)-  —  (  n--^  b-  )(  x'^ -^  y'-  —  1  )  =  ^  a«63  V^  g, 

on  aura  ce  nou\eau  résultat  : 

»    Soit 

.  n.n  ~  \  .  .  .11  —  a  -I-  I 

a-+-i  =  «, =  «a, 

I  .  u .  j .  .  .  a 

les  polynômes  V  a.p  seront  expriuK'-s  de  cette  manière  : 

n^  d"(x-^-hy^— \)" 


V,.«  = 


I  .  2 . 3 ...//.  4  '  dx=^  dy'^ 


et  l'on  obtient  l'analogie  aussi  complète  que  possible  avec  les  fonc- 
tions de  Legendre.  Opérant  donc  comme  le  fait  Jacobi  [Journal, 
de  Crelle^  t.  2),  au  moyen  d'intégrations  par  parties  successives, 
je  trouve  quelle  que  soit  la  fonction  F(j?,  y) 

J  J         ^'-^  dx^  dy'^ 

=  ^-'''J  J    dx^dy^   i^^-^r^-^rdxdy, 
entre  les  limites 

Xi-^y^<l. 

J'en  conclus  que 


/     /   Va.;i  Vy,g  dx  dy  =  o, 


si  les  degrés  a  +  ^â  et  y  +  0  ne  sont  pas  les  mêmes,  comme  cela 
devait  être  en  effet  d'après  la  dépendance  des  polvnomes  \  ^.p 
et  Ua,p. 

»   La  propriété  caractéristique  des  fonctions  V^^p  consiste  en  ce 
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(juc  I  ('■([nation 

>i  Ton  fait  abstraction  du  ('a(it»'nr  ./•  ou  y,  suivant  que  a  ou  ^  est 
impair,  représente  une  coiirhe  ferint^e,  la  distance  d'un  quelconque 
(le  ses  points  à  lori^ine  étant  moindre  que  lunilé,  de  sorte  quelle 
est  comprise  dans  1  iiiU-rietir  du  cercle 

x'  -+■  y-  =  1 . 

Daprès  l'égalité  fondamentale 

/     /  Ua.fi  N'y, 5  dcr  dy  =  o, 

tant  qu'on  n'a  pas  à  la  fois  a  =  y  et  |j  =  o.  on  voit  que,  dans  l'inté- 
rieur de  ce  cercle  ^--f-i  -=  i,  toute  fonction  T^x,  ))  pourra  être 
développée  de  ces  deux  manières 

F(a-,  y)  =  2  AUa.p,  V{T,  y)  =  ^BVa.p, 

qu'il  semble  impossible  de  ne  pas  considérer  en  même  temps.  J'ai 
déjà  trouvé  un  fait  semblable  d'un  double  mode  de  développement 
en  m'occupant  des  polynômes  tirés  des  déri\ées  de  la  fonction 
^„.v'+2/-.n+iv*  (^Comptes  rendus,  1864)  ('). 

»   Les  intégrales  suivantes  qu'on  obtient  facilement, 

dx  dv 


II 


(i  —  20  X  —  j.  bv  -T-  a-  —  h'  \{\  —  ■}.  a'  X  —  ■>.  I)'  y  -^  a'-  -H  //-  ) 
b'  —  ba' 


arc  lang 


// 


ab'  —  ba'  ^  1  —  aa'  -  •  bb' 

dx  dv 


(\  —  -ia  X  —  2b'y  -j-  a'2-r-  b'-)  [(  1  —  ax  —  by  }-—{a-^  b- )  {x--i- y'^—  1  )J- 
|()ff(i  —  na' —  bb'  }, 


bb 

X-  -h  y^=\, 


suffisent  pour  établir  les  points  essentiels  de  la  théorie  des  fonc- 
tions U  et  V;  je  donnerai  plus  tard  dans  les  Comptes  rendus 
quel(]iies  autres  détails.    » 

Paris,  27  janvier  i865. 
(')   Voir  aussi  Hermite,  Œuvres,  l.  Il,  p.  -ujS. 
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Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure, 
i''  série,  t.  II,   i86),  p.  49- 

/ 


Une  question  relative  à  un  certain  mode  de  développement  en 
série  des  fonctions  de  plusieurs  variables  repose  sur  la  détermina- 
tion de  l'intégrale  multiple 


-//■■•/ 


dx  dv  ■  ■  ■  du 


PP 

où  les  quantités  P  et  P'  ont  pour  expression 

F  =  I  —  lax  —  •>  br  — ...  —  -i  l u  -i-  a-  -h  b^  -h .  . . -^  l- , 
P'  =  I  ^ —  la.i-  —  ib' y  — . . .—  2/'m  —  a'--;-  6 --i-. . .  -I-  /'-, 

et   l'intégration   devant   être    étendue    à    toutes    les    valeurs    des 
variables  x^  y.  ....  m,  qui  satisfont  à  la  condition 

X--I- y--\-.  .  .^  u'-^\. 

En  posant 

Q  =(i  —  ar —  br  —... —  lu  y-  —  (a-~  b-^...-\-  l^)(x--^ y^-^...-^  u-  —  i), 

la  même  question  exige  aussi  la  détermination  de  l'intégrale 

dx  dv . .  .  du 


-ff-f 


PVQ 


entre  les  mêmes  limites  que  la  précédente.  Me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  seulement,  et  en  employant  les  méthodes  élémen- 
taires, je  \ais  développer  le  calcul  |)ar  lequel  on  obtient  leurs  va- 
leurs. 


3l4  (*:i   VKKS     I)K    CIIAHI.  i:S     IM.KMITE. 

Soit,  pour  ahrcgrr, 

/•-  =  rt-  -i-  /}'-. 

/•  2  =  a'--+-  b-  ; 
j  inlrdtlinrai  coniino  aiixiliairt'  un  ani;le  0  (h'-lini  pat'  les  ('i^arih-s 

aa' -h  bb'              .            ba' — ab'         .    . 
; =  cosfj,  ; =  sinO, 

et  je  ferai  un  |)r('niier  chaniieinent  de  variable,  saxoir 

Oz  —  br.  bl  —  a  r. 

par  lequel  l'intégrale  A  prendra  cette  forme  plus  simple 


r  r ^ 


cosO  -1-  r,  sinO  i  —  r'"- 1 

Les  limites  d'ailleurs  seront  déterminées  comme  précédemnKmt 
par  la  condition 

de  sorte  que  Tintégration  par  rapport  à  r,  devra  s'effectuer  depuis 
r,  ^  —  y/i  —  ;-  jusqu'à  y,  =-L-y^i  —  ;-'.  On  trou\p  ainsi  pour 
résultat 

I  I  I  ■>, /-'(î  COsO  — \/' l  ^2  gjj^O  )_^  ,.'2 

lu" 


\—iri^-\-r-i  ur'sinO      "  i  —  -2  /•'  (  f  cos  0  -+-  y/ 1  —  ^^  sjn  f)  )  -^  r'-  ' 

et  c'est  cette  expression  quil  reste  à  intégrer  de  ç= — i  à  ;^-)-i. 
En  posant 

s   =   COS'J, 

on  obtiendra  pour  A  la  \aleur  suivante 

.  I  r      ,  «in  13  ,       I — .>. /•' cop ( es -+- 0 ) H- r'^ 

A    =    ; — : — r      /  (/ v l(  i  IT  -. ' -, jr  y 

■i.r  i,\n^  J^  ■   I  —  •>.  /■  eus  o  -r  r-         i  —  -ir  cos  (  (f  —  0  )  h-  r  ^ 

ou  |)lutôt.  en  mMlli|>liant  et  di\isant  par  /•, 

_  I  r     ri '  /'sino  I  —  a/-' cos(«p -1- f))-f- r'2 

i(bd — ab')J^         ^1  —  2r  costp -r- /•*      "^  i  —  2r'cos(!p  —  6)-i-r'* 

Cette  intégrale  définie  se  trouxe  aisément,  comme  on  va  soir. 


SIR  DEUX  INTKGKAI.es  DOUBLES.  3l5 

Je  supposerai  expressément  que  /•  et  /"'  sont  tous  deux  moindres 
que  Tunité,  de  manière  à  pouvoir  faire  usage  de  ces  développe- 
ments : 

=  /■  sino  -+-  r'^  sin  2q  -f-  r^  sin  3'j  H-.  . . 


I  —  ?./■  costi  -I-  r* 


Iug[i  —  Ar'  cos(<p  -+■  6)-i-  r'2] 


=  r'  cos  (  !5  -H  0  )  H cos  2  (  'f  -f-  6  ;  H — r-  cos  3  (  a  -f-  6  j  -h . . 


-  log[(  —  '2r'  cos(  m  —  0  j-+-  r'-J 


=  r'  cos  (  œ  —  6  )  -i cos  '2  (  'y  —  6  )  h — —  cos  3  (  o  —  6  j  -j- . . . . 

On  conclut  des  deux  derniers 

I,        I  —  -ir' cos('v -r- 6  )-i- /-'^ 

—  log  ; ' ; — 

4  I  —  2  /■  cos  (  ç>  —  n  }-i-  r  - 

/'  "    .  .  A"  "^    . 

=  r  sine;  sin  0  -; sin  29  sin 2 G  H — r-  sin 3'^  sin  3  0  -h.  .  . , 

de  sorte  que  1  on  est  amené  à  intégrer  entre  zéro  et -le  produit  de 
deux  séries 

(  /•  sin«p  -H  r-  sin 20  -!-  r'^  sin  3  'i  -i-.  .  .) 

/   ,    .  .  /•'-    .  .  r'^    .  .  \ 

X  f  /•'  sin'v  sinO  H sin  2'i  sin  26  h — --  sin  3o  sin  3  6  -h  .  .  .  ). 

\  ■  -2  •  3  '  / 

Or,  en  vertu  des  relations, 

J'       rf'y  sin/H'-p  sin /i'j  =^  o, 
0 

/da  sin-mo  =  —, 
'        ■■' 

on  oi)tient  ainsi,  pour  la  valeur  de  .\,  ce  développement 

r-  r-                    r^  /•'■*  \ 

rr  sinO  -r-  sin 2 6  H 5 —  sin  3  6  -h,  .  .  ), 


ba  —  ab'  \  2  3 

et,  d'après  les  formules  connues,  on  en  conclut  immédiatement 

.  -  I       ,      I  —  /-/-'e^^^"' 

A  =  - — ; j-  — : lo<r ^=  • 
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Observant  enfin  que  l'un  peut  écrire  successivement 

1  —  /•/■'(cos6  —  \f —  I  sinO) 
I  —  /•/•'  (  cos  9  H-  / —  1  si  11  6  ) 
/•/•'  sinO 

I   /•/•     CDSO 


loi 


1  —  rr'  e^*-! 


=  loi 


v/- 


=  los 


I  —  rr  cosO 

bn' —  ab' 
I  —  aa  —  bb' 


ba  —  ab' 


B  = 


I  —  aa —  bb' 

on  arrive  définitivement  à  ce  lésultat  très  simple 
.  T  ba  —  ab' 

A   =    7 ; r-;  aiC  VàV\<l  ; 7-77- 

ba  —  ab  '    i  —  aa  —  bb 

Je  considère  en  second  lieu  l'intégi-ale  B,  savoir 

dr  dv 


"      {i—  ?a' X  —  -Î b'y  -i-  a'2  —  6'2  ) [(  \  —  a:r  —  by  Y-—  (a^--^  b^)(  j-2 -t- jî  — i )]2 
elle  devient  d'abord,  j)ar  la  substitution  linéaire, 


a'I-b'Ti 


y^ 


b'^-~a' 


f.f 


d^  dt] 


(  I  —  2  /•■;  -^  /•'■^)[(i  —  rcos6ï  —  /-sinOr,  )'^— (;"--»-  t/^—  ï)r'^]' 


ce  qui  conduit  à  intéorer,  en  premier  lieu,  par  rapport  à  la  va- 
riable r,.  Il  convient,  à  cet  ellet.  demplojer  des  logaritbmes  ima- 
ginaires, en  se  servant  de  la  lorinulc 


/ 


dj 


J    ^/\:ri-^.,Bx^C        v/A         \      y/ A 


Ar-t-  B 


-I-  v/A  x-  -I-  i  B  . 


et  en  remanpiant  (|ue  les  valeurs  b'mitcs  de  r,  donnent  ç--|-r/-^i, 
la  racine  carrée  placée  sous  le  signe  logaiilbmique  pourra 
s'extraire  et  deviendra  simplement 


I  —  r  eus  9;  —  /•  sinOr^. 
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Quelques  réduclions  faciles  à  voir  donneront  pour  résultai   de 
cette  intégration,  par  rapport  à  r, ,  entre  les  limites  r,  =  —  y/i  —  ç-, 

r,  =  +  ^/ 1  —  ^-,  la  quantité 


lo 


I  —  r  cos6  (^  — /—  '  v^'  —  $-) 


et  il  s'agit  de  l'intégrer  par  rapport  à  ç  entre  les  limites  ç  = 


C  — 


+  1 


Je  ferai  comme  précédemment 

\  =  coscp, 

ce  qui  donnera,  après  avoir  multiplié  et  di\isé  par  /■',  l'inU-grale 
définie 


=       ,'  f 

rr  cosf) .  / 


/•'sino  I       ,       I  —  rcosôe?'-! 

dv> ; ■ r^  -7=  log r^ 

'   ,_2,-  cos'f -r/-- yCTT  ,_  ,.  cos6e?^-i 


et,    en  admettant    toujours   la    supposition  déjà   faite  de   /•  el   /' 
moindres  que  l'unité,  je  ferai  usage  des  développements 

r' ^ino  ,   .  ,  ., 

-—  =  /-  siii'j  -I-  /•  ^  sinacs  -+-  /•  ^  siii  ocs  -h.  .  ., 


—  ir  COSC5  -^  r  - 

I        .       I  —  r  cosOe-?^— 1 


log 


i  \l —  I  I — rcosOe?*'^' 

.    .  /•-  cos-6    .  r^  cos'6    .    „ 

=  /•  cosr)  sin  9  H sina'j  -i suioo  -\-.  . . . 

'2  '3 

Maintenant,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  zéro  et  7t  le  produit 
des  seconds  membres,  on  trouvera  immédiatement 


B  = 


/•/•'  cosf) 
c'est-à-dire 

B  = 


r      ,         ,         (  rr' coi  H  }-         (/■/-' cosB)3  "1 

/•/•  cos  ')  H 1 ; n .  .  .     , 

L  2  i  j 


/■/•' cosfJ      '^i  — r/'cos6        aa -\- bb'     *  \  1  —  «a' — bb' 

C'est  le  résultat  que  je  me  proposais  d'étaiilir;  je  me  borne  en 
ce  moment  à  remarquer  que  les  constantes  a,  b,  a' ,  b'  n'y  entrent 
que  par  les  produits  ad  et  bb',  de  sorte  que  l'intégrale  ne  cliange 
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pas  en  v  remnliicanl  a  el  a   par-»  «'/,  el  b  cl  h'  |)ai— ,  h'  u.  Kola- 
1.1'  \        i  '       1/ 

llvement  à  A,  il  est  possible  seulement  de  chani;er  a  et  6,  d'une 

j)art,  en  at.  ht\  a'  et  b' ,  de  l'autre,  en  — »  — ;  ce  sont  ces  propriétés 

qui  servent  tie  point  de  (lé|)arl  à  Textension  aux  loncllons  de  plu- 
sieurs variables  de  la  théorie  des  fonctions  X„  de  Leyendre. 


SUR 

QUELQUES   DÉVELOPPEMENTS  EN   SÉRIE 

DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


Comptes  renditx  rie  l' Académie  des  Sciences,  t.  LX,   i865  (I), 
p.  370,  43'.^.  4^1  61  5i'2. 


Les  recherches  que  j'ai  eu  riu^nneur  de  communiquer  à  l'Aca- 
démie sur  les  dérivées  des  di\ers  ordres  de  l'expression 

e-?.c,j-,2,...) 

où  'z,(x^  y^  z,  . . .)  représente  une  forme  quadratique  définie  el 
positive,  et  dont  se  tire  un  mode  de  développement  en  série  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  f'),  m'ont  amené  à  faire  une  étude 
attentive  des  fonctions  X„  de  Legendre,  comme  offrant  l'exemple 
le  plu?  important  et  le  type  des  propriétés  que  j'ai  remarquées  dans 
les  polynômes  \L„,n\n\...  définis  par  léquation 

M^  t  n  ){  n  )\  n  )       '  "" 

Jai  été  ainsi  conduit  à  une  généralisation  sous  un  nou\eau  point 
de  vue  de  ces  fonctions  X«,  je  \eux  dire  à  un  système  de  poly- 
nômes d  un  nombre  quelconque  de  variables  ayant  une  même  ori- 
gine que  ceux  de  Legendre,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  pour  les  quan- 
tités L  «,«.«■', ...;  et  îi  1  égard  desquels  on  retrouvera  la  plupart  des 


(')  Comptes  rendus  de  /'Académie  des  Sciences,  t.  LVtlI,  séances  du  11  jan- 
vier et  du  8  février.  Voir  aussi  Hkrmite,  Œuvres,  t.  II,  p.  293. 
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propositions  de  rillustre  yéoinèlrc,  et  iikmiic   ruualo^iie  du   IjtMii 
lliéurèinc  de  ,liieol)i,  sa\()ir  : 

1  (l"{  ./•-  —  I  )« 

A/1  = 


.n.i'^  dx" 


Ce  système  de  polynoines,  et  un  autre  qui  s'y  joint  immédiate- 
ment, conduisent  à  des  développements  de  fonctions  de  plusieurs 
variables,  Jr,y,  :;,  . . .,  dans  Télendue  limitée  par  la  condition 

ou  plus  généralement 

le  j)remier  membre  de  l'inégalité  étant  wne  forme  cpiadratitpie 
définie  et  positive.  La  méthode  si  féconde  et  si  connue  depuis 
Fourier,  consistant  à  déterminer  les  coefficients  par  lintégralion 
après  avoir  multiplié  la  fonction  |)ar  un  facteur  conxenable,  s'ap- 
plique encore  dans  ces  nouvelles  circonstances,  mais  avec  une 
modification  qui  semble  caractéi'istique  pour  les  fonctions  de 
plusieurs  variables.  L'intérêt  de  ces  nouveaux  développements, 
d  ailleurs,  consiste  surtout  en  ce  que  les  variables  y  sont  Iraiti'es 
simultan«''menl,  de  sorte  qu'ils  ne  résultent  pas,  comme  le  plus 
souNcnt,  de  ra|)plication  répétée  du  même  procédé  sur  chacune 
des  quantités  x^  y^  ;,  ...,  successivement  considérée  coinim; 
variable  unique.  Lnfin  on  [)eut  présumer  (pie  ces  polvnomes  donne- 
ront la  solution  de  questions  de  mininuun  ou  d  interpolation  du 
genre  de  celles  qu'a  traitées  M.  Tchébichef,  et  cette  étude  a  été 
amenée,  je  dois  le  dire,  par  dl\ erses  (jiiestions  (jue  m'a  posées  plu- 
sieurs fois  sur  ce  sujet  notre  sa\anl  confrère. 


L'expression 

I  —  -iax  -^  a^. 

qui  donne  naissance  aux  fonctions  de  Legendre  et   aux  formules 
Irigonométriques  pour  la  multiplication  des  arcs,  d'après  ces  rela- 


SÉRIE    DE    FONCTIONS    DE    PLISIEIRS    VARIABLES.  3>I 

lions, 

(  i  —  -iax  -ir  a-  )    -  =  ^  a"  .\„ , 

„,    .       -v^        sinff/i -I- i)  arc  cosr  1 

(i  —  2ax  -+-  rt^)-»  =  y,(^"  — 

■^^  /i  —  x- 

sc  prèle  au  mode  de  généralisalion  décomerl  pai^  Gtipel  et  M.  Ro- 
senhain  pour  j)asser  des  séries  elliptiques  de  Jacobi  aux  fonctions 
abéliennes  d'un  nombre  quelconcpie  de  variables.  En  comparant 
en  eilet  ces  deux  expressions 


^   g;u(2/«.r+//i»a)) 


2>    gin  2mx+-2iiy-hg-m^+2hntn+g-'ii'') 
AU  ' 

on  est  amené  naturellement  à  l'étendre  de  cette  manière 

I  —  -2  ax  —  2  h  y  -1-  ga''-  -^  i  hab  +  g'  è'-', 

OU  bien,  avec  n  variables,  x^  y,  z,  . . .,  u 

I  —  lax  —  "iby  — .  .  . —  ikii  -h  o{a,  h,  c,  .  .  . ,  A), 

cp(c/,  ^,  c,  .  .  .,  A)  étant  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré 
en  c/,  6,  ...,  k.  Mettant,  avec  une  indéterminée  de  plus,  sous 
forme  homogène, 

/-  —  lalx  —  ibly  -t-.  .  . —  iklu  -+-  «p(a,  6,  ...    k). 

nous  considérerons  également  sa  forme  adjointe  ou  contrevariant 
quadratique  qu'on  obtient  aisément  comme  il  suit.  Soient 

'!/(«,  b,  .  .  .,  k) 
la  forme  adjointe  de  'i,  A  son  invariant,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouvera  pour  résultat 

[/!-/(«,  6,  ...,  A- )J2 -<{/(«,  ^;,  ....k)['l(x,r,  ...,«)— -Pi- 
xels sont  les  éléments  algébriques  qui  serviront  de  point  de  départ 
à  nos  recherches;  nous  nous  bornerons  toutefois  à  deux  variables 

H.    —   II.  21 
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el  au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose 

ce  qui  conduit  aux  quantités 

1  —  iax  —  >.!>  y  -r  «-  -r-  />'-, 
(i  —  ax  —  byY  —  (<7*-H  b'-)  ix--^  y"- —  i) 

=  1  —  lar  —  1  by  -f-  a  -  (  i  —  r-  )  -•-  v.  ab  xy  -—■  b-(i  —  x-  ). 

Gela  posé,  les  fonctions  dont  nous  allons  étudier  les  développe- 
ments sont  les  suivantes  que  nous  réunissons  en  deux  groupes, 

savoir  : 

( F  —  lax  —  1  by  4-  rt'  +  62 )-i , 

_  1 
[i  —  lax  —  1  by  -f-  <7-  (  I  —  )'-  )~-  -xab  xy  -t-  b-{\  —  x-)]    - . 

el  en  second  lieu 

_  3 

{ I  —  lax  —  x  by  -t-  «-  -t-  6-  )    ^  ^ 

i 

(  I  —  x"-—  y-)-[i  —  lax  —  i  h  y  -I-  «2  (  i  —  jK-  ;  —  ■?.  a6  rr  -I-  62  (  1  —  r-  )]  -' . 

Leur  analogie  avec  les  fonctions  d'une  variable,  qu'elles  com- 
prennent comme  cas  particulier  en  supposant  b  =  o  et  r  =  o,  se 
rapporte  donc  à  la  fois  aux  polynômes  de  Legendre,  et  aux  for- 
mules pour  la  multiplication  des  arcs  dans  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 

II. 

Soit  en  premier  lieu 

(I  -j.ax  —  A  by  -h  a2  -f-  b-  j-'  =:  V  a'"  b"  \'„,,„. 

On  reconnaîlru  immédialement  que  \  ,u^n  c^\.  un  polynDine  entier 
en  X  ely^  du  degré  m  -\-  n,  mais  ayant  x"^y"  pour  seul  el  unique 
terme  de  ce  degré.  On  aura  par  exemple 

^  0,0  =   '  , 

Vi,o=  -ix-, 
Vo,i  =  ij', 
Vî,o=  l-r2— I, 
Vi,i=  ^.ry. 


<•[ 
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Vo,2=4.)--->. 

V3.o=8.r^'--.1.r, 
V.>,i=  -^ÀJ-'J"  -  i  K, 

^'l,2=  24  37-2—  \x, 

y 3,1  =  (]^x^y  —  ■i'i  xy, 

^•2,2  =  963--j»'2  —  12a--  —  1  -ly-  -i-  2, 

Vo  4  =  I  fi  r*  —  I  ■>  )'-  —  i , 


Réciproquement  on  pourra  exprimer  ^'" y"  en  fonction  linéaire  de 
A  //,,«  et  des  polynômes  du  degré  moindre,  de  sorte  que  la  formule 

/  ^  ^/ii ,11  '  /II, Il 

représentera,  en  déterminant  convenablement  les  constantes,  tout 
|iolynome  entier  en  x  et  y.  Voici  maintenant  leur  propriété  fonda- 
mentale. 

Considérons  l'intégrale  double 

A=   /     1  dxdy(i—>.ax  —  '^.bf  —  a--\-b^)-U\  —  ?.a'x—>.b'y-J!-a'--hb')^, 

les  variables  étant  limitées  par  la  condition 

Un  calcul,  pour  lequel  je  renvoie  aux  Annales  de  V  Ecole  i\or- 
male  supérieure  (année  i865)  ('),  conduit  à  la  valeur 

.  ~  ah' —  b(i' 

-^  =  —r- 7-^'*''c  tan- ; -— . 

ab  —  ha  1  —  aa  —  bb 

On  \oit  que  cette  expression  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a  et  l) 
par  at  et  bt^  «'et  h'  par— ^  — ?  de  sorte  que  t  doit  disparaître  dans 


mleorale 


^     ^  dx  dy^  a'''b"t'"+'^\  ,„_„^  a'\'b'''t   !•"•  ^Va,.,. 


(')    Voir  aussi  Hermite,  Œuvres,  l.  II.  p.  3i3. 
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Ci'Ia  e\it;c  que  l'on  ait 

/    I  </.rr/)\  „,,„Vjjt,v=  o, 
entre  les  liniiles 

lorsijue  les  degrés  m  +  n  et  u -^  v  sont  difl'érents.  Celle  propusi- 

lit»nmel  sur  la  \oie  d'un  (léveloppeineal  tel  que   X  ^'"«'^ '",«  poui> 

loute  fonction  ¥(x,  v),  les  variables  étant  assujetties  à  la  condition 
x--\-y-Si.  Elle  ne  suffit  pas  toutefois  pour  la  délerniinalion  des 
coefficients,  et  c'est  en  ce  moment  qu'il  est  nécessaire  de  consi- 
dérer la  seconde  fonction  dont  nous  avons  parlé,  à  savoir 

_  i_ 
[ I  —  9.0X  —  7by  -^  a^{i  —  y-)-^-îb xy  -+-  b- (  \  —  x-  )]    - . 


III. 


Désignons  par  L,„,«  les  polynômes  entiers  en  x  et  y,  du  degré 
///  -T-  /?,  ayant  pour  origine  le  développement 

[\—iax  —  iby  -^  a^-ii  —  y^)-\-  xabxy  -^b''-{i  —  x^-  )\    -  =  >,  «'"  6"  U,„,„, 
et  dont  \()ici  les  premiers 

Uu,o=  I,  ^3,0=  -  (5a"S-i- 3^7-2— 3x), 

3 

3 

Uo,i=j>',  Ui,2=  -(3a7'2_t_j:3_^)^ 


Ui,i  =  23-JK, 


Uo,2=  ^(3jî+ar2_u^ 


L'intégrale  double.  |trisc  comme  précédemment  entre  les  limites 
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x^-hy^^  I ,  savoir 

B=  j    I   dxdy{\  —  la' X  —  2^'^ -(- a'-4- 6'2)-' 

_  j. 
x\\  —  lax  —  ■}.  hy  -i-  a-  (  I  — y-  )  -(-  '2  ab  xy  -\-  b-(i  —  x"-  )\    -, 

va  nous  donner  leur  propriété  fondamenlale.  On  trouve  en  efFel 

B  =       ,~  ,,,  log '-. rr > 

lia  ~-  l)b  I  —  au  —  bb 

valeur  qui  ne  change  pas  en  j  remplaçant  a,  b^  et! ^  h\  par  al,  bu^ 

—  J  — •  11  en  résulte  qu'on  a  oénéralement 
tu  T  0 


/         dx  dy  V,„ , „  U  j;., V  =  o , 


si  les  indices'/;?  et  a,  n  et  v  ne  sont  pas  égaux  en  même  temps;  et, 
dans  l'hypothèse  contraire,  on  obtient 


/      I    dx  dy\,n,nVm,n  = 


n  -h  i .  n  ~h  -2 .  .  .  n  -h  m 


ni  ^  n  ~T-  \  \  .1.  .  .m 


Nous  pouvons  donc  déterminer  maintenant  par  la  méthode  ordi- 
naire les  coefficients  du  développement  considéré  plus  haut,  savoir 


on  trouve  ainsi 


/     r   ,  T.  /i  -i-i.n-h  2.  .  .n  ^  m 

/     /   dxdyF(x,y){],n,n= A„,  „, 

lintégrale  étant  prise  entre  les  limites  x- -\- y- ^  i  ]  et  c'est  dans 
l'obligation  d'introduire  le  facteur  U,«,«  différent  de  Ym,/!,  que 
consiste  d  une  manière  générale,  nous  pensons,  à  l'égard  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables,  la  modification  caractéristique  dont 
nous  axons  parlé  en  commençant.  On  pourrait  également  poser 

mais  c  est  au  premier  développement  que  nous  nous  attachons  de 
préférence,  la  nature  du  polynôme  \Jm,n  permettant  de  reconnaître 
immédiatement  que  la  valeur  de  A,,,^,,  tend  vers  zéro  quand  /n  et  n 
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aiiiiiucnlciit .   Cela  rt'sullc  cUccliN  cincnl.   coiiimc  nous  le  Ncrrons. 
(If  l'(\|ti('ssion  suivanle 

'"•"  '~   I  .•>...»?.  I  .•>.  .  .n.J.'"-^"  dx'"  dy"  ' 

(iiic  nous  allons  clahlir. 


IV 


La  série  clonnce  par  Lagrange  pour  la  rcsoliiliou  de  rt'([iiali(,ii 

•3  =  X  -r-  af{z), 


c  esl-a-dire 


'^iz)=o(a-)-r-  -J\x)^'{x) 

a-    d  f-{x)^'  (x)  (û      d-  f'-U  x)  o'(  X  ) 


I  .  2  dx 


i.i.i 


dx- 


p<'nt  être  présenlée  sons  nne  anlrc  lornic  <pi  il  est  nécessaire  <l"éla- 
l)lir  pour  l'objet  que  nous  avons  en  \ue.  Supposons  (ral)onl  x^o, 
r/  =  I,  je  l'écrirai  de  cette  manière 


?<-)  =  ?(o)  +  [/(^)o'(^)],=o-- 


ou  encore 


d /'-[  c)cp'(  z) 


d  fU  Z)'^[Z) 

dz 


en  remplaçant  'j'(-)  par  '-5(3).  Mainlenanl  faisons 

f{z)=  V{x-^az), 
o(z)  =  ^(x  -+-  az), 

ce  (pii  (loniieia  ('xidemment 
/     'l*(x  -h  az)  ds 

=  l  (X)<t>{x)  + -/ \ ^— ; 

'  ^.■^  dx  i.vt.i  dx^- 
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En  difrérentiant  par  rapport  à  x,  on  en  conclura 

^^ — -  +  -j-^^lx  +  az) 

(i  dx 

_d¥{x)'^{x)  a     d'^?'>-{x)^{x) 

'~  dx  1.2  dx'^  '  ■  '  ' 

et  en  simplifiant 

a  d'^ix)^{x)         a"-    d^Y''-{x)^{x) 
I  dx  I . 2  dx- 

Mais,  l'équation  en  z  étant  maintenant 

z  —  Y {x  ^  az)-=  o, 


on  en  lire 


dz 

I  +  a  —r-    = 


dx        I  —  aY\x  -\-  az) 

de  sorte  qu'en  posant 

J(3)=j—  F(j7-i-az), 

il  viendra  en  dernier  lieu 

^ix-^az)       ^,    ,       a  dY{x)^(x)         a^     d-^Y'^(x)^{x) 


^'(Z) 


i  dx  I  .  2  dx^ 


Sous  cette  forme  nouvelle,  on  peut  appliquer  à  la  série  de 
Lagrange  le  procédé  qu'on  emploie  dans  les  éléments  pour  étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la  série  de  Tajlor 

h  h^ 

F(x-{-  h)=F(x)+  -F'(x)-J, F"(x)  + 

^        I  1.2  •^ 

Ainsi  on  fera  d'abord  x  =  o,  a  ^  i,  se  servant  de  ce  cas  parti- 
culier pour  y  introduire,  au  lieu  de  F(z)  et  <I>(-3\  les  fonctions 

F(x  -h  az,  y  ~{-  bz),     <P{x  -+-  az,  y  +  b z), 

et  l'on  parviendra  à  ce  développement  où  l'on  a  mis,  pour  abréger, 
F   et  <î>  dans    le    second  membre  au    lieu    de   F(a',j'),   ^(x,j), 
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savoir  : 

<l>(  .r  -(-  r/  c.  V  -4-  l>  z)  (/F«l>         <■/-    </-  F-<I> 

=*  +  <-/  — 1 j—^ 

(i.r  I  .  1      a.r- 

,  f/F'l'  ,    r/^F^'I» 

-hù~-~    -r-  aù   — j- 

fff  (/.r  a  y 

bi    rfiF^cl. 


^'(^) 


I . 2      dy^ 

-I-..., 
ou    l)l('ll 

<\U  X  -^  (I  z.    V  —  bz)  Sr^  a>"  h->  dm-n  p/;i+«(|, 


~  ^  i.î.  ..m  .\  .}..  .  .n        d.r'ii  flv" 


rS-  yz) 
réquation  en  z  clanl 

'Â{z)=  z  —  F{x  -\-  a  z,  y  -^  b  z)~  o. 

Cette  conséquence  de  la  foruiule  de  Lagrange  donne  le  théorème 
que  nous  avions  en  vue  d'élal)lir;  supjiosant  en  eirel 

F  (  .r ,  y  )  =  a-2  -t-  )-?  —  I ,         <I>  (  3",  j-  )  =  I , 

1  /  "     b     ..  ,  .         ,      . 

et  remplaçant  a  cl  o  par—,  —,  l  équation  dcMeiit 

On  en  tire 

1 

^\z)  =  \\  —  -xaT  ~  ib y  +  a^-{\  —  y"-)-^  labxy  -^  h''-{\  —  x''-)\'^ ^ 

et,  par  suite, 

_  i 
\\  ~  o.ax  —  % by  -^  «2 ( i  —  y'^)^iab xy  -^  b^(]  —  x-  )]    • 

^  a"'b"  f/'"+"C.r--(- v^— 1)'"+" 

Voici  ce  qui  résulte  de  cette  expression  pour  les  polynômes  U,,;,^. 

V. 

En  premier  lieu,  on  a  comme  pour  \„,,«  la  relation 
/     i  dxdy\},n,n'^^,y=o. 
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avec  la  condition 


quand  m  +  n  n'est  pas  ('j^al  à  a  H-v.  Nous  le  déduirons  de  la  for- 
mule suivante 

r  d"^{x)       _pf^""'*       t/F  cl''  "^^       cl'-¥  d''-3<P 

J       ^^^      d^      '^■^  ~       dx"^         dx    dx"'^     '     dx^    dx''—^  —■■  ■ 

qui  donne 


dx. 


d'  <Im  .r  )  /"  '^  '     X  '^^  F(  j-; 


f     Y{x)—^dx={-^)"   j     *l'.r) 


t/j"" 


dx^ 


en  supposant  que  «  et  b  annulent  ^{x)  et  ses  /^  —  i   premières 
dérivées.  Considérons,  en  efi'et,  l'intégrale  double 

avec  la  condition 


-9       ,         -,9  <' 


^■'-^JK^il, 

et  commençons  par  rapport  à  la  variable  y  l'intégration  qui  devra 
être  faite  entre  les  limites  —  y/i  —  x-,  +  v^'  —  •^'-  ^'^  aura 

z'  +  vi-'-^  (;l"'+''(x^--r-y-—l)"'^"' 

y  1        .1 

'"*"^  '"•'■'         c?"  Fi  .r.   K  )  <:/'"(.r2-Hj2 —  ,j/«-h« 


=  (— 0"    /  dy 


'-— v'i— >' 


de  sorte  qu'on  peut  écrire 

J  J  ^'-dy^^-^y^ 5^^4r 

^^-^rjjdxdy^^ 1^' 

Opérant  en  second  lieu  sur  la   variable  x,   comme  on  l'a  fait 
sur  J',  on  aura 

J  J  dxdj^Fix,y) ^-^^ 

r    r  f]m-\-n  Yix    V  I 
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et  la  proposition  annonct'c  s'ensuit  en  prenant 

F{T,y)=  IjV.v, 

et  supposant  |j.  +  v  •< //?  H- /? ,  ce  (pii  annule  éxidcMunenl  le  second 
membre.  Il  en  résulte,  connue  on  le  montre  aisément,  que  le  poly- 
nôme L,„,n  est  une  fonction  linéaire  des  divers  polynômes  V^,^,,^,,^ 
N  /«+//_  1,1,  . . .,  Vo,,„+«,  de  degré  m  -+-  n. 

Considérons  en  second  lieu  le  terme  gém^'.ral  du  dé\eloppement 
de  la  lonclion  (pn^lcinupie  ¥(x,y)  sons  la  forme 

savoir  : 


m  -^  i  .  ni 


/??  —  /i  -i-  I 


^      '^^ --^/«.n  =     /     /    "'•''  «^(X  ^^(■r,7)^m,n- 


En    appliquant   la    même    formule    au    second   membre,   on   en 
déduira 


\  .1. .  .m  ^  n.2'"+"A,„,„ 

yn+u      t       l     Jj.  (/y ,       -        (  j;2  _,_  ^2  _ 

J   J  -^        dx»'  t//''       ^  -^ 


=    I     l   dx  dy ,  (  1  —  .t2  —  v2 


2  V'-t-" 


ce  qui  introduit  sous  les  signes  d'intégration  les  puissances  d'un 
facteur  moindre  que  l'unité,  et  qui  sont  d'autant  plus  petites  que 
les  indices  m  et  n  sont  plus  grands.  Comme  on  trou\é  aisément 
d'ailleurs 


j    /  Ll'^dy{i  —  x^~y^, 


m  —  Il    —  1 


onaura,  si  l'on  anijclh;  o,,,  ,,  !»■  maximum  de  l'expression -, ,  ' 

sous  la  condition  x'--\-y-^i^  celle   limite  siqx'rieure  fort  simple 

de  S-m^rii  ^'ivoir 

A        <-  ^^'"■" 

\  .}..  .  .m  —  n  .2'"^" 

En    supposant   donc    que  ^-^^^ ne    dépasse    jamais    une 

^  '  *■        I .  V. . .  .  /n  -H  n  1  '' 
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écriai  ne  constante  k,  les  termes  du  déxeloppeineul  cousiciéré 
^    \w.//\  /ii.n  ne  (lépassei'onl  pas  non  plus  ceux  de  la  série;  suixante 

/'■^^^' " 

r.'p- cs(Mitaiit  la  fonction 

/i(i  —  iax  —  ùy  -f-  rt'^-t-  6-)   ', 

(laii>  I  livpollièse 

«  =  -  et  b  =  -  • 

Mai?  daulres  propriétés  du  polynôme  L/„,„  vont  encore  nous 
montrer,  et  indépendamment  de  la  transformation  précédente, 
que  la  \aleur  de  A,,,^,^  diminue  quand  les  indices  augmentent. 


VI. 

On  sait  que  la  fonction  X„  de  Legendre  reste,  quel  que  soit  n. 
numériquement  moindre  que  l'unité  lorsqu'on  fait  variera:  de  —  [ 
à  +1,  et  que  l'équation  X,,  =  o  admet  entre  ces  mêmes  limites 
n  racines  réelles  et  inégales.  Par  conséquent,  dans  l'intégrale 

j        ¥{.r)\nd.r, 

F(.r)  se  trouve  multiplié  par  un  facteur  qui  change  n  +  i  fois  de 
signe  entre  les  limites  et  sans  dépasser  l'unité.  Or,  aux  infînimen( 
petits  près  du  second  ordre,  une  fonction  prend  des  n  aleurs  égales  el 
de  signes  contraires  av.int  et  après  son  passage  par  zéro,  la  fonction 
F(.r)  variant  alors  infiniment  peu,  on  voit  que  le  facteur  X„  a 
pour  eftet  d  amener  dans  le  voisinage  de  ses  racines  des  éléments 
de  l'intégrale  infiniment  peu  différents  et  de  signes  contraires, 
d'oii  résulte  que  l'intégrale  diminue  de  valeur  quand  le  nombi'c 
de  ces  racines  augmenle.  Des  considérations  semblables  s'ap- 
plujuent  à  l'intégrale  double 


// 


dx  dy  F  (  j-,  j'  )  U  / 
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doiil  k'S  luiiitos  sont  (IcloriiiiiUTS  par  ht  condition 

et  rej)Os«'nt  sur  les  propru-li-s  sui\anlcs  du  poljnoinc  U,«,/,. 

Supposons  que  les  variables  x  el  y  représentent  des  coordonnées 
rectangulaires,  la  courbe  donnée  par  l'équation  U,„^„=  o,  abstrac- 
tion faite  du  facteur  x  ou  y^  suivant  les  cas,  sera  toute  comprise 
dans  lintérieur  du  cercle  x--'t-y'-=];  de  plus,  elle  sera  ren- 
contrée en  m  points  par-  une  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  el 
en  n  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées.  Ce  sont  les 
cbangeiiients  de  signe  du  facteur  U,«  «,  résultant  de  ces  intersec- 
tions, qui  amèneront  dans  les  intégrations  relatives  à  x  ou  à. y  les 
mêmes  conséquences  et  la  même  conclusion  que  précédem- 
ment ('  ). 

Le  premier  point  résulte  d'une  forme  de  développement  de 
l'expression 

_i 

[ i  —  2ax  —  2 by  -+-«-(!  —  y-  )-+-  >ab xy  -f-  b'-(\  —  x"^)]    - , 

qui  s'obtient  de  la  manière  suivante.  Soil  pour  un  instant 

I 
I  —  ax  —  by 

elle  pourra  s'écrire  ainsi 

_  i 

ce  qui  donnera  la  série 

«  -f-  -  ia"^ ->r  b"- )  i x"^ -\-  y"-  —  ï )  lû -^ '—  (a^-^  b"- )2 (  a-2 -t-  1-2  —  n^  «s  +  .  .  . 

2  "^  2.4 

I  .  3  .  j  .  .  .  2  /(  —  I       „       ,        ,    , 
2 . 4  .  b .  .  .  2  «  ^  -^ 

Faisant  encore 

ax  -\-  b  y  =^  z. 


(' )  Je  (luis  faire  reiii;ir((uer  toutefois  une  dilTérence  en  ce  qui  concerne  le 
maximum  de  U„,  „  égal  à  l'iinilé  lorsque  l'un  des  indices  est  supposé  nul,  et  dont 
l'expression  générale  est 


\  .x. .  .m.i  .2. .  .11  \ni  + 


-  tn    _  -  n 

Il  j       ^jn  -r  n  j 
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(le  manière  à  a\oir 

I 
Il  = 


I  —  z 
el,  par  suite, 

du  I  d-  a  I  .  ■>.  d"  u  i .  > .  .  .  n 


dz        (I  —  z)'  dz-        ii  —  z)-^  dz"         (i  —  z)"^^ 

OU  Ijien 

du  d-  Il  d"  u 

—r-   =    M-,  —r--    =1.7  «  ',  ....  —, =   I  .'....  /l  .  M"-^l  1 

(/2  dz'-  dz"  ' 

en  remplaçant  les   puissances   de   u  par   les  dérivées,   cette   série 
deviendra 

I         c/-  «     l    ,      ,  ,  ,  „ 

u  H — ; (  «-  -i-  t>*  )  (  .x-2  -H  X-  —  I  ) 

i.i    dz-    2  -^ 

I  (/♦  «      I  .  3  ,  ,  o     w       o 

I  .2.3.4     (/z*    2.4  -^ 

Cela  posé,  nous  en  déduirons  1  ensemble  homogène  des  termes 
de  degré  k  en  a  et  b.  en  développant,  suivant  les  puissances  de  r, 
la  quantité 


I 


ainsi  que  ses  dérivées 

du       v^  (/-  u       x^ 


DZ' 


Par  là  on  obtiendra  cette  expression  dont  la  loi  est  manifeste  : 

z''-. (  a-^  b- }{  x--^  Y  —  I  )-3''~- 

1  . 2  2  -^ 

ki  k  —  \){k  —  -Dik  —\)   1.3       ,       ,.  w    ,         ,  ,    /    ■ 

1.2.3.4  2.4 

De  sorte  qu  en  mettant  au  lieu  de  5  sa  valeur  ax+  by^  on  sera 
conduit  à  la  relation  suivante 

a '■  U/,,0  +  a'--'  b  Ua_i ,1  ^ .  . .  —  a*^'- ->  U, ,/,_i  -i-  ô^"  Uo,/.- 

=  (aar  -+-  hy)'^-\ -  Ui- ^  b^-)(x'^^ y- —  \){ax  -f-  by )''-- 

k(  k  —  i)(  k  —  2  )  (  /.-  —  3  j   1 .  3       ^       » ,  ,  .    ,  ,  ., ,  /       /.    -    , 

H ; — (  a--r-  b-)-(x--+-  y-  —  i)-[ax  —  ùy  y^—  -h 

1.2.3.4  *■  \ 
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Klle  incl  iiniiH-tlialciiiciil  ce  iail  eu  r\  ulciico,  (pic  pour  dos  \ii- 
Ifurs  |)i)siUv('S  (1rs  coordonnées,  rendant  positixc  la  lonclion 
-r'-H-j'- — 1,  toutes  les  quantités  l  a,oj  '^'A-i,!,  •••,  ^  i,/f-ij  ^  o,a 
seront  également  positives.  Or  L  ,„,„,  suivant  ces  quatre  cas,  savoir  : 


m  ^  o     m  ^  i     /?i  ==  o     m  i=  \    I 
«  ^  o      «  ^  o      rt  ^  I      n  ss  I    \ 


(  111(1(1  ■>.  ), 


;iyant  pour  expression 

F(.T-,y-),     xFix-,r-),     yF(:r2,  y-),     ary  F(.r-,  y-  ), 

ne  pourra  par  conscqucnl  jamais  s  annuler,  quel  (pic  soit  le  siync 
des  coordonnées,  abstraction  faite  du  facteur  x  ou  t,  (pi'cii  sup- 
posant ,r-+j)^- —  I  -<  o,  ce  qui  démontre  noire  proposition. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  la  courbe  l  ,,,,0^^  <>; 
on  vérifiera  aisément  quelle  est  com[)Osée,  suivant  (pic  ///  est  pair 

ou  impair,  (le  —  ou elli|)ses  ayant  jiour  équations  — +j)- =  1, 

où  z  est  une  des  racines  du  ])olvnoine  X,„  de  i.egendre.  Ces  racines 
étant  moindres  que  lunilé,  les  diverses  elli|)ses  sont  bien  efFecti  ve- 
inent comprises  dans  le  cercle 


Démontrons  en  dernier  lieu  (luiine  parallèle  à  Taxe  des  y,  par 
exemple,  rencontre  en  n  points  la  courbe  L,„,„=  o,  cl  remarquons 
à  cet  efïet  qu  on  peut  poser 

(l.r'K  •  ' 

en  désignant  par  '/  une  fonction  entière  en  x  et  j'.  Il  en  résultera 

1  d  '  k  x"- -\-  y"- —  \.  \" 'L 


'-'  m ,  u  — '■ 


,/i.u '«-*-"  dy'^ 


et  sous  cette  forme  le  théorème  de  l\(dle  suffit  pour  iiionlrcr  <pie, 
pir  ra|)port  à  j)',  léquation  l //„  „==  o  admet  11  racines  réelles  com- 
|)rises  entre  les  limites  — y  1  — x-,  H-\/'  — ^'-  ^oti'C  courbe  est 
donc  en'ectivemenl  rencontrée  en  n  points  par  Tune  quelcon(pic 
des  ordonnées  du  cercle  j;- -(->"-=  1. 

La  même  dénioii>lialioii    s"aj)j)li(piera  d'ailleiir'^  a   une  parallèle  à 
Taxe  des  x. 
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VU. 


Nous  avons  cherché  à  nionlrer,  (huis  ce  qui  précède,  l'analogie 
des  polynômes  à  deux  variahles  [j,n,n  avec  les  fonctions  de  Le- 
gendre,  et  sous  ce  point  de  vue  le  fait  le  plus  caractéristique  s'est 
Irouvé  dans  la  relation 

_  I  d"-^"(x--hy-—i)"'^'^ 

'"'"  ~   \  .i.  .  .ni.i  .■>.  .  ./i.'î'"-*-'  dx'"  rfj'»  ' 

s:  semblable  à  l'expression  donnée  par  Jacohi, 

i  .À.  .  ./i .  j.  dx" 

Maintenant  nous  devons  considérer  les  fonctions  ayant  pour 
origine  le  développement  des  quantités 

_  3^ 

(  I  —  lax  —  -1  by  -h  a-  -h  b- )    ^ , 
1 
(i  —  x^  —  y' )'[^  —  -lax  —  ibf  -+■  a'-(i  — y-j-r-  -labxy  +  6-(i  —  x-  )]-^^ 

et  que  nous  définirons  ainsi 

(\  —  lax  —  iby  -\-  a"^^  h-  )~^  =  ^  g"' 6'''0,„^,., 

1 
( I  —  X-  —  y- )'\_^  —  lax  —  •>, by  -r-  a- (  I  —  y- ) 

-r-  -labxy  -+-  h-{\  —  a:^;]-!  =  \^a'"è  '  U/„,„. 

L'équation  suivante,  que  nous  établirons  bienl(')t, 

1 

i  .>..  .  ./>i -i- n      (  —  i  )"'^' { /n  ^- /i  ~~\  )   d"'^"(i — x- — y-)  * 

'"'"        1.2. ../??.  1 .2. .  ./i    \  .6  .5.  .  .-li /n -r- /i )-i- i  dx"^  dy' 

rapproche  par  la  similitude  de  forme  analytique  ces  fonctions  de 
deux  variables  des  expressions  qui  donnent  le  sinus  du  multiple 
«lun  arc  au  moyen  du  cosinus  de  cet  arc.  C'est  ce  que  rend  mani- 
feste ce  beau  résultat  dû  encore  à  Jacobi,  savoir  : 

I 

n-i — 
[  ^  i\"(  n  —  i)     d"{\  —  X-)       - 

sin  (  n -H  I  )  arc  cos~c    =  — —^ —  ; 

1 .  3 .  0 ...  2  Ai  -H  I  dx  ' 
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Nous  aurons  d'ailleurs  pour  \'',«,/,  et  iD/«,„  des  j^ropriélcs  entière- 
ment soMd)lables  aux  précédentes,  et,  comme  elles  s'établissent  de 
la  même  manière,  il  suffira  d'indiquer  rapidement  les  plus  impoi'- 
tantes. 

Voici  en  premier  lieu  leurs  valeurs  dans  les  cas  les  plus  simjdes 

i5 

1  5 

..  3    .    ,  ,,  io5  , .,       ,  , 

Vo,2=  -(\K-— 1>,  Vi,3=  ~^(.i^r^—^y), 

V^3,o=  ^(7.r3— 3:r),              <>oa^  y (217' —  Mj- +  0. 
V'2,i=  —  <7-^-.K— r)'  ' 


et  en  j)osant,  pour  abréger. 


Wo,o=,',  Vi,i=^piix_x'-^x^—x), 

l')o.i=  '^?yi  V!,^o=  p(i6x^-h-  i'?.x-r--\-y'>  —  i2x-  —  2  r^-i-i), 

V-i,u^  p ( 4 3?» -^  jk' —  i),  03,1=  lopiix^y  -{-xy'^—xy), 

1-^,,,=  6,5377,  X)i,i=-i?iS^x'*-^i-jX^y-'-^i^y'*—-x''—-y-'--\-\). 

l')o,2=  p(\y-~-  x'^ —  i),  t9i,3=  ^opiixy^-^  x^y  —  xy), 

X)3^()=  f\p{ix^  ^  xy- — x)^  Uo,ï=  piiOiy*  -^\nx'^y--^x'*  —  \fy'-  —  2r--+-i), 

1'),,,  =  4  0(4372^-1- jK*-7),  

Cela  posé,  les  intégrations  étant  toujours  entre  les  limites  déter- 
minées par  la  condition 

x-^y-^^i, 
on  aura 

j    I  dxdyK^,„^n'<^^i.,^j  =  o,  I    I   dx  dyVm^nV^y^  o; 
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si  les  degrés  m  -\-  n  et  ui.  +  v  sont  différents,  et  en  outre, 


/    j  dx  dy  V ,„ , „  V) a, V  =  o , 


lors(jue  les  indices  m  et  'jl,  ii  et  v  ne  sont  pas  égaux  à  la  lois.  Dans 
le  cas  contraire,  on  obtient 


i      l    dx  dy-^>nt,n'^^m,n  =  "  (  I ] 


n  -h  i . n   'r-  •}.   .  .n  ^-  m 


Ce  dernier  point  résulte  de  la  considéi'ation  d'une  intégrale  double 
analogue  à  celles  qui  ont  été  précédemment  désignées  par  A  et  H, 
savoir  : 

C=    /     /   dxdy{i  —  o.a' X  —  2b'y -r- a'^-h  h'^)    ^(i  —  x-  —  y- )^ 
X  [  1  —  "îax  —  ■>.  by  +  a-{\  — y-  )  ~\-  ?.  ab  xy  +  b'(i  —  x-  )\-^. 
Nous  allons  en  donner  la  détermination. 


VIII. 

Soit,  pour  abréger, 

/■-  =  a-  -!-  6-, 

En  posant 

a'ç  H-  b'r.  b'z  —  a'  r 

x:=  ■ ,  y  =  — ■- -, '-, 

r  -^  r 

«t  introduisant  les  quantités  suivantes 

an  -^  bb'               „            ab' — ba'  .    , 
=:  cosO,          ; =  sinO, 

nous  obtiendrons  une  transformée  en  \  et  r,,   que  nous  écrirons 
ainsi 

X[(l  /•  COsO;  —  /'  sillO-/;  j2_  /■2(  i-2_|_  -^  2  _  i)]-l. 

Ce  résultat  conduit  à  intégrer  en  premier  lieu  par  rapport  à  t,, 

H.  -    II.  22 
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c  esl-à-diro  à  rexpression 

/  </t,  (  1  —  ^-  —  r/-!  )^ [(^  1  —  /•  cos  U;  —  /•  sin  Or,  /-^  —  r-  (  $-  -H  T/-i  —  i )]    ' , 

(|u"()U  |>t'iil  décomposer  de  celte  manière 

—    I    dr^{\  —  /-cosO;  —  /'sinOr,  —  i'\^z,--r- r^- — i)~' 

-I —    I   dri{i  —  /-cosO;  —  /•  sinOr, -T- /-/s""- '^r — ')    '• 

En  faisant 

1^  =  \/i  —  ^'^  coso, 

on  devra,  d'après  les  limites  de  Tj,  faire  croître  l'angle  '^  de  zéro 
à  7î,  et,  si  l'on  pose 

L  =  I  —  /•  COsO;, 

M  =  /-sin  6/ 1  —  ^2, 

ces  intégrales  deviendront 

V^i  —  ^2     r~  sin'f«''f  v/i— ?■-     /''^ sin  a  do 

lir     J      L  —  Alcosci  —  f>(sin-j;  lir     J^      L  —  M  coscp  +  t  N  sinç 

ce  qui  peut  être  évidemment  réduit  à  l'intégrale  unique 

y/i  —  \-     f~^"  sin'fc^cp 

2  ir     J  L  —  M  cos c;  —  i N  sin  œ 

Introduisant  en  dernier  lieu  la  variable  e'r=^,  nous  serons  con- 
duit à  intégrer,  le  long  d'un  cercle  ajant  son  centre  à  l'origine  et 
son  rayon  égal  à  l'unité,  la  fraction  rationnelle 

I  —  z"- 
z\-,.Lz  —  U{z-^ -^  \)—  y^{  z-^  —  \)\' 

dont  il  n'y  a  plus  dès  lors  qu'à  déterminer  les  résidus. 

A  cet  effet,  nous  supposerons  /■  et  /'  moindres  que  l'unité, 
restriction  permise,  puisque  l'intégrale  doit  être  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  des  quantités  «,  ^,  <?',  b' .  Sous  cette 
condition,  l'équation 

■iLz  —  M ( ^-  —  1  ;  —  i\  (  c-  —  I ;  =  o 
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admet  une  racine  inférieure  à   l'unité,    car  le    premier   membre 
prend  pour  c  =  i  la  valeur  positive 

2  L  —  ■>  M  =  •>  (  I  —  /•  COS  0;  —  /•  si  II  0  y/l  —  fî)^    . 

et  pour  z  =  —  I  la  valeur  négative 

—  -2  L  —  i  M  =  —  îi(i  —  /'  cosO;  -H  r  sinO  y/i  —  ;-)• 

Or,  le  résidu  de  la  fraction  proposée,  relatif  à  cette  racine,  a  pour 
expression 

.  siiiQ    ■ 

rcos20v/i  —  \-  \ 

en  l'ajoutant  au  résidu  relatif  à  la  racine  ;;  =  o,  savoir  : 


/i  —  arcosOî  -H  r2  cos^Oy  ' 


/■(i  —  sinfJ)/i  —  Ç2 

on  trouve  l'intégrale  de  la  fraction  rationnelle 

(i  —  Z-)  dz 


f 


Z[2LZ  —  M(Z2^I)—  \r52—  II] 

lir.  f  I  —  /-  cosO; 


I  — 


/•cos^e/i  —  ^-  \         s/\  — 'ircosOt  -t-  /-ï  cos2  6 
et  par  conséquent 


/ 


1  ir     J  L  —  M  cos'^  —  f  M  sin  o 

I  —  r  cos6E 


ce  qui  réduit  l'intégrale  double  proposée  à 

-  -        r^'  f7:  /  i— /-cosf)? 

~  r2  c.)S-0  J_ 


1      ('i  _  2/-'^  +  r'2)2    \  /l  —  2/-  COS  6;  -I-  /-^  cos^Ô 


Maintenant  le  calcul  s'achève  par  les  procédés  élémentaires,  et  l'on 
obtient 


G  = 


I  ,        I  ~-\} rr'  cosO 

log 


'  cusG  \^i  — rr'cosO        2//v'cose         i  — v//t'c..sO 
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de  sorte   qu'il   vicnl  en  délinillve,    on  roinj)la(;anl   /v'cosO  j)ar  sa 
Aaleur, 


hh' \\  —  aa  —  bW        i^ au  -^  bb'         \~>/aa  -^  bb' 

el l'on  en  conclut  immédiatement  la  proposition  rnoncce  sur  l'intr- 
grale 

prise  entre  les  limites  déterminées  par  la  condition  jc- -hy-^i. 


IX. 


Nous  allons  considérer  maintenant  le  dé\eloppement  suivant  le- 
puissances  ascendantes  de  a  et  6  de  la  fonction 

1 

(i  —  X-  —  J^)-[i  —  lax  —  ibj'  -\-  a^ii  —  J-) 


uibxy  -^  b'^ix  —  x^-  )]    '  =  '^a'"  b"  V\„,n, 


afin  d'établir  l'expression  déjà  donnée  du  polynôme  V),,,^,,. 
Soit  à  cet  effet 

i  1 

p  =  ax-r-  by-^{a^--^b^)^{xi-^y^-—i)^, 

Q  =  ax  -f-  by  — («--i-  b-)-(x^  ~^-  y- —  i)"-  ; 

on  voit  aisément  que  l'on  pourra  écrire 

± 

(l  —  X-  —  y- }-  f  I  —  zax  —  iby  -r-  a-(i  — y-)+  labxy  -\-  b'{i  —  .r-  )\    ' 

=    .  /     ,  [(i-Pr'-('-Q)-']. 

de  sorte  (pie  l'enseinlik'  liomogènc  des  termes  de  degrt'  /,"  dans  ce 
développement  sera 

■ii\a--^  b- 
el  \oici  comment  on  par\ient  à  leur  exj)ression. 
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Revenons  à  la  formule 

<P(x  -^-  a  :-,  y  ^  bz)       ^  a'"  h"  (;im+npm+n<p 

j' /  .  >  ^^  I .  ?,    .  .  m.  i  .  i. .  .n       dx'"  dy'^ 

OÙ  z  est  une  racine  de  l'équation 

^(z)=s  —  Y{x-^az^y-\-bz)— o, 

en  y  changeant,  comme  plus  haut,  «  et  6  en  -?  —  •  Si  1  on  prend 

V{x,y)=x''-^y''-—\, 
L 

on  retrouvera  d'abord  la  même  équation  en  2,  savoir  : 

^G22_ii;;  +  K  =  0, 
4 


en  faisant,  pour  abréger, 


H  =1  —  ax  —  by^ 

K   =  072  4-  JK- I  . 


Nous  en  tirerons 


H  _v/'H2— GK 
z  =  1  — 


G 
de  sorte  qu'ayant  évidemment 

on  en  conclura  par  un  calcul  facile 


fiz) 
Mais,  d'après  les  valeurs  de  G,  H,  K,  celte  expression  est  précisé- 
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ment 

y/a-;—  lA 

et  l'ensemble  homogène   des  termes  de  degré  k  en   a  el    b  sera 
tlonnë   par  le  développemenl  des  puissances  fractionnaires   sous 

celte  forme 

1.3.5...2A  — I  P^-^'  —  Q^^i 
•2.4.G..  .iX-^a      ^/,r--+-  b-- 

de  sorte  qu'en  posant  k  ^  m  +  /?,  on  a 
i.3.5...aA--i-  I  pA+i  _  QA^i 

•2.  i.6.  .  .2A--Î-2        ^/„.:_L-  lyi 

1 

»i  -f-  n  H 

(7 '"6"  d"'-^"{.T--^  y^ — I)  ^ 


=2r 


■1 . .  .  m .  \  .1 .  .  .  n .  1'"^"  dx'"  dy" 

et,  par  conséquent,  ce  résultat  auquel  nous  voulions  parvenir, 
P^-^'  —  Q/'-i-i  _  -^i^  n  ->^  \  .n  —  1.  .  .n  ^  m 

(m-^  n-^  i)( — I )'«-»-« a'"  6"  rf'«-^«(i  —  a-^— j^2) 


1 . 3 .  ") . . .  9.  (  /?i  -r-  «  )  -(-  I  dx'"  dy" 

On  en  tire,  pour  le  coefficient  de  a"^b'^  dans  le  développement  de 
la  fonction  proposée,  l'expression  du  polynôme  t3,„„  qu'il  s'agissait 
de  démontrer,  savoir  : 

n  -i-  \  .n  -r-  1.  .  .n  ^^  m 

I  .2. . .« 

1 
m-t-  n  -i — 

(m -f- n -+-!)(— I)"'-^-''    d'n-^"(t—x^—y^)  ' 


1.3   5.  .  .2f /?? -^  rt  )-(- I  dx'"  dy" 

En  partant  maintenant  de  cette  expression  et  considérant  le  déve- 
loppement dune  fonction  quelconque  sous  la  forme 

on  obtiendra  évidemment  à  l'égard  de  l'intégrale 

dxdy  F(x,  y)V„,,n, 


II' 
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prise  enlre  les  limites 

ainsi  que  sur  les  propriétés  de  la  courbe  C)to,«  =  <>,  les  mêmes  con- 
s(''quences  que  précédemment;  je  ne  m'y  arrêterai  pas,  pour 
abréger,  et  je  terminerai  par  une  dernière  remarque  sur  les  poly- 
nômes U,„,„  et  V,„,„. 


X. 


Les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'exponentielle  g-çtr.  j.  =,  ...)^ 
dans  laquelle  '-si^x^y^  5,  . . .)  désigne  une  forme  quadratique,  con- 
duisent, comme  on  l'a  vu,  à  un  mode  de  développement  d'une 
fonction  quelconque,  où  les  variables  peuvent  recevoir  toutes  les 
valeurs  de  — oo  à  -\- ce.  Or,  un  pareil  mode  de  développement 
peut  être  obtenu  coniine  conséquence  de  ces  formules 

et  de  celles  où  l'on  emploie  X^m,/!  et  U,«,«,  et  en  supposant  x  ely 
limités  parla  condition 

Considérons  en  effet  la  substitution 

t 


y 


on  en  déduit 

d'où  résulte  que  les  nouvelles  variables  pourront  s'étendre  de  —  oo 
à  -J-  X,  et  l'on  est  amené  par  là  à  rechercher  ce  que  deviennent  en 
fonction  de  ^  et  -/j  les  polynômes  V m,n  et  V„,,„.  Si  l'on  fait 

///  -+-  n 

U,«,„  =  Rm.r,(t  —  ;--+-  v;2  )         -     . 

//ï  -f-  n 

V,„,n=  S„,,„(i -4- ;2_(_  r,2)         -     , 

on  voit  tout  d'abord  que  les  quantités  Rm.n,  Sm,n  sont  rationnelles, 
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entières  cl  du  degré  m  -f-  //  en  ;  el  r,  ;  ainsi  on  aura 

Ri.o-;,  R.,.,=  ^(2î2r, -O, 

^2.0=  7(2;-— it.        rio.3=  -(•■i'1^— :^i), 

Ri,i  =  2;^,  R4.o=  ^(8î^--;'.r;---3), 


Rq  5  =  -  (  vr.s —  I  I, 


So,o=l,  S3.o=4(5='— v^^-?  — ^j, 

Si,o=2^,  §2,1=  4(5î2r,  — -r,3— r,  ). 

So,!.  =  3  ;-  —  T,2  —  I ,  S0.3  =  4  (  '^^  —  :TQ'-  —  ^,  ), 

Si,,=  8çT,.  S4.n=  H^—  10;--r,2-^T,l—  lot2  -(-  9.r,--4-  I, 

»o,2—  ^T^i —  ; —  'î  


Mais,  pour  en  reconnaître  la  nature,  revenons  aux  équations  de 
définition 

[1  —  lax  —  iby  -H  «-('  —  J''')+  lahxy  -\-  h'-{\  —  t'^)\    -  =  /  a"^h"V) „i,n-, 
(i  —  lax  —  -i-hy  -^a^-\-  h^)-^  = 'V  «'"Z*"  V,„,„. 


.n  posant  dans  la  |)remiere 


y  = 


a  =  av/i  +  ^2+T.^         /j  =  !^v/i-h£2  +  T(î, 
elle  prendra  cette  forme 

[i  —  2a^  -  7.  3r,  -I-  aM  ;2  -r-  i)  -^  aa^ïr.  -f-  32(r,2-M)]"  2  =  ^  *'"  P"ï^'«,"  = 

par  conséquent,  R/w.n,  comme  on  le  reconnaît  aisément,  ne  con- 
tient que  le  seul  terme  ;'"•/■,"  du  degré  /«  +  /?;  c'est  la  propriété 
caractéristique  de  V„,,„  qui  a  été  transportée  ainsi  par  le  change- 
ment de  variables  au  polynôme  Ij,„,«. 
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Faisons  dans  la  seconde  équation 


a 

7  = 
h  — 

v/l-H^-2-+-r,^ 

elle  deviendra 

f  H-  $2  +  r,2;[  I  --(  :  -  a  )2  -^  r-r,  -  3  )2  J    '  =2'''"  '""  S//;,«^>-+-  ?'  +  r,5^-('«-^"', 

et  l'on  en  concliil  cette  expression  qui  nous  rapproche  de  la  forme 
analytique  de  U,„,«,  savoir  : 

(  i  _i_  ;^2  u_  -,2  yn-^n^  1     ^l,n^n  (  i  _  i2  _,_  -,2  |-I 

S         — ( tV«-*-"  - - ! - '- ■ • 

^,n,n-K      i;  \.i...m.i.i...n  d\"^dt'^ 

En  posant 

tn  -^  n 

on  obtiendra  semblablement 

3  i 

m  +  n+ -  —  - 

,,_Ï2_^v2.  -2  rl'"+"  (i -h  t^ -^  r;- )     - 

ï  .1.  .  .ni.  \  .1.  .  .n  rt;'"  dr/^ 

A.  l'aide  de  cette  forme,  en  raisonnant  comme  je  l'ai  fait  précé- 
demment, on  établit  que  les  équations 

admettent  toujours  ni  racines  réelles  considérées  par  rapport  à  ; 

et  n  racines  réelles  par  rapport  à  r, .  Sous  la  condition  ç  >>  cot  — — — -  > 

l'équation  S,„.„=o  a  même  toutes  ses  racines  réelles  par  rapport 
à  Ti  (').  Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  l'étude  des  polynômes  Km, m 
Sw,«,  ayant  voulu  seulement  indiquer  encore  un  exemple  du  genre 
d'expression  donné  par  Jacobi  aux  fonctions  de  Legendre.  C'est 
en  1826,  dans  le  second  volume  du  Journal  de  C relie,  que  ce 
grand  géomètre  a  établi  la  relation 

'  "        i  .1.  .  .11. 2"  dx"^ 


(')  Celte  affirmation  ne  parait  pas  exacte,  comme  le  montre  le  cas  particulier 
de  m  =  2,  «  =  I.  E.  P. 
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Mais  bien  axaiil.  (M  drs  itSiT),  un  Ikiiiiiuc  du  iiK-rilc  le  plus  dislinguë 
et  dont  la  mémoire  est  restée  chère  à  ses  nombreux  amis,  M.  Olinde 
Rodrigues,  y  était  parvenu  dans  une  thèse,  Sur  l'attraction  des 
sphéroïdes,  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Celle 
ihèse  conticnl  encore  la  relation  reniar(|iial)le 

I  .•>...  .  m  —  ;/  ilx"'^i'  ~   \  .X.  .  .m  -^  p  dx'"-^r 

<lonnée  également  par  Jacobi  chuis  le  même  Mémoire,  et  qui  joue 
un  rôle  important  dans  la. théorie  des  fonctions  Y„.  A  l'égard  des 
polynômes  l  ,„  „  la  propriété  analogue  n'a  pas  une  forme  aussi 
simple.  On  1  obtiendrait  en  partant  de  Técpialion  suivante,  facile  à 
<b'montrer, 

I  (li/i-h/i-/'-'/  (  ,ry  —  I  )'"-+-" 

1 . 9. ...  «  ~  p  .  i .  >.. .  .111  —  cj  dx"-i'  dy'"-i 

(xy  —  \  )i>-^i  d"'+"-^i'^i{xy  —  i  )">+" 


\  .'i .  .  .  m  ~  p  .  \  .  >. .  .  .  Il  -^  (j  dx">^l  dy'^-^1 

et  remplaçant  les  quantités  x  el  y  par  x  +y\l —  i,  x — y\> —  i; 
mais  ce  changement  de  variables  donnerait  un  résultat  un  peu 
<M)mpliqué,  et  je  ne  m'y  arrêterai  |)as. 


SUR 
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Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXI,  i865  (IIj,  p.  877, 
965  et  1073;  t.  LXII,  1866  (I),  p.  65,  167,  245,  715,  919,  gSg,  io54,  1161 
et  I2i3. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  méthodes 
pour  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  La  première 
a  pour  fondement  la  possibilité  de  ramener  l'équation  proposée  à 
la  réduite 


\ 


y'    k\n^: 


de  l'équation  modulaire  relative  à  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  Dans  la  seconde,  qui  est  due  à  M.  Kronecker  ('),  on  prend 
pour  point  de  départ  certaines  fonctions  cycliques  des  racines  dont 
les  carrés  ont  seulement  six  valeurs,  et  que  l'on  repi'ésente  par  les 

quantités 

cosam?,  o)        cosam/Jf') 

'r """    ' 

cosam4c»)        cosam'2(iJ 

X,      ^  •  K     t'K'     K±?K'     2K±iK'    ,^  c        r 

to  étant  successivement -;r>  -^->  z >  -, De  ces  tonctions 

5       3  5  5 

on  déduit  ensuite  rationnellement  les  racines  elles-mêmes,  qui 
s'obtiennent  ainsi  sous  forme  explicite  à  l'aide  des  mêmes  quan- 
tités. Ces  deux  méthodes  ont  été  pour  moi  le  sujet  d'une  longue 


(')   Comptes   rendus   de  l'Académie  des  Sciences,   t.    XLVI,   année   i858,  et 
Journal  de  Crelle,  t.  59,  année  1861. 
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élude,  dttnl  jai  on  ce  nioincnl  riioimnir  (rnll'iir  à  l'Acadéniie  les 
résullats.  Je  m  occuperai  d  ahord  de  la  it''(liicl  uni  à  la  fornie  ti'inome 
x^  ^  X  —  a=o  de  ré(|iialion  gt-nérale  du  ciiujiiicnie  degré,  et,  à 
celte  occasion,  delà  reelierclie  des  condilions  <l(^  rc'-alité  des  racines 
sur  laquelle  M.  Svhester  a  publié  réeeiinuenl  un  de  ses  plus  lieaux 
Mémoires  (').  J'essayerai  ensuite  d'approfondir  la  uiétliode  de 
M.  Rronecker  et  de  la  rap{)roeher  de  la  précédente,  en  prenant 
pour  base  le  travail  reniarfjuable  et  plein  d'invention  dans  lequel 
M.  Brioschi  en  a  exposé  les  principes  (-).  Cette  méthode  permet, 
en  ellel,  de  ramener  1  é([uation  générale  du  cinquième  degré  à 
celle-ci 

a:-' —  loo:'  -)-  j  >:r  —  4 ~rr' —  ^5 

qui  est  la  réduite  de  l'équation 


A-2/.'-^  A-i/c'*  /cH'*  ~    ' 

,1  .  ,  -,      I  /rosani').  w         cosam/icoX- 

dont  les  racines  sont  les  quantités 

'  aycosain.jco         cosainato/ 

Mon  but  principal  sera  d'effectuer  complètement  le  calcul  de  la 
substitution  qui  donne  ce  résultat  si  important,  et,  comme  les 
éléments  algébriques  invariants  et  covariants  des  formes  du  cin- 
quième degré  servent  de  base  à  ce  calcul,  ainsi  qu'à  la  réduction  à 
la  forme  trinôme,  je  rappellerai  d'abord  à  cet  égard  les  notions 
dont  j'aurai  à  faire  usage. 


Soit 

/{ce.  y )=  5(^5 -t-  )  ^px'*y  -+-  io'(x^j^'- 

-+-  lO'i' cr-y^-h  5  ^'.rK*-4-  a'/*  =  (a,  3,  y,  y'^  l^'i  *')('''^)  j)" 


(  '  )  On  the  real  and  imaginary  roots  oj  algebraical  équations  :  a  trilogy 
{Philosophical  Transactions.  Part  III,  1864  ). 

(')  Sul  methodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione  délia  equazione  di  guinlo 
grado  {Atti  delV  Instituto  Lombardo,  l.  I,  iSj8,  p.  27')). 
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la  forme  proposée  et 

a;  =  /nX  -(-  ni  Y, 
y  ^^  n\  -f-  n'  V 

une  subslilutlon  S  au  délcnninant  tin,  [)i()|)rc  à  rétluix'e  le  cova- 
rianl  quadratique 

au  monôme  y/A.  X\  ,  où  je  pose,  pour  abréyci-, 

A=(aa'— 3!î;3'+'iYY';'— 4('^,^'—  i^Y'-^^Y')'^'^  — 4[i'Y^  3y'2). 

Cette  substitution  n'est  |)as  ainsi  entièrement  déterminée;  mais 
on  sait  qu'on  en  aura  l'expression  générale  en  la  faisant  suivre  de 
toutes  celles  qui  reproduisent  y'A.XI.  Celles-ci  comprennent 
d'abord  la  substitution  propre 

Y  =  ^  Y', 

OJ 

et  la  substitution  impropre 

X  =  coY', 

Y  =  -LX': 

10 

mais  cette  dernière  doit  être  rejetée,  si  l'on  veut  conserver  le 
déterminant  de  la  substitution  S  égal  à  +  i .  Cela  posé,  soit  ])our 
un  instant 

f{mX  +  ni  Y,  nX  +  n'Y  )=  F(X,  Y)  =  (rt,  l),c,  c  ,  b\  a')(X,  Y  )'% 
de  sorte  que  l'on  ait 

F  (  wX,  —  Y  j  =  (aoj3,  bw'',  cto,  c'co  -',  b' u)-^,  a' m-^)(X,  Y)^. 

J'achèverai  de  définir  entièrement  la  sul^stitution  en  détermi- 
nant   to    par    la    condition    cwi^c'oj"';    cela    fait,    je    prendrai 

F(ioX,  —  \  j  pour  transformée  crt/iO/?«Vy//(?  de  la  forme  générale  du 

cinquième  degré,  et  en  posant,  pour  abréger, 

aoj^^  X,       bio^  :=  [x,      cco  =  ^//^■,      c'oj^'  =:  y/ A',      b' M—^  =  ijl',      a' m-'  =  )/, 
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je  la  désignerai  jiar  rT(X,  Y),  de  sorte  (luc  l'on  aura 

J(X,  \)  =  {l,  .a,  v/Â-,  v/Â-,  ix',\')i\,  Y)&. 

11  est  aisé  de  voir  ([u'on  obluiulra  la  niriiie  forme  canonique 
pour  toutes  les  transformées  déduites  de  la  proposée /(:r,  j^)  par 
une  substitution  quelconque  S  au  déterminant  un;  car  il  suffira 
d  eiïectuer  dans  cette  forme  la  substitution  in\erse  S"'  qui  ramènera 
à  la  proposée,  et  puis  de  la  faire  suivre  de  S,  pour  retrouver 
.î(X,  Y),  le  déterminant  de  la  substitution  composée  S~'S  étant 
d'ailleurs  égal  à  l'unité.  11  suit  de  là  que  les  coefficients  de  la  forme 
canonique  sont  des  invariants  de  la  forme  proposée,  et  il  importe 
d'étudier  avec  soin  ces  coefficients. 


11. 


Je  dis,  en  premier  lieu,  qu'ils  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
des  trois  quantités  àà'=  o,  u[jl'=A  et  /x.  Eftectivement  le  cova- 
rianl  quadratique  de  .^(X,  Y)  étant  devenu  y/A.  XY,  on  a  les  deux 
relations 

).  [X  —    4  [X  \/k  -r-  3  /i"  =  O , 
a'  [j.  —  i  a'  \/A'  -r-  3  A  =  o, 

d"où  Ton  tire  ces  deux  équations  du  second  degré 

H]^F-l-2—[h(g  —  iGAy^—\)k^ff  -+-  iGA;J  A  -h  36^/^=  o, 
1 2  yZ/i^  [Ji^  —  (  <)  A-  -+-  1 6 hk  —  i;h  ) [JL  -4-  l 'x h  \/T^  —  o. 

VuW  les  résolvant  et  posant,  pour  abréger, 

A  =  (  ()  A-2  -+-  i (') hk  —  i:h  y^  —  i\ ^  /iA -^ 
on  aura  un  premier  système  de  solutions,  savoir 

72v/F5À  =  //(i'— i<lAj^— <j/.-2(^  +  iGA)-+-(^  — i6A)/Â, 
2,1  v/A-3  [ji  ^  <)  A-2  +  1 G  // A-  —  A' A  —  v/a, 

et  le  second  s'en  déduira  en  changeant  à  la  fois  le  signe  de  y/A  dans 
ces  deux  formules.  Mais,  d'après  le  produit  des  racines  des  équa- 
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lions  en  "k  et  u.,  ce  second  système  pourra  aussi  se  représenter  par 
?-,  ->  c'est-à-dire  par  V  et  jjl',  de  sorte  que  l'on  aura 

•2  4  y/F  [Jl'  =  9  A-2  -h  I  G  /? /.•  —  ,^/t  -i-  /Â. 

Voici  donc,  comme  on  l'a  annoncé,  les  coefficients  de  la  forme 
canonique 

J(X,  Yj  =  (X,  [JL,  v/7m  /Â-,  ijl',  à')(X,  Y)5 

exprimés  en  o-,  /^^  /c^  et  l'on  va  voir  que  ces  quantités  s'exj)rimenl 
elles-mêmes  par  les  invariants  de  la  forme  proposée. 


III. 

Je  rappellerai  d'abord  celte  proposition  :  que,  cp(:r,jK)  et  cp,  {^',y) 
désignant  deux  covariants  d'une  forme /",  si  l'on  pose 

d'où 

cp  (  —y,  x)=  a^x''—  «v-i  x''-^y  -H ...  -i-  (  —  I  )■'-!  a  i  a-y^-'  -r-  (—  i  /^  ««/^ 

l'expression 


«'Cil  ,  (l"^i 

cLv  dy'-'^  Liy' 

sera  encore  un  covariant  de  /,  et  je  dirai  suivant  l'usage  qu'il  a 
été  obtenu  en  opérant  avec  cp(x,  j')  sur  cp,  (j;,y).  Cela  résulte  de 
ce  qu'en  faisant 

(p  (  /n X  -i-  //l' Y,  n  X  -i-  «'  Y  ) 

=  Ao  XV  -^  Al  X-'  -'  Y  -i- . . .  4-  Av-i  XYv-i  +  A-,  Y''  =.  *  (  X,  Y  j 

et 

oi(mX  +  m'Y,  nX4-  n'Y)=  *i(X,  Y), 

l'expression    semblable    obtenue   en   opérant   avec  <I>(X,  Y)   sur 


\ 
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«1>,  (^X,  ^  ),  savoir  : 

sera 

■l I  /ti  \  ^r-  m'  \ .  n  \  ^-  n'  \  )  {  m n '  —  m'  n  l'^i , 

où  l'exposant  v,  du  délcrmiiiaiiL  île  la  subsliluliou  esl  le  eleyré  de 
c5i(j?,  j^).  Je  ferai  usage  de  celle  proposition  en  prenant  pour 
$,(X,  Y)  et  ^(X,  Y)  la  transformée  canonique  de  la  forme  du 
cinquième  degré  et  son  covariant  quadratique,  de  sorte  que  Ton  ail 

*(  X,  Y  )  =  v/ÂXV,        *,  (  X,  V  )  =  ,f(  X,  Y  ). 

On  obtiendra  ainsi,  sous  sa  forme  canonique,  un  premier  covariant 
du  troisième  degré  (  '  ) 

et,  en  opérant  avec  le  carré  de  ^(X,  Y),  ce  covariant  linéaire 

Enfin  on  sait  que  le  déterminant 

'         *^  dx   dy         dx   dy 

est  aussi  un  co\ariant,  car  on  a 

,       ,         V'  ,xr       ^-  ,A  d^  d<i>i        d'Pi  d<P 

^  '  d\    d\  d\  d\ 

Faisant  donc 

*(X,Y)  =  v/ÂXY. 

et  prenant  successivement  pour'P,  les  deux  co\ariants  auxquels  on 
vient  de  par\enir,  savoir  : 

<I)  V/Â(,a,  V/Â-VÂ-,  u')(X,Y;^ 

(II)  \{\/I\+/k\), 

(')  H  faudrait  mettre  le  signe  —  devaiil  le  second  membre.  l..  1'. 
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on  obtiendra  les  siii\anls  (  ') 

(III)  A(3.u,v/Â-.  —  v/Â-,  —  3[Ji')(-^,  Y)', 

nV)  Av/Â(/^X— \/^Y), 

qui  sont  encore  du  troisième  et  du  premier  degré  en  XetY.  Main- 
tenant on  voit  qu'en  opérant  avec  (I)  sur  (III),  on  est  conduit  à  un 
invariant  du  huitième  degré  (-),  y/A^  (ijljjl' —  k)  :  je  le  désignerai  par  B. 
En  opérant  avec  (II)  sur  (IV),  on  trouve  vin  invariant  du  douzième 
degré  (^),  ^A''//,  que  je  représenterai  par  C.  On  a  d'ailleurs 

À/.' —  3  ixijl' -j-  2 A"  =:  v/A  ; 

de  sorte  qu'ayant  posé 

on  peut  déterminer  i;\  h  et  /c  au  moyen  de  l'invariant  du  quatrième 
degré  A,  et  de  ceux  du  huitième  et  du  douzième  degré,  que  l'on 
\  lent  de  définir,  par  ces  relations 

g-  —  3  A  -f-  2  /l  =  /a  ,  A  —  /x  =  -— =: ,  A-  ~  -,—  ', 

\J  k^  /A- 

iloii  l'on  tire 

A3-^3AB^C  ,        AB-^C 


g 


v/Âi 


Enfin  j'observerai  qu'en  opérant  sur  (I)  a\ec  le  cube  du  cova- 
riant  linéaire  (II),  on  obtient  un  invariant  du  dix-huitième  degré, 
ayant  pour  forme  canonique  y/A"y/A-^(u  —  y.').  Je  le  désignerai 
|)ar  K,  en  posant  (  '  ) 

K  =  1 2  spC'  /Â»  (  [Jt  —  ;j.'  ), 

et.  d'après  les  ^ideurs  précédemment  données  de  u.  et  ;j.'  en  fonc- 


(')  Les  expressions  (III)  et  (IV)  devraient  cLie  prccerJces  du  signe  — . 

E.  P. 
(-)  Un  coefficient  nuniéri([uc  36  serait   à   roLuuiif  devant  l'expression  qui  suit. 

E.  P. 
(■')   Un  coefficient  numérique  2  serait  à  rétalilir  ilcvaut  l'expression  y'A^^. 

K.  P. 
(  *  )  Le  coefficient   numérique  12  serait  à   icinplacer  par  6   devant  l'expression 
de  l'invariant  I\.  E.  P. 

H.  —  II.  23 
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lion  (le  i' ,  //.  /. ,  ou  xoil  (jiie 

K=  — v/ÂT/Â, 
et.  par  conséquent. 

K2  =  A-  A  =  A'  f( .) A-2  -+-  I G /? A-  —  ,^A )2  —  2  j2 hk^  ] . 

Or  il  vient,  en  reuiplaçanl  <:\  li,  k  |);ir  les  valeurs  ci-dessus, 

K2  =  (A2-+-3B)-^AB2+î(A2+3B)(A2  — i'iB)BC  +  (A2  — 72B)AC2_48G»: 

de  sorte  que  R-  est  une  fonction  entière  des  invariants  A,  13,  G. 
Lue  dernière  et  importante  proposition  nous  reste  à  établir  pour 
terminer  ce  sujet,  c'est  tpie  tout  invariant,  quel  qu'il  soit,  peut  être 
exprimé  en  fonction  entière  de  A,  B,  C  et  K. 

IV. 

En  désignant  un  invariant  quelconque,  fonction  entière  des  coeffi- 
cients de  la  forme  du  cinquième  degré  :y=(a,  |îJ,y,  y',  ji',a')  (:r,  j-)^, 

par 

l  =  0(a,  p,Y,  y',  P',a'), 

je  remarque  d'abord  que,  la  transformée  canonique 

■?=(>., ;.,/Â^,v/^,/,À')(X,Y;5 

ayant  été  déduite  de/*  par  une  substitution  au  déterminant  un^  on 

I  =0(à,  \i,  \fk.  //?.  ;Jt',  X'), 


a  également 


et  Ton  en  conclut,  d'après  les  expressions  des  coefficients  A,  ji.,  ..., 
données  [)récédemment, 

P-Qv/I 
I  =  kT. ' 

en  désignant  par  P  et  ()  des  fonctions  entières  en  g.,  A,  k.  Mais 
distinguons  entre  les  invariants  directs  et  les  invariants  gauches, 
et  pour  cela  considi-rons  la  trausform('e  (lédinte  tie  la  forme  cano- 
nique par  la  siibstitiiliou  inqiropre 

X  =  Y„ 
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savoir  : 

.f,  =  (À',  I^VZ-,  v/Â^,  ;x,X)(X„Y,)^ 

On  remarque  qu'elle  ne  diflère  de  ^  que  par  le  signe  de  \/A,   de 
sorte  que  l'expression  du  môme  invariant  I  relative  à  J,  sera 

P  —  Q  v/Â 


I  = 


/.« 


Nous  aurons  donc,  scion  qu'il  s'agira  d'un  invariant  direct  ou  d  un 
invariant  gauche, 

P  +  Qs/Â       P-Q\/Â 


ou  bien 


Q  /Â  P  _  Q  v/Â 


Ainsi,  dans  le  premier  cas,  Q^o  et,  dans  le  second,  P  =  o. 
J'ajoute  que  le  dénominateur  k"  disparait  dans  l'une  et  l'autre  de 
ces  expressions,  qui  prendront  dès  lors  les  formes  plus  simples  P 
et  Q\/A.  On  va  voir,  en  effet,  que,  d'après  la  nature  même  de  la 
fonction  ("),  aucune  de  ces  quantités  ne  peut  devenir  infinie  pour 
k  ^o\  car,  quel  que  soit  oj,  on  peut  poser 

e(A,  [JL,  /Â",  y/Â-.  \x' ,  À')=  0(Xw-\  ijt.w'*,  y/Â-OJ,  v//iCO~S  \i.'  m-^  ,  X'oj-s); 

et,  en  prenant  (o=y/A",  nous  allons  reconnaître  que  dans  ce  cas 
le  second  membre  est  nécessairement  iini.  C'est  ce  c|ui  résulte 
immédiatement  des  expressions 

24  \fk^  !J^  =  9  /«^-  +  I G  A/i  —  gJi  —  y/Â, 
qui  donnent;,  en  supposant  /."  =  o, 

2  (  y/Zi^  u  =  —  2  gh . 
Ces  deux  quantités  étant  limitées,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 

V        3           '^                ^                '        ■^           '' 
A  <o~*>  =  T et  a  oj— •»  =  : 

r)n  serait  d'ailleurs  parvenu  à  la  même  conclusion,  si  l'on  eût  pris 
un  autre  signe  pour  le  radical  y 'A  dans  les  expressions  générales 
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de  A  cl  'x.  car  on  aiirail  oix'ic  de  mcinc  en  suiiiiosanl  (o  =  ^,  el 

considt'iant  )/  et  'j.'  au  lieu  de  ),  cl  a. 

Ce  (|iii  \iciil  d'cli'C  «'lahli  (oiii-mt  une  |)r(Mnièi'(>  donnée  sur 
Icxpression  d'un  hiAarianl  (|uclconcjuc  des  formes  du  cin{|uiènie 
dei;ré,  an  moyen  de  ceux  qui  ont  été  définis  précédemment  el 
nommés  A.  B,  C,  K.  Ayant  en  efi'et 

A3-^3AB4-G  /j_-Mi±J]  /•=—  /Â- — 

on  \oit  rinvarianl  du  dlx-huilième  ordre  figurer  comme  facteur 
dans  l'expression  générale  QyA  des  inxarianls  gauciies,  tandis  que 
A,  13,  C  se  présentent  seuls  dans  les  invariants  directs.  Mais,  poui- 
parvenir  à  notre  conclusion,  exprimons  en  A,  B,  C,  Iv  les  coeffi- 
cients de  la  forme  canonique.  En  posant,  pour  abréger, 

L  =C3^  -ABG-^-f-  ^A2[(3B  +  A2)2(G  +  AB) 

—  3oAG(G  -+-  AB)  —  9AG2—  90  B-^G], 
:M^C2-i--î-ABC  — — ,  A2(3B2  +  AG  +  A2B). 


L'  =  ^  ;^[A(A2^-3B)  — i5G]K, 


2-1 

on  trouvera 

VA^ 

-  L'vA, 

V)/0 

-M'y/Â, 

\x  /(J 

^        Ji=+L'(/A, 
VAo 

T-=  4-  M  v/ A; 
S  AB 


on  a  dailleurs 


D'après  cela,  je  fais  la  suhslilnlion 


S  A  y/A 
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dont  le  (h'tenninanl  esl  mim('ii(|nc  ;  elle  donnera  le  résultat 
suivant 

[l-h  X'-i-  5(;JL  -1-  jJL')-t-  20v//t]v'A^T5-+-  '")[À  —  À'-i-  SC  [i.  —  jjl'j]  v'A^T^U 
+ 1 o [X  -t-  7.' -h  [JL  -h  ;jl'—  4  V '^1  v/ÂT3  U2  +  I o [  >.  —  À'  —  (  -JL  —  a')]  v/Â^T'^ U^ 
-h   5[â  -f-  À'—  :}  (  [X  -H  [jl'  )  -T-  4  V  ^]  V  -V^  TL">  -f-  [À  —  a'—  ;")  (  ;Ji  -  ■/ )\  \  T^lJs, 

ou  bien,  d'a|)rès  les  valeurs  de  X,  a,  À',  [j/, 

2/C^(L+  JMG-f-ioG3)T^— ifVcFà(L'_t.3M'C)AT*U 

+  20v/C^(L-i-I\IG  — 2G3)A-iTn]2  — -iov/G^d.'— M'C)T2U3 
+  I o  \/C=^{  L  —  3  MG  +  2  C3  )  A-^  TU.i  —  •>.  /CF^  (  L'  —  5  M' G  )  A-i  U^. 

Cette  transformée  pourra  servir,  absolument  comme  la  forme  cano- 
nique, à  donner  l'expression  générale  des  invariants  de  la  forme 
du  cinquième  degré,  qui  seront  des  fonctions  entières  de  ses  coef- 
ficients. Or,  on  observe  que  A,  dans  les  termes  en  T^U-,  TL  ',  U', 
disparaît  comme  dénominateur;  d'après  les  valeurs  de  L,  M,  L',  M', 
on  obtient  effectiNcment 

(L+  MG  — aC^jÂ-i 

=  ■2BG2-H^A[(3B-^A2)2(G+  AB) 

—  3oAG(G  -4- AB)— 9AG2— goB^C] 

—  -^AC(3B2+AG-f-AîB), 
24 

(L  — 3MG-t-2G3)A-2 

=  ^[r3B-i-A2j2(G  +  AB)— 3oAG(G-t- AB)— cjAG^— 90B2G] 

+  |C(3B2+ AG-h  A2B), 

Tous  ces  coefficients  sont  ainsi  des  expressions  entières  en  A, 
B,  C,  K,  ayant  pour  diviseur  y/C'^,  et  par  conséquent  un  invariant 
quelconque  sera  une  fonction  entière  des  mêmes  quantités  divisée 
par  une  puissance  de  C.  Mais  les  considérations  précédentes  ayant 
déjà  conduit  aux  expressions  P  et  Qy^-^^  entières  en  ^,  A,  /.•,  on 
voit  que  ce  dénominateur,  représenté  par  une  puissance  de  C,  dis- 
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paraîtra  nécessairemenl  coinnie  lacleur  commun.  C  est  le  résultat 
c|ue  je  m  étais  proposé  d  étahlir  et  (|ui  autorise  à  regarder  A,  Jî, 
C,  K  Comme  unanauls  iondameulaux.  j>uis(|ne  tous  les  autres, 
quels  qu'ils  soient,  en  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières. 
M'arrètant  à  ce  point  dans  la  théorie  algébrique  des  formes  du 
cinquième  degré,  je  reviens  à  mon  objet  princij>al  en  établissant 
la  proposition  suivante,  qui  sert  de  fondement  à  ma  uK-lhode.  et 
qui  montrera  comment  les  invariants  s'Introduisent  à  titre  d  élé- 
ments analvtiques  et  jouent  le  principal  rôle  dans  la  résolution  de 
l'équation  du  cinquième  degré. 


V. 


Soient  f(x, y)  une  forme  de  de  p^ré  quelconque  n  et  'ji{x^y)  un 
de  ses  covarionts  de  déféré  n  —  2  en  x  et  y\  je  dis  que  les  coe£i- 
cients  de  la  transformée  enz  de  l'équation  f[x^  i)  =  o,  obtenue 

en  posant 

oix.  1) 


Al-'-- 1  ' 

sont  tous  des  imariants  de  fix,  y). 

Avant  d  exposer  la  démonstration,  je  rappellerai  que  ion  nomme 

co variant  de 

f{^,y)^(a,b-c,  ...){x,y)'' 

tout  polynôme  'z>[x,r\  a.  b.c.  . . .)  dont  les  coefficients  sont  fonc- 
tions entières  de  a,  b.c.  ...  et  tel  qu'en  posant 

f{m\-h  m'\,  n\  -^ /î'Y  )  =  ( A,  B,  C,  ...)(X,  Y)« 

on  ait 

ç(X,  Y  ;  \,  B.C.  ...)  =  (  nm' —  m' n)'  o(  m\  -^  /»'  Y.  «  \  -f-  n'Y  :  a,  b,  c, ...). 

On  voit  qu'en  faisant,  jiour  abréger, 

F(X,  Y)  =  /(mX  — /»'Y,  nX-hrt'Y) 

et 

'ImX,  Y)=g(X.  Y;  A,B,  C,  ...), 

le  polvnoinc  <I>  est  déduit  de  F  absolument  comme  C2  de  /. 
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Cela  posé,  je  considère  les  deux  (-(jualions  homogènes 

f(x.  y)=  o, 

qui  (lonncnl  colles  de  renoncé  pour  jk  ^  '  ?  et  d'où  Ton  déduit 
aisément  celles-ci 

1      df 

0)  ' 

ï      df  , 

sur  lesquelles  je  vais  raisonner.  Si  l'on  y  remplace  les  coefficients 
a,  h,  c,  . . .  par  ceux  de  la  transformée  A,  B,  G,  . . .,  elles  devien- 
dront 

(2)  „ 

|.^-Y*(X,Y,=  o, 

et  il  s'agit  de  comparer  le  l'ésultat  de  l'élimination  de  ^  et  j^  entre 
les  équations  (i)  avec  celui  de  l'élimination  de  X  et  Y  entre  les 
équations  (2).  J'observe  à  cet  effet  que  l'on  peut  introduire  x  el  y 
au  lieu  de  X  et  Y  en  posant 

:r  =  m  X  ^-  /?i'  Y,  j^  =  n  X  -!-  n'  Y, 

d'où 

d?_  _       d£^      df_  d^  _     ,df_         ,  d£ 

d\  dx  dy  d\  dx  dy 

de  cette  manière  les  équations  (2),  en  v  remplaçant  ^(X,  Y)  par 
{^mi^ —  m' II)'  'f  (^,  y),  deviennent 

z  (  m'  -7-  H-  n'  ^j—  I  -i-  X(m/i'—  in  nV  '^(x.  y  )  =  o, 
\       dx  dy  )  .        ./  / 

z(m  --j \-  n  -~-\  —  Y{mn' —  m' ny  ^(x,  y)=  o. 

Or,  en  multipliant  la  première  par  n.  la  seconde  par  n'  et  retran- 
chant, il  viendra 

z{mn' —  ni  n)  -~ ( n\  -—  n'Y )(  inn'  —  ni nY  ç(x,y)=  o, 
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ou  éviiloninicnl 

<!f  ,  ,      . 

z  —. ri  nin  —  m  /i)'-  '  oix,  r  )  =  o. 

ax      •    '  ,        ,        ^  / 

De  même,  en  multiplianl  la  preinirro  par  ni.  la  seconde  |)ar  /;?', 
et  retranchant,  on  oblicnl 

z  -^ — i-  x(niii —  ni'n)'-^  9(^,  J>')  =^  "• 

Ce  sont  donc  précisément  les  équations  (i)  qui  se  Irons  cul  repro- 
duites, en  V  niullipliant  '^(x,y)  par  [nin' — ni'n)'~'  ou  rempla- 
çant :;  par ; — ^ — ; — -^— ?  et  il  va  être  ainsi  |)rouvé  <iuc  les  coeffi- 

'       (  mil —  m  «)'-'  '  ' 

cients  de  la  transformée  sont  bien  des  invariants  de  f{x,  y).  En 
effet,  cette  équation  en  c  sera,  d'après  un  théorème  connu,  privée 
de  son  second  terme,  et,  si  l'on  désigne  par  D  le  discriminant,  elle 
aura  cette  forme 

^.  13,  . . .,  M  étant  des  fonctions  entières  de  a.  b,  c,  ....  Mainte- 
nant, si  ion  remiilace  ;  par ; — ^^— ^ — r—,  elle  deviendra 

'  ^        (  mn  —  m  n  )'-' 

-t-(m/j  —  ni  n)3'-3  —  ^"-3-f-. .  .-f- (  mn  —  m  n)"'-"  —  =  o, 

d'où  l'un  voit  que,  par  le  changement  de  a,  b,  c,  . . .  en  A,  B,  C,  . . ., 
les  coefficients  tt'  t^  '  '  '  *'  TT  '  ^^'>  1^'^^  conséquent,  ^,  S,  . . .,  ^,  se 
reproduisent  multipliés  par  une  j)uissance  du  déterminant  de  la 
substitution,  et  sont  bien  des  invariants. 


\  I. 


Ce  (pii  précède  ne  peut  être  appliqué  aux  formes  cubiques  et 
biquadratiques,  qui  n'ont  pas  de  covariants  linéaires  ni  de  cova- 
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riants  quadratiques,  mais  plus  lanl  on  établira,  pour  toutes  les 
formes  de  dej^ré  n  égal  on  supérieur  à  cinq,  l'existence  de  divers 
systèmes  de  /i  —  i  covarianls  du  degré  n  —  2.  Désignant  par 

l'un  de  ces  systèmes,  et  posant 

o{x,  J-)=  ^i'-fi(^,  y)-^  tiO-iix,  y)-\r..  .+  tn-\On-\{x,y'), 

oixi)  ■  •  •    • 

j'introduirai  l'expression  :;  =  -jrj^ —  »  qui  contienl  n  —  \  quantités 

arbitraires  ^,.  t.. /,,_,,  comme  formule  générale  de  transfor- 
mation à  l'égard  de  Téquation  /(j?,  i)=o  de  degré  quelconque 
supérieur  au  quatrième.  On  va  voir  ainsi  disparaître  en  quelque 
sorte  les  coefficients  de  cette  équation,  pour  faire  place  aux  inva- 
riants qui  prendront  le  caractère  d'éléments  analytiques  dans  les 
plus  importantes  questions  de  la  théorie  des  équations  algébriques. 
En  effet,  les  quantités  ^,  B,  ...,  ^  deviendront  des  fonctions 
homogènes  de  f,,  /o,  ...,  ^,^_,,  du  deuxième,  du  troisième  et  enfin 
du  /z'^""'  degré,  dont  les  coefficients  seront  des  invariants  de  la 
forme/(.r,  j)  ;  et,  pour  montrer  immédiatement  comment  intervient 
leur  propriété  caractéristique,  en  prenant,  par  exemple,  ^,  je  vais 
déterminer  le  degré  de  ces  coefficients  dans  les  divers  termes  t\^ 
t\,  t,,U,  .... 

Nommons  indice  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  cp(^,  y)  l'ex- 
posant /,  qui  figure  dans  l'équation  de  définition 

ç(X,Y;  A,  B,  G,  ...) 

=  {mn' —  m'u)'  o{m\  -+-  m'Y,  n\  -i-  n'Y;  a,  b,  c,  .  .  .), 

et  soient  /,,  /o,  ...,  /«_,  les  indices  des  covariants  'J|(j7,  jk), 
cp2(:r,j'j,  ...,  cp„_,(a7,y)  qui  entrent  dans  la  formule  générale  de 
transformation.  Daprès  la  démonstration  donnée  (§  V),  le  chan- 
gement de  a,b,c,...  en  A,  B,  C,  . . .,  dans  l'équation  en  5,  revient 
à  remplacer  ;,,  t.,,  ...,  par  <,  (m/i'— m'/i)'"',  t.,{mn' — m'ny--^..., 
et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'indice  du  coefficient  d'un 
terme  quelconque  /«^p  dansât  sera  i^+  fp—  2.  Mais  ce  coefficient 
a  pour  diviseur  le  discriminant  dont  l'indice  est  n{n  —  \);  par  con- 
séquent l'indice  du  numérateur  sera  la  somme  ia-hi^ — 2-\-  n(n  —  i) 
et  son  degré  en  a,0,c,  ...  le  double  de  cette  quantité  divisé  par  n, 
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>     1  •       ■^-  (  'a  -^  ' 3  —  2  )  NI-  1    •  I       I         '  ^ 

c  est-a-dire  ~ h  2(«  —  i).    l'.u  ml  iiMliiis.iut  Iv  (U'm'f  o^ 

n  ^ 

du  covariant  cs^I-'P' .1' >  en  a,  b,  c,  ...,  au  lini  de  1  mdirc  /-^.  d  a|)i-(''s 
la  relation  ii^^  nOr^ — /i  H- 2,  celt»^  lorniulc  se  smiplidc  cl  dcxit-ut 
ôaH-ôpH-2/' —  \.  Ou  Irouvera  pour  la  Inrnic  rulti(|ue  jO,  abso- 
lument de  nit'iuo,  (jue  le  degré  du  coellicienL  de  lat^iy  est 
^a  +  Sp  +  Oy  4- 3 /«  —  (3.  Ce  sont  ces  fonctions  ^  et  13  qui  jouent  le 
principal  rôle  dans  la  réduction  à  la  l'orme  trinôme  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  car  cette  réduction  dépend  de  la  résolution 
des  équations  vl  =  o.  Î3  =  o.  Et  ici  le  j)oiut  (jui  ma  semblé  le  plus 
essentiel  et  ma  le  |)ius  préoccu])é  consiste  à  vérifier  la  j)remièr(!  en 
exprimant  /,,  /.,,  /.•,,  lyen  fonction  linéaire  de  deux  indéterminées. 
La  méthode  à  laquelle  jai  été  amené  repose  en  entier  sur  le  choix 
des  quatre  covariants  du  troisième  degré  qui  entrent  dans  la  formule 
de  transformation,  et  \oici  commenl  on  les  oblit-nl. 


VII. 


L  ne  remarque  facile  à  établir,  et  doul  j  ai  l'ail  usage  ailleurs  ('), 
me  servira  de  point  de  départ.  Elle  consiste  en  ce  que  les  coeflicients 
des  termes  en  ç  et  r,,  dans  le  développement  de  l'expression 

où  o(.x,  y)  et  C2)  (j::,  j^)  sont  deux  covariants  d  une  forme  quel- 
conque y(.r,j'),  sont  encore  des  covariants  de  la  même  forme.  En 
supposant  '■^(Xjy)  du  second  degré  et  cp,  (j;,  r)  du  troisième,  on 
voit  ainsi  un  premier  covariant  cubique  donner  naissance  à  trois 
autres,  et  les  éléments  de  la  formule  de  transformation 

t  'ç.i(x,  I  )  -I-  M  o, (  a",  I  )  -H  P  'f .,  (  a",  I  )  -i-  tï'  Ci  ( .r,  I ) 
semblent  s'ofîVir  d'eux-mêmes,  en  jtailaut  (]u  cosariant  quadratique 

"ri^,  y  )  =  (  ^'i^'  —  i  ?':'  -^  ^f-  )^- 


(')  Voii'  lltUMiTt,  Œuvres,  l.  III.  p.    ios. 
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et  du  covariant  du  iroisième  degré  obtenu  au  paragraphe  111,  en 
opérant  avec  '^(\r,  y)  sur  la  forme  proposée  /(x,  y).  Désignons, 
pour  les  introduire  dans  l'expression  (i),  par$(X,  Y)  et<I>i(X,  Y), 
les  transformées  canoniques  de  'f  (^,  y)  et  cp,  (x^  y)\  on  aura 

*  (X,  Y)  =  v/ÂXV, 

*,  (  \.  Y  )  =  v/X (;  a \3  -^  3  /T^X^  Y  -^  3  s/k\\-^  —  ■/  Ys), 


et  ion  pourra  reaijjlarcr 


d-c     ^  do  \ 


par 


Posant  donc 


dx  j 
•ï'! ['  :  —  ■'■, /À  ' ^.    (;  ^  ''■. /Â)  y]. 


'ï>i[(^-rVA)X,  (ï-ry\)Y] 

=  ï3  4,,(X,  Y)—  3i^r,  *,(X,  Y)+  3ïr.2*3,  X,  Y  )— V*JX,  Y), 

voici,  sous  forme  canonique,  les  expressions  des  covariants  que 
nous  sommes  tout  d'abord  amenés  à  prendre  pour  cp,  (a:,  y)^ 
'foi^j  y)-)  .  •  -,  à  savoir  : 

<ï>i(X,  Y)=v/Â  (;xX3+3v^^X2Y-^3v/7?XY-'— ;/Y3), 
*.  (  X ,  Y  »  =-.  A  (  ;j-  X3  -^  /^ X 2  Y  —  ^,/l■  X  Y^  —  a'  Y3  ) , 
^3 ( X,  Y  )  =  /Â^ (  a X^i  —  s^l X^  Y  —  v^/^ X Y2  —  ;;.'  Y^  ), 
*i(X,  Y;=    A2(  aX3—  3v/7?X2Y-l-3v//^XY2—  /Y^- 

Le  premier  est  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de 
la  forme  proposée,  ou.  si  Ion  veut,  du  troisième  ordre  ('  ),  et  a  reçu 
de  M.  Sylvester  la  dénomination  de  canonisant.  Sous  cette  forme 
de  déterminant,  savoir 


?i(^î  J'j=  3 


JK' 


y'-x    jx'-     — x^  i 


il  sert  de  base  au  mémorable  travail  de  l'illustre  analvste  sur  les 


(')  Pour  abréger,   je  désijinerai   désormais,    sous  le  nom   d'oidre.   le  degré  des 
covariants  ou  invariants  de  f{x,-y)  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  forme. 
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conditions  de  rralilé  des  lacines  de  IcMiiialion  du  ciiKiiiicinc  dt';iré. 
Jo  me  bornerai  à  observer,  à  son  égard,  que  toute  l'orme  (  idii(|U(' 
(a,  b,  b\  «')(.r,  yY  admettant  jiour  covariant  l'expression 

{■ib'^  —  iahb' -\-  a' a-,  h-  6'-i-  aba'  —  -^ab'-^ 

—  b'^b  —  ab' a  -\-  'la  b-,  —  ïb'^ -\-  ia' bb' —  aa'-){T,  y  )^, 

on  en  tire  un  nouveau  eovarianldu  troisième  degré  et  du  neuvième 
ordre  -i/,  (^x,  v),  dont  je  désignerai  la  lorme  canonique  par  ^'|(\,  \)^ 
de  sorte  que  1  On  aura 

-4-  3  v/ÂJ (    y/^i  _^  ,j_.x'  )/I  —  -?.  a  /O  X^  Y 

—  3  v/X»(    \^—  a;ji'  v/^  —  2  ;jl'  A)  X  Y^ 

—  /P  ( y.  »/7^  —  3  [jl'  A-  +  ;jl;jl'2 )  Y^. 

Le  second  covariant  '-5o(j:,  y),  qui  esl  du  (•in([uième  oi'dre,  donne 

lieu  à  une  observation  importante.   Lorsque  la  proposée  f{:r,  r) 

admet  un  facteur  linéaire  au  carré,  il  contient  ce  facteur  à  la  pre- 

11  ,       1  ,  •    .      fff       àf        ■   ■  i 

miere  puissance,  absolument  comme  les  dérivées  -y-  et  -7-;  voin  la 
'■  ax        ((y 

démonstration  de  cette  propriété. 

Désignant  par  a-  et  t  deux  constantes   arbitraires,    j'observerai 
(juen  prenant  pour  les  coeflicients  A,  -j..  . .  .,  de  la  forme  canonique 

^=(X,  ;jL, /Â-,  v/^,  :^',  À')(X,  Y)S 

les  valeurs  suivantes 

À  =(6(T  —  5T)a5, 
I  ^  . 

'X  ^=   -  I  0  7  -r-  ■1~)-<S', 

(l)  {   ^Jc  =  -J^^, 

•X    =    -(  3"  -H  9.  3-)7T*, 

qui  donnent  identiquement 

À  ;jl'  —  i  a  y/Z  —  3  A-  =  o,  a'  u  —  /j  a'  /^  -f-  3  A:  =  o, 
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elle  devient 

-?  =  (uX-i-  -Y)2 

On  a  donr-  ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  double,  l'expression 
«jénérale  de  la  lornic  canonique  et.  par  suite,  de  tous  ses  cova- 
rianls.  En  particulier,  on  obtient 


^,(X,  Y )  =  ^::  l  \( n\  -^  -Y) 


.](X, 


X       (3<T^-2T)7^    -(-.-^)-.^,   _(2T^-3t)t2|(X,Y)2, 

ce  qui  établit  la  propriété  énoncée.  Mais  on  reconnaîtra  qu'elle 
n  ap|)artient  plus  aux  covariants  '^-j^x^y)  et  'f.',(.v,  )),  et  c'est  ce 
qui  contluit  à  les  remplacer  respectivement  par  les  sui\ants 

4?.i(^.  7)-+-    Açifx,  ^), 

4 94(3-,  j' ) -f-  3  A  cp, (■  X,  y  ) -^  9(;  'li{x,y), 

qui  sont  encore  du  septième  et  du  neu\ième  ordre,  et  où  elle  se 
retrou\e.  On  obtient  en  efl'et,  dans  le  cas  d'un  facteur  double,  les 
expressions 

4*3(X.Y)+A*i('X,Y) 

=  ^/Â3t  ^(tX-^tYj  [(37  -^  •>-  )-7\  —  -  (t  ^  cr)T7,  (3-:  -T-  'i^)-.^  ](X,  Y)^, 
4*i(X,  Y)-  3A4>2(X,  Y)^  9(i  Wi(X,  Y) 

=  —   ^v/Â^7CtG(7  —  Tl(372—  2T7^3^'-)(7X-4-tY)3, 

o 

et.  si  on  les  dési<;ne  de  même  par  '^-^^x^  y)  et  cp,  (:c,  t)  afin  de  ne 
pas  multiplier  les  notations,  leurs  formes  canoniques  seront 

<1>3  (  X ,  Y  )  =         v/Â^  (  5  u  X3  -  v/^ X2  Y  -  \/l  X Y^  ^  3  -x'  Y^  ) , 
ct>4  (  X,  ^'  )  =  \/Â^ [  7  /Â  ;JL  -T-  cjG  (  ■}.  ^F^  —  3  ;JL  A-  —  ;i.'  ;jl2  )]  X^ 

—  3  v/Â^[3  v/Âv/Â-  —  9G(v/7^^  aa'  v'^  —  -2  y-/.)]X2  Y 

-h  3  v/Â^[3  v/Âv/Â  —  9G(VF-^  iJ-[j-\^^-  —  ■'- :-'-'/^)]x'i'- 

—  /Â^  [  7  v/Â  ;/'  ^-  9G  ( 2  /F  —  3  u'  /.-  -^  ua'2  )]  Y^ , 
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ou  encore 

«l'i(X,  Y)=  v/'V^[(7^^75/t  — iSA)a  —  (ii>.a'v//?]\» 

—  3 v/Â^ [( 3 .ir  -t-  1  5 1  /t  —  ()() A- ) v/^-  —  <'4 >^'  i^- ]^-^' 
-+-  3v/Â^[(3^  -4-  I  ■)  1  //  -  ()(./  I  \7.-  —  (\\l  ;jl'-^]  \Y2 

—  /Â^[(7ft-V    jW/ —  I.S/.  )a'— (>iA';Jiv^Â^]V2. 

Tous  les  coviuiauls  dont  se  eoni|Mtse  la  formule  de  Iransforuia- 
tion  pour  réquatioa  du  eiuquièuie  dei;i'é  sonl  luaiutenanl  dc'liuis  (^'  ), 
et  il  ne  me  reste  plus  qu'à  montrer  <pie  rin\ariant  du  liuitiènie 
ordre  D  =  A-+  128B  est  le  discriminant  de  celte  équation.  KITec- 
livement  les   équations   (1  )   relatives  au    cas   d'un   facteur  douhlc 

donnent 

^  =( —  3oa-2--  {\i-.7  —  3ot-)7->t5, 

a5  /(  =  (  6  cT-  +  1 3  TT  -I-  6 1^ )  a^ T^, 

doù 

/r  -^  1 2  J  A  —  l 'iC)  k  =  o, 

et  en  remplaçant  g,  A,  /.  j)ar  leurs  valeurs  en  A,  13,  G, 


(*)  Celui  du  neuvième  ordre  mérite  d'èlrc  remarqué;  si  l'on  opère  en  eftet  avec 
le  covariant  quadratique  sur  9i(^,  y),  on  est  conduit  à  un  covariant  du  premier 
degré  qui,  dans  le  cas  où  la  proposée  contient  un  facteur  linéaire  élevé  au  carré, 
coïncide  avec  ce  facteur.  Sa  forme  canonique  est 

A-  [(  3^  +  i5i  /t  -  90/0  \  Â^  —  G'i  /.'  ;j.-]  X  —  A=  [{^g -i-ibi  h —  gok)sfk  —  G',  >.ij.'-  |  V. 

Ln  ré>ultat  aniiioi;ue  a  lieu  pour  toutes  les  foimcs  f  =  {a,  i>.  . . .,  b\a'){x.  y)" 
de  degré  impair  et  supérieur  à  trois.  Soit,  en  ellct,  I)  le  discriminant:  M.  C;i\ iey 
a  démontré  que.  pour  D  =c  o,  le  covariant 

f/D  f/D         ,  cirt  ,       f/D 

■  ^       -^  '       cla  db  '  db     -^  da  "^ 

fievicnt  la  puissance  /j'*""^^du  facteur  ci'ntcnu  ;ilors  daiis/au  carré.  Or  en  f)pérant 

sur  ■i{x,  y)  avec  la  puissance  du  covariant  {juadralique  du  second  ordre 

«le  la  forme  proposée,  le  covariant  du  jircinier  degré  et  d'ordre  Zn  —  4)  auquel 
on  sera  ainsi  amené,  sera  évidemment,  pour  D  —  o,  ce  facteur  linéaire.  Dans  le 
cas  de  n  =  3,  mais  dans  ce  cas  seul,  il  s'évanouit  identiquement. 
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ce  qui  fait  voir  que  D  s'évanouit  bien  dans  le  cas  où  la  proposée 
admet  deux  racines  égales.  L'invariant  du  douzième  ordre 
D|  =  25AB4-  i()C,  (jiii  se  présentera  bientôt,  [)ourrait  être  appelé 
second discriiniiKt ni ,  les  deux  conditions  D  =  o,  D,  =  o  exprimant 
que  la  proposi'-e  contient  deux  facteurs  linéaires  doubles. 


VIII. 


Nous  voici  par\cnus  à  un  point  bien  important  et  cpii  servira 
d'épreuve  à  toutes  les  considérations  précédentes,  c'est  le  calcul 
de  la  forme  quadratique  à  quatre  indéterminées  désignée  par  ^. 
Déjà  nous  savons  que  les  coefficients  de  cette  forme  sont  des  inva- 
riants, je  vais  prouver  de  plus  qu'ils  contiennent  tous  le  discrimi- 
nant D  comme  facteur,  le  coefficient  du  seul  terme  t"^  étant 
excepté.  Reprenons  à  cet  ellet  l'expression 

^  _    ^  ?l  ^^-    ')"^  "  92(^1   IJ-H  t»  93(^5    l)-f-  iV  0\(-T,   l) 
/x(^,   I)  '  ' 

et  soit  pour  un  instant 

%( T)^=iio=,( X,  i)-\-  V  o^ix,  f ) -T-  «^  Ci ( j",  i); 

je  dis  qu'en  nommant  Xç^,  j?,,  x-y,  ^3,  x^  les  racines  de  l'équation 
proposée,  la  quantité  Q(xq)  sera  divisible  par 

{X)—Xi){xo  —  .rv ){Xq—  X3  ){X(,—  .Ti ). 

Remplaçons  à  cet  efiét  -»  -,  —>  —,  -  dans  S(x)  par  leurs  valeurs 

^       "  a     a      a      a      a  \     /    1 

en  fonction  des  racines,  (-)('.ro)  prendra  évidemment  la  forme  sui- 
vante : 

11(0-01  ^1)  -fi^  ^3,  ^4), 

n  désignant  une  fonction  entière.  Cela  étant,  plaçons-nous  dans  le 
cas  de  deux  racines  égales,  en  supposant  par  exemple  XQ  =  Xij 
chacun  des  covariants  qui  entrent  dans  ©(.27),  et  par  conséquent 
cette  fonction  elle-même,  s'évanouira  pour  x  =  Xq.  Il  en  résulte 
que  Il(xo,  Xf,  X2-,  X3,  x.-,)  s'annule  quand  on  y  fait  X(f=:  x,,  et  il 
en  serait  de  même  pour 

Xo  =  X2 ,  Xq  =^  X-^ ,  X^  =  X:,  J 
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d'où  Ion  voit  que  celle  expression  est  «li\  isiMi-  |iar 
( .7-0  —  X| ,  )  ( a-o  —  .r-j  )  (a:o  —  ^Ta  )  ( o-o  —  ■'"•.  )• 
On  peut  donc,  eu  dési^^nanl  par  <I>(x)  une  ionction  entière,  écrire 

t'OxiX,    I) 


/x '••'■•  I 


^{x). 


Cela  ]>osr,  et  observant  (jue  l'équation  en  z  n'a  pas  de  second  terme, 
j'exprime  ^  par  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ce  qui  donnera 


l 


le  signe  2.  ^'^^^  ^e  second  membre  se  rapportant  aux  di\  erses  ra- 
cines x^=Xo^  Xi,  ....  Or.  on  sait,  par  un  théorème  élémentaire, 
que 

se  réduit  à  une  fonction  entière,  et  l'on  voit  par  là  que.  à  l'exception 

vl 

du  coefficient  /-.  tous  les  termes  de  Çr  sont  entiers,  ce  qui  démontre 

la  proposition  annoncée. 

Déterminons  maintenant  Tordre  de  ces  termes  à  l'aide  de  la  for- 
mule du  paragraphe  ^  I, 


et  qui  s'appliquera,  en  prenant  pour  o,,  Oo,  o.,,  o, ,  les  valeurs  3,  5, 
7,  9.  Pour  les  coefficients  de  t-,  U\  r- ;  //-,  inv.  (t--,  on  obtiendra 
les  noudMCS  12,  i(),  20;  16,  20,  24,  multiples  de  4;  quant  aux 
coefficients  de  tu,  /tv,  m(ï',  r(v,  ce  seront  des  invariants  d'ordres 
im|)airement  pairs  :  i4,  18,  18,  22,  et  par  conséquent  tous  sont 
nuls.  car.  en  les  divisant  par  le  discriminant  qu'ils  contiennent  en 
facteur,  l'ordre  des  quotients  est  inférieur  à  18,  qui  est  le  plus  petit 
degré  possible  d'un  invariant  gauche.  On  reconnaît  ainsi,  et  avant 
tout  calcul,  que  ^  est  la  somme  de  deux  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  l'une  en  t  et  c,  l'autre  en  a  et  »v,  de  sorte 
que  le  mode  de  solution  de  l'équation  ^  =  o,  dont  dépend  essen- 
tiellement la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  l'équation  en  z,  se 
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présente    de    lui-nième   en    éj;alanL   séparément    à    zéro    ces    deux 
formes. 

^  oici  (•«■Itc  ('■([iiation  (jiiOu  ohlii-nl  par  une  iiiéLlioilc  lacilc   : 

^  [D,/^— GBD/f  — D(Di  — ioAB)p2] 

D,,  comme  on  la  dit  plus  haut,  est 

•23AB  -f-  iGG, 
et,  en  posant 

Di  ^2  —  6 BD  ^i;  —  D (  Di  —  lo  AB  )  t'2  =  o, 
Bu-  —  2  D 1  i<  »'  —  (  9  B  E)  —  1  o  A  D I  )  (p-  =  o, 

on  trouvera,  si  l'on  écrit,  pour  abréger, 

X  =  D2  — loABDi-f-  qB^D, 
ces  valeurs  bien  simples  : 

3BD-v/ÂT)  ï)i^\/^ 


t  = 


l>i 


Aussi  avais-je  pensé  quelles  étaient  la  conclusion  définitive  de  ma 
métbode,  lorsquun  nouvel  examen  de  léquation  (i)  me  fit  apei^- 
cevoir  cet  autre  mode  de  solution  où  des  invariants  du  liuiliéme 
ordre  seulement  figurent  sous  les  radicaux  carrés.  En  l'écrivant 
ainsi  : 

Di{i-—  Dt"--^  'aBuw  —  ioADip2 )-+-  BD(ioAf-—  (]fv —  a-—  9D  iv- )  =  o, 

on  la  vérifie  si  Ton  pose 

t- —  D i'- -h  nD uw  —  10 AD  w-  =  o, 
loAi^- —  Ç)tv  —  u-^  gDfv-  =  o. 

<Jr,  en  faisant 

t  =  -^  \/ÏÏT,         «  =  U  -+-  5  AW.         t'  =  -^  V,         w  =  W, 

ces  équations  deviennent 

T2_v^-^4U^V  =  0, 
—  5AV2^-  3v/DTV  —  U2—  10  AL  W  — f  25 A^— 9D  tW^  =  o. 
U.  -  II.  24 
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T.;t  |ireniit  re  est  salislaitc  j^ir  ces  xalciirs 

T  =  oW—  -L,         V  =  ?W^-  -l  . 

?  ? 

on  0  reste  arl)ilr;ure,  et.  en  les  siihstiluanl  dans  la  seconde,  iisnflii-.i 
pour  la  vérifier  également  de  prendre 

p2=5A-t-3v/D. 

Deux  \oies  s'ouvrent  donc  comme  consc-qncnce  de  ces  deux 
modes  de  solution,  |)onr  achever  la  réduction  à  la  forme  trinôme 
en  calculant  et  résolvant  léquation  du  troisième  degré  S  ==  o.  l'^t. 
comme  on  ne  peut  voir  d'avance  aucun  motif  de  préférer  l'une  à 
Vautre,  toutes  deux  doivent  être  suivies  afin  d'en  comparer  les 
résultats,  et  reconnaître  les  irrationnalités  qu'elles  introduisent 
dans  la  formule  de  subsliliition.  Mais,  me  sentanl  j)lnl('»t  allii'é  \ers 
la  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  à 
la([nelle  M.  Kronecker  a  attaché  son  nom,  j'ai  préféré  consacrer  à 
I  approfondir  le  temps  (jue  ces  calculs  paraissent  exiger.  J'in- 
diquerai cependant  quelques  cas  particuliers  où  ils  s'abrégeraient 
beaucoup,  en  supposant  par  exemple  D,  =  o  ou  B  =  o;  car  il 
suffirait  de  prendre,  dans  le  premier, 


et,  dans  le  second, 


l'^nfin.  si  1  on  avait 


c  =  0,         a  =  3  y/D  «', 

/  =  ±^Dv,         w  =  o. 

5A  -^  S/D  =  o, 


ce  qui   rendrait   illusoires  les  expressions  de  T  et   \,  on  de\iail 

poser 

L  =  o,         T  =  —  V, 
d'où 

t=  -L^ÛT,        Il  =  5  AW,         i>  = ]=  T,         u>  =  W. 

En  m'arrêtant  donc  à  ce  point,  en  ce  qui  concerne  la  premièi'c 
méthode  de  résolution,  je  \ais  encore,  avant  de  m'occuper  de  la 
méthode  de  M.  Kronecker,  déduire  de  ce  qui  précède  la  délermi- 


ÉQUATION    DU    CINQUIKME    DEGRÉ.  3yl 

nation,  au  mojen  des  invariants,  du  nombre  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  Téquation  du  rinqnirme  degré. 

IX. 

Les  résultats  obtenus  dans  l'étude  des  formes  à  deux  indéter- 
minées, indé|)endamment  de  leur  intérêt  propre,  paraissent  avoir 
pour  consi-quence  de  donnera  la  tbéorie  des  équations  algt'briques 
une  base  nouvelle,  et  je  ne  pense  pas  m'éloigner  trop  de  l'objet 
principal  de  ces  recherches  en  montrant  de  quelle  manière  les 
nouveaux  éléments  de  l'Algèbre,  invariants  et  covariants,  s'intro- 
duisent dans  les  questions  résolues  pour  la  première  fois  par  le 
théorème  de  Sturm.  Mais  on  verra  leur  rôle  commencer  seulement 
à  partir  du  cinquième  degré,  comme  pour  rendre  manifeste,  sous 
un  nouveau  point  de  vue,  la  profonde  difierence  qui  sépare  les 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  seules  solubles  par  radicaux, 
de  celles  des  degrés  supérieurs.  Ainsi  on  a  déjà  remarqué  que  la 
formule  générale  de  transformation 

n'a  pas  d'existence  effective  à  l'égard  des  équations  du  ti-oisième 
et  du  quatrième  degré;  mais,  ces  cas  exceptés,  je  vais  donner  la 
définition  des  /i  —  i  covariants  qui  servent  à  la  composer. 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que  toute  forme  du  degré  n  admet  un 
covariant  quadratique  du  second  ordre  en  supposant  n  impair,  du 
troisième  pour  n  ^^i-\-  2,  et  enfin  du  cinquième  pour  /?  ^4  '-H^,. 
ce  qui  exclut  le  cas  de  n  ^  ^. 

On  a  effectivement,  pour  les  formes  du  deuxième  et  du  troisième 
degré  (a,  6,  a'){x,y)-,  (a,  b,  b',  rt')(.r,  r)%  ces  covariants 

(  aa' —  b-  /  (a,  b,  a'  )  (x,  y)''-^ 
(a-a'2-)-  \ab"^^  !\a'  b'^ —  Zb-b'^  —  C)aa'  bb'  f 
X  (6- —  ab\  bb' —  aa\  b'- —  a'  b  }{x.  y)-^ 

d'ordre  ii-\-\  et  4  '  +  2  ;  on  en  conclut  par  la  loi  de  réciprocité 
l'existence,  pour  les  formes  de  degré  2r  +  i  et  4^  +  2,  de  cova- 
riants quadratiques  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  Pour  le 
dernier  cas,   il  est  nécessaire  de  partir  des  formes  du  cinquième 
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degrr,  et  je  vais  établir  (urellcs  ont  un  rovarianl  (|iia(liati(|iic 
d'ordre  4'  H~  8-  J  opère  à  cet  etret  sur  le  co\ariant  tuhiquc  cl  du 
troisième  ordre,  avant  pour  expression  canonique 

avec  le  covariant  linéaire  et  du  cinquième  ordre  ol)tenii  para- 
grajdie  TU,  savoir  : 

On  parvient  ainsi  au  covariant  quadratique  cl  du  huitième  ordre, 
savoir (' )  : 

v/Â^/^[(v//^-  ;jl)X2-(v^—  ;/U'2], 

et  il  suffit  de  le  multiplier  par  V'  pour  obtenir  Tordre  /\i -\-  8,  de 
sorte  que  l'on  conclut,  par  la  loi  de  réciprocité,  comme  précédem- 
ment, l'existence  d'un  covariant  quadratique  du  cinquième  ordre 
pour  le  degré  4  '^  +  8. 

Ce  résultat  peut  servir  de  base  pour  généraliser  la  notion  des 
formes  canoniques  (-)  telle  qu'elle  a  été'  donnée  au  (b'-bul  de  ces 
recherches;  mais  acluellemenl  je  me  bornerai  aux  conséquences 
que  voici  : 

Désignant  par  (f(x,y)  le  covariant  quadratique  auquel  on  \ienl 
de  parvenir,  j'observe  qu'en  opérant  sur  la  proposée  a\ec  o(x,y) 
on  obtient  un  covariant  du  degré  /i  —  :>  (|ue  je  représenterai  par 
o,(x,jk).  Cela  posé,  et  en  recourant  denou\cau  au  tli(''orème  dont 
il  a  été  fait  usage  au  paragraphe  VII,  le  système  des  n  —  i  cova- 
riants  du  degré  n  —  2  pourra  être  défini  par  les  coefficients  des 
termes  en  ç  et  r,  dans  l'expression 


(IX 


(')  Un  cocfficieiiL  luirm-i'itiue  — 3  serait  à  iét;ililir  <le\anl   l'expression  (pii  suit. 

i:.  I'. 

(-)  On  ne  pourrait  plus,  en  considérant  par  exemple  le  septième  dcgn,  déter- 
miner les  coefficienls  de  la  transformée  J^  =:().,  ix,  v,  y/,  y//,  v',  ;x',  )>')(  X,  V)'  en 
fonction  de  )v)/  =  g,  ;xjji'  =  h,  vv'  =  A  et  /.  Il  serait  nécessaire  de  joindre  à  ces  quan- 
lités,  V  —  v',  \L  —  ijl',  et  même  a  —  a'  (jui  s'expriment  facilement  par  des  invariants 
gauclics;  par  cela  seul  on  peut  juger  quelle  dillércuce  sépare  le  cinquième  degré 
des  degrés  supérieurs. 
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A.  la  vi'rilé,  el  (1rs  le  cas  de  «  =  .5,  ces  covarianls  no  sont  pas 
ceux  qui  ont  «'U-  eiii|)l<»yés  :  mais  ils  présentent  cet  avantage  d'avoir 
dos  transformées  exlrèuiement  simples,  cpi'on  peut  obtenir  expli- 
citement si  Ton  y  fait  la  sui)sliUition  pro|)re  à  ramener  'i(x,  y)  à 
la  forme  monôme  y/VXY.  Et  c'est  ainsi  (pi'on  peut  démontrer 
(pi'ils  sont  linéairement  indépendants;  mais  j'arrive  immédiate- 
ment, sans  m'arrêter  à  ce  point,  à  mon  principal  objet,  qui  est 
d'obtenir,  au  moyen  des  invariants  de  la  forme  pro[)osée/(a7,  y),  le 
nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  r('-qualion/(:c,  i)=  o. 


X. 


A  cet  efiet  je  raj)pellerai  le  principe  dû  à  Jacobi,  qu'en  réduisant 
à  une  somme  de  carrés,  par  une  substitution  réelle,  la  forme  ([ua- 
dratique 

(to-^ati^a^fi-^.  ..^  «"-'  t,i^t  f 
-i-{to-hbti-r-  b"-  ^2  -^ . . .  +  6''-i  <„_i  )2  + . . . 
--{t^-^ktx-^  A-2 ?2 -T- .  .  . H-  A"-»  tn-x  j-, 

où  a,  6,  ...,  k  sont  les  racines  de  l'équation  proposée,  le  noml)re 
des  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  est  précisément  égal  au 
nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Et,  si  Ton  fait 

-o(a;),  -,(x), -n;„_,(:r)  étant  des  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  X,  le  même  fait  a  lieu  à  l'égard  de  la  forme  plus  géné- 
rale 

iP(«)+  n2(6)-i-...+  n2(/c). 

Or,  en  prenant 

tous  les  coefficients  seront  des  Invariants  de  /(jc,  jk),  et  par  con- 
séquent, si  on  la  réduit  à  une  somme  de  carrés,  ce  seront  bien  des 
invariants  dont  les  signes  détermineront  le  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires  de  l'équation  /(:c,  i)  =  o.  On  peut  encore 
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obser\er  ([iicn  [xtsaiil 

•p  (  ^'  )  — — '■ > 

/xi^,  I.) 

on  aura 

ii2(rt)-f-  n2('^))H-. .  .-4-  n2(7>)=  /i/2-t-*-(«)-4-*-(^)  +  -  •  •+  'l'K/v', 

de  sorte  (juil  sullil  «l'oijcrer  sur  la  iornio  ([uadraliquc  à  n  —  i 
indcterniinées 

F  ='i>2rrt)-f-*2(6)-H...-+-*2(A). 

C'est  ce  que  je  vais  faire  dans  le  cas  de  Téqualion  du  cnuiuième 
degré,  en  supposant  comme  précédemment,  pour  (tl)lenii- la  rt'duc- 
tion  à  la  forme  trinôme, 

t  cpi(.r,  I  )-T-  Il  ^^(t,  i)-t-  V  (pnfy,  i)-^  "'  74(3-,  I  ) 
ce  qui  donnera 

-DF  =|D,^2_6BD/P—  D(Di  — ioABjp2| 

-4-  D[—  B«2_i_  2Di?av-(-(9BD  —  lo  AD,  jii-^  ]. 

J'observerai  dabord  que  le  discriminant  d('-sij;né  par  D  est  le 
produit  des  carrés  des  différences  des  racines,  multiplié  par  le 
facteur  positif  S-*,  et  Ton  en  conclut  aisément  que  la  seule  condition 
D<^o  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  léquation  possède  deux^ 
racines  imaginaires  et  trois  réelles.  Mais  l'hypothèse  D  >  o  con- 
vient aux  deux  autres  cas  de  cinq  racines  réelles  ou  de  quatre 
imaginaires,  qu'il  s'agit  donc  d'examiner. 

Pour  le  premier,  F  doit  se  réduire  à  une  somme  de  carrés  tous 
affectés  de  coefficients  positifs;  ainsi  il  faut  et  il  suffit  (pie  le* 
formes  quadratiques 

(I)  D,^2_6BD<i^  — D(D,  — ioAB)p2, 

(II)  —  B«2-4--2D,Miv-T-(9BD  — ioAD,)iv2 

soient  définies  et  positives.  Faisant  donc,  comme  au  para- 
graphe \  III, 

N  =  DJ  — ioABD,-H9li2D, 

on  aura  les  criteria  suivants  : 

N<o,        D,>o,        B<o. 
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l\)iir  le  sfcoiid,  deux  des  coefficients  des  carrés  doisenl  être 
négatifs,  ce  qui  est  réalisé  de  deux  manières  différentes  :  dabord 
par  la  condition  unique  N  >>  o,  car  les  formes  (I)  et  (II)  seront 
ainsi  des  dill'érfMKîes  de  carrés,  et  ensuite  en  les  supposant  toutes 
deux  définies,  l'une  étant  |)osili\e  el  l'autre  néi;ati\e.  Cela  donne 
avec  y»  <^o  les  conditions 

Di>o,         B>o, 

ou  bien  celles-ci 

D,<o.         B<o, 

c'est-à-dire  sim|>lemenl  BD,  >>  o. 

On  remarquera  que  parmi  ces  criteria  ne  figure  point  la  combi- 
naison 

N<o,         D,<o,         B>o; 

et  le  motif  de  cette  exclusion  est  qu'on  supposerait  ainsi  les  formes 
(I)  et  (II)  définies  et  négatives,  c'est-à-dire  F  réductible  à  quatre 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs,  ce  que  l'on  reconnaît 
impossible  d'après  son  origine  même.  Le  Tableau  suivant  peut  donc 
résumer  nos  conclusions  : 

rs  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <[  o,  BDi>o,   une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

X  <<  o,  BD,  ■<  o,  cinq  lacines  réelles. 

Mais  voici  un  autre  système  de  criteria  auquel  va  nous  conduire 
la  méthode  suivante  : 

Supposant  toujours  le  discriminant  positif  de  manière  à  n'avoir 
à  distinguer  que  deux  cas,  j'écris,  comme  au  paragraphe  A  111. 

^DF  =  Di(  r-—  D  r-  -r-  Q.D  uw  —  10  AB  iv^-) 

—  BDdoXv^  — 6  Iv  —  u'- -h  gBw2). 

Cela  posé,  soit  pour  un  instant 


d'où 


—  [  wî<2  —  2  ])  J^tp  -(-  Dfio  A  —  go))  iv-j. 
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On  observera  <|u  on  penl  rendit'  nn  carré  parfait  chacune  îles  deux 
lorme-i  (juadralujues  en  /  el  e.  u  et  (\',  eu  posant 

i)(u- —  io.\(o  -T-  D  =  o, 

(le  sorte  (|u"en  noninianl  to  el  lo'  les  deux  racines  de  celle  é(|uali()n. 

on  aura 

(O      ^  - 
Il  —    -  »•  )  , 


y.  ^-  (o'  ^  =  (  f  —  3  a>'  e  j-  —  tu'  (  « ;  (»• 

el,  par  eonséquenl. 

^  tu  —  co         [  \  oj       /    J 

D,io'— BDf          „         ,            /          D       /-■] 
-. ; (  /  —  3  (O  (•  )"-  —  L<i  (  a ir         . 

10  —  w     L  ''^         J 

Or  \oiei  les  conséquences  de  celte  nou\cllc  décomposition  en 
carrés  : 

Supposons  les  racines  co  iniai^inaires,  c'est-à-dire  2J  A-  —  f)D-<o. 
on  pourr.i  évidemment  ])oser,  en  désii^naut  par  T,  L,  \'.  ^^  ^\v^ 
liuiclKjns  linéaires  réelles  de  /.  u.  c.  tv. 

D,w-BD  / . 

-; —  (  /  —  3  oj  c  )2  =  (  T  -^  V —  '  »  '  1 


10  OJ 

0,(0-  BD 

(O  '  —  lo 

D,(o—  I5D 


[  t  —  3  w  c  )2  =  (^  T  —  v''—  1  V  )' 


D 


co  —  co 
D.to'— BD  /         D 


u ;  (r  )    =  (  u 

u 


(ij  —  co        \  to       / 


■I  W)-, 


de  sorle  que  V  de\iendra 

(t-^v/^7v)V(t— v/^7v)'— (u  +v/^^w)'— (u  _v/~W)% 

ou  hieii 

\ous  par\enons  ainsi  à  deux  carrés  afTectés  de  coefficients  né- 
^^atifs,  et.  par  eonséquenl,  cjualre  des  racines  de  léqualion  j)ro- 
posée  sont  imaginaires. 
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Soil,  en  second  lien,  -iJ  \- — 9  D  >  o  ;  deux  cas  seront  à  dis- 
lini;iiei',  sui\:iiil  (|iie   V  sera  posilif  ou  négatif. 

Dans  le  preiuier,  les  deux  racines  to  sont  positives,  on  est  donc 
coninie  tout  à  Tlieure  conduit  à  deux  carrés  dont  les  coefiicients 
sont  nt'-gatifs.  Et  dans  le  second  cas  il  <'n  sera  de  nicnie  encore  si 

les  (luiinhtcs  — r— ' ; sont  de  signes  contraires.  Ur  on 

'  (.0  —  (o  co  —  OJ  •  ■- 

trouve 

(Dioj  —  BDx  Dio/-  BD)=  -^D, 

d"(iù  la  condition 

-\  >  o. 

Enfin,  en  supposant  N  <!  o,  F  se  réduira  à  une  somme  de  carrés, 
dont  les  coefficients  auront  tous  le  même  signe,  et  par  conséquent 
seront  positifs,  le  cas  où  ils  seraient  négatifs  devant  être  rejeté 
comme  on  la  déjà  vu.  Les  conclusions  qui  précèdent  sont  ainsi 
résumées  : 

■i5A- — 9D  ■<  o,   une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

■Jt5  A- —  9D  >  o,  A  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

•iôA- — 9D>o,  A  <  o,  N  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

•2).\-  —  9D  >  o,   A  <<  o,   >i  <C  o,  cinq  racines  réelles. 

» 

Elles  s'accordent  avec  les  résultats  auxquels  est  parvenu  AL  Syl- 
vester  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  j'observerai,  pour  en  faciliter 
la  comparaison,  qu'on  a,  entre  A,  B,  C  et  les  quantités  désignées 
par  J,  K,  L,  A  dans  ce  Mémoire,  les  relations  suivantes  : 

J  =  A, 
K=  — B, 

gL  =  C-+- AB, 
A  =  A3—  l'iL. 

Mais  la  marche  que  j'ai  suivie  ne  saurait  conduire  à  ce  fait,  si 
important  et  si  nouveau  en  Algèbre,  des  criteria  renfermant  un 
paramètre  variable  entre  certaines  limites,  et  qui  me  paraît  une 
des  plus  belles  découvertes  du  savant  géomètre  anglais.  C'est  dans 
une  autre  direction  que  je  vais  suivre  encore  ces  questions  inté- 
ressantes, en  m'occupant  du  système  des  fonctions  don!  les  signes 
servent  à  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  comprises  entre 
des  limites  données. 


3-8  OEUVRES    DE    CHAULES    IIEUMITE. 


XI. 


Après  a\()ir  iciuphuM'  par  tics  iiivarianl>,  dans  les  ('(pialions  tk' 
■degré  supérieur  au  (piaiiirnie",  les  expressions  données  pailc  lliéo- 
rènic  de  Sturm  j^our  la  délerminalion  du  nombre  de  leurs  racines 
réelles  et  imaginaires,  on  est  amené  à  se  demander  s'il  n"v  a  pas,  à 
|)ai'lir  du  cnxpiicnic  dci;r('',  une  modilication  coi'rcsjxtiiilanlc  à 
décou\rir  dans  le  svslcnie  des  fonctions  ([ue  ce  théorème  célèbre 
j)i"ésente  sous  une  seule  et  même  forme  analytique  pour  les  éfpui- 
lions  de  tous  les  degrés.  On  peut  ainsi  penser  à  retrouver  leurs 
propriétés  caractéristiques  dans  certains  covarianls,  alin  de  les 
employer  alors  au  même  usage:  mais  ce  sont  des  covariants 
douldes  qui  m'ont  paru  s'oOrir  au  moins  de  la  manière  la  j)lus 
ininiètliate  cl  la  |)liis  facile,  comme  je  \ais  le  montrci-. 

Mon  point  de  tlé|)arl  est  dans  uik^  i^t'ut-ralisalion  du  svslèmc  des 

fonctions 

V  ={x  —  a)(x  —  b). .  .{X  —  k), 


v,=.vy_i_, 

.^td  X  —  a 
.  '^  (  (i  —  b  ) 

2à~i 


^  o  =  V 


a  ){x  —  b) 


<pie  je  vais  d'abord  indiquer. 

Employant  a\ec  M.  Sylvester  ('),  alin  daljrégcr,  le  symbole 
«^(rt,  b,  . . .,  k)  pour  désigner  le  produit  des  carrés  îles  diUerences 
des  racines  a,  b,  ....  /<',  je  poserai 


jLà  {x  —  a){x  —  b)  -      '     ^' 
,M        ^,\\(x'  —  a)(x'—b)(x'  —  c) 
•*  Aà  {x  —  a){x--b){x  —  c)^^    '     '      ' 


V;„  =  (a7'—  a){x'—b).  .  .(x'—k)l{a,  b.,  c,  . . . ,  Aj, 


(')  On  a  Tlieory  of  tlie  syzygelic  relntinnx.  dans  k-a  Transaclioiis  philoso- 
phifjues  de  i853,  p.  4^7- 
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1 

V" 


de  sorte  que  — ^  sera  rinvarianl  de  la  forme  (juadratique 


1 


(fo-i-  ati-^  a-t^^.  .  .--  aUiY. 


De  là  on  coiuluL  déjà,  d"aj)r(S  le  jjrincipe  de  Jaeobi  ('),  que  le 
nombre  des  variations  de  la  suite 

(0  V,    Vx,    Xh.    ...,    ■<>„ 

est  égal  au  nombre  des  raeines  réelles  de  réqualiou  \  =  o  com- 
prises entre  x  elx',  plus  le  nombre  des  couples  de  racines  imagi- 
naires. Cette  dernière  quantité  se  déterminant  en  faisant  :c  rr=  .r', 
on  voit  que  les  nouvelles  fonctions  qui  sont  à  deux  variables  rem- 
plissent le  même  objet  que  celles  de  Sturm.  J'ajoute  qu'elles  ont 
absolument  les  mêmes  propriétés  et,  bien  que  je  n'aie  pas  à  les 
employer  ultérieurement,  j'indiquerai,  à  cet  égard,  les  propositions 
suivantes. 

Soit 

\'^-  =  A/ir"-'-f-  B/3""-'-'  -H ...  ; 

les  coefficients  A/,  B,,  . . .  étant  des  polynômes  entiers  en  x'  du 
degré  i,  on  aura,  entre  trois  fonctions  consécutives  V^_t,  '^i,  "^i+ti 
la  relation  suivante  : 

A?\Vi-[AmA/^--(B,_,A,—  A,-iB,)]\^-h  A;,,  V^+i  =  o. 

On  voit  ainsi  qu'elles  pourront  de  proche  en  proche  s'obtenir 
toutes  en  partant  des  deux  premières,  V^q  ou  bien  V  (pu  est  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée,  et  \''',  dont  voici  1  expression. 
Supposant  que  ^  soit  donné  par  la  fonction  homogène  f{x,  y) 
pour  j'  =  I ,  on  aura 

-;  -    '  i^  __  ^ 
^  dx        dy 

en  faisant  de  même  jk  ^  i  • 

C'est  donc   uniquement  dans  l'introduction  de  cette  quantité 


(  '  )  Ueber  einen  algebraischeii  Fundamentalsatz  und  seine  Anwendungen 
{Journal  de  Crelle,  t.  53);  voyez  aussi  une  Note  de  M.  lîorchardt  faisant  suite 
à  l'article  de  Jaeobi. 


38o  OELVUES     IH:     CIIAKLKS     lIKUMITi;. 

je 

à  la  place  de  la  dérlsée  A  ,  =  -4-^  que  consiste  la  iiKHlilicalion  ap- 
portée aux  fondions  du  Lhéoiônje  de  Sturni,  eU  pour  Itien  en 
montrer  TelVet,  je  vais  employer  succinctement  le  mode  de  démon- 
sl  rat  11  m  de  ce  tlu'-orrme  fondi-  su  i'  des  (  ouMdt'i  alKnis  de  CDiiliiiuiti', 
en  laissant  fixe  la  (pianlilé ./' et  faisant  croître  ./•  de  ./,,  à  \.  l'aitant 
pour  cela  de  réquation 

\'>i  _  ■^  .r' —  a 
~V  ~  2d.T  —  a' 

je  remarque  que,  si  x'  est  en  dehors  de  ces  limites  et  supérieur  à  X 
par  exemple.  X>i  se  comporte  exactement  comme  la  tléri\ée  ^  |. 
D'ailleurs,  quand  une  fonction  intermédiaire  cpielconque  X^i 
s'annule,  \'^/_i  et  X^i^i  sont  de  signes  conli-aires;  donc  l'excès  du 
nondjre  des  \ariations  de  la  suite  (3)  pour  ^  =  .r„.  sur  le  nondjre 
des  variations  pour  x  =  X,  est  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
de  1  équation  \  =  o,  qui  sont  comprises  entre  a^o  et  X.  En  suppo- 
sant x'<^.ro,  on  pourrait  encore  raisonner  de  même,  mais  en 
faisant  décroître  .r  de  X  à  Xq.  Enfin,  (piand  x'  est  compris  entre 
Xo  et  X,  on  trouvera  cjue  l'excès  du  nombre  des  variations  pour 
x  =  Xo  sur  le  nombre  des  variations  pour  .r  =  X  représente  le 
nond)re  des  racines  réelles  comprises  entre  x^  et  .r',  moins  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  x'  et  X,  et  ces  résultats 
s'accordent  évidemment  avec  l'énoncé  donné  plus  haut. 
J'indiquerai,  en  second  lieu,  la  relation 

(2)  V),+,  =  WA'>.-U/V. 

\\  /  et  {ji  étant  des  polynômes  rationnels  et  entiers  en  x  et  x' . 
Le  premier  W,  est  l'invariant  de  la  forme  quadratique 

^(r  —  a)(x' —  a)(<o-t-  «^1 -i-  <t- /■2  +  -  •  •-+-  «'"'^-i)', 

de  sorte  que  la  suite  des  polynômes  à  deux  variables 
I.     W,.     W.,     ....     W„ 

donne  par  les  \ariations,  absolument  comme  la  suite  des  fonctions 
V''/,  le  nombre  des  ra(;ines  réelles  comprises  entre  x  et  x\  aug- 
menté du  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Pour  avoir 
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l'expression  (le  l  /.  soit 

{i(p)  =  {a  —  p}(a  —  x' )-\-(b  —  p)(b  —  x')  —  .  .  . 

-\-{k  — p}(k  —  x' )  =  \  (a  — /))(a  —  x'), 

et  de  même 

{^(p.  q)=y  {a  —  p){a  —  q)(a—  x'). 

'Hp,g,r)  =  ^{a—p){a-q)(a—r)(a—x')., 
et  ainsi  de  suite.  On  trouvera  ainsi 

L'2=  ^  (x  —  a  }(  x' —  a)  (y- (a). 

\Ji=^(x  —  a)(x  —  b).(x'—a)(x'—  b)ZJ a,  b )0''-(a,  b), 

Ui=\^(x  —  a)ix  —  b)(x  —  c).(  x  —  a  )  { x  —  b  )  { x —  c  )^J  a,b,c)fy-(a.b,c), 

La  loi  de  ces  expressions  est  é\idente,  et,  bien  que  dans  l'équa- 
tion (2  j  l'indice  /  ne  doive  pas  surpasser  n  —  i ,  on  peut  néanmoins 
les  continuer  jusqu'au  terme  L«  que  l'on  trouve  aisément  avoir 
pour  valeur  V^'C^,/.  On  obtiendrait  de  même  d'ailleurs 

W„=V\'->„.         d'où         V-'^^i^o, 

comme  on  pou\ail  elFectivement  s'y  attendre.  Mais  c'est  la  rela- 
tion 

qu'on  doit  surtout  remarquer:  si.  pour  abréger,  on  représente 
par  — )  — '  •••>—-  les  valeurs  de  la  fonction  \  i  ijour  u:  =  <:<,  0.  ....  /", 
de  sorte  que 

--  ={a  —  b ){a  —  c).  .  .(a  —  k), 

1.  =(b  —  a){b  —  c}...{b  —  k). 
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on  aura  les  expressions  suixanles  : 


U 


(27  —  a){x  —  b).{x' —  a){x' —  b) 


(Jii  volt  assez,  sans  aller  jtliis  loin  dans  celle  élude,  l'étroite 
liaison  de  ces  nouvelles  fonctions  avec  celles  du  théorème  de  Sturm 
dont  elles  reproduisent  les  propriétés  analytiques.  Elles  servent 
ensuite  de  Iransilion  naturelle  et  facil(>  pour  ariiver  à  celles  dont 
je  vais  élal)lir  ICvistence  à  j)arlir  du  eincjuiènic  (l('i;ré  et  (jui  sont 
des  covariants  doubles  de  la  i'ornie  f{x,  r),  Férpialion  proposée 
étant  /(x,  i)^  o.  Pour  cela,  il  suffira  de  remplacer  la  forme  qua- 
dratique 

V^  .r'  —  a  ,  .     ,. 

>  (  ti)+  att-^  a-t^-^ . .  .-\-  a'  ti)-. 

^^  X  —  a 

qui  donne  naissance  aux  fonctions  V.  par  celle-ci  : 


V, 


ir-(«), 


X  —  a  y 
où  l'on  a,  comme  au  paragraphe  X, 

/,  'fif.?-.  0-1-  t,  GjCr.  i)-i-..  .-f-  /„_,  ç„_,Cr.  i) 


nix)=to- 


f'A^- 1) 


En  ellVt,  les  expressions  '—  étant  des  covariants  doubles,  et 

>■  x  —  ay 

les  quantités  II  (a)  des  invariants,  tous  les  coefficients  de  cette 
forme  seront  des  covariants  douljles  en  x  et  T  d'une  part,  x'  et  r' 
de  l'autre,  et  auxquels  ou  pourra  douner  /"(^r,  y  )  pour  dénomina- 
teur ((jmmiin.  Mais  je  ne  veux  pas  m  étendre  davantage  sur  ces 
questions  giMiérales,  tpii  m'éloigneraieul  de  mon  sujet;  je  m'abstien- 
drai même  d'appliquer  ce  qui  précède  à  lécjualion  du  cinquième 
degré,  pour  entrer  immédiatement  dans  l'étude  de  la  méthode  de 
résolution  par  les  fonctions  elliptiques  doni  M.  Kronecker  est 
l'auteur.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  urollViront  d'ailleurs 
l'occasion  de  donner  un  système  spécial  au  cincpiième  degré  de 
ces  covariants  en  x  et  r,  x'  et  r'  qui  [)euvent  remplacer  les  fonc- 
tions de  Sturm. 
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XÏI. 


La  Iransfonnallon  dos  fonctions  elli|itifjiics  conduit  à  deux  Sortes 
d'équations  algébriques  de  la  plus  grande  importance  pour  l'Al- 
gèbre et  la  théorie  des  nombres  ;  les  unes  sont  entre  les  modules  ). 

et  A\  les  autres  entre  le  multiplicateur  -r  et  le  module.  Ce  sont  ces. 

dernières  (pii  onl  ('lé,  au  point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  le  sujet  des  beaux  travaux  de  M.  Kronecker  et 
de  M.  Brioschi,  et,  comme  les  résultats  obtenus  par  ces  éminents 
géomètres  me  serviront  de  point  de  départ,  je  vais  les  rappeler 
succinctement. 

D'après  un  théorème  de  Jacobi,  démontré  dans  le  n°  3  des  Annali 
di  Mat/irnmlica,  t.  I,  année  i8.")8,  p.  i-jo,  par  M.  Brioschi  ('),  on 

sait  que  les  racines  de  l'équation  du  sixième  degré  entre  -ç\  ^^ 

et  A",  savoir 

sin  ain4  w  sin  amStu 


v/:?  = 


sin  coam4w  sin  coani<Soj 


K       V  K  -i-  i  K'  o     /       5 

to  étant  successivement  —  et  -. pour  v  =  o,  i,  2,  o,  45  s  ex- 
priment de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  s^/x^j  celle  qui  corresj)ond  à  oj  = '.         ,  ce  qui 

conduit  ixiilurellcment  à  adopter  la  notation  \/x^  pour  la  première 

nui  est  donnée  en  taisant  to^=  —;  on  aura 
•  j 

1    \/x^  =  Ao  v/5 ,  1    /ro  =  Ao  -+-  p-  Al  +  p3  \,^^ 

(1)  ■    ^^0=^  Ao  +  A,  +  Ao.  ■    /^  =  Ao  —  0-^  Al  —  p2  Ao. 

'  ^xi  =  Ao  -I-  p  Ai  -+-  pi  A3.  '    \/.j\  =  Ao  -f-  pi  Ai  -I-  p  Ao  ; 

0  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité.  Ces  expressions  remar- 


(')  Le  P.  Joiibeil.  avait  trouvé,  de  son  cùté,  la  niùnie  démonstration,  en  s'(jc- 
cupant  de  la  formation  des  équations  entre  RI  et  A' pour  la  transformation  relative 
au  cinquième,  septième  et  onzième  ordre  {Comptes  rendus,  séance  du  12  avril 
i8.i8). 
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(|u;il>K'S    u"a|)|);uiicnntMU    |iii>    iiuiqiKMiK-iil    daillours   à    l'cqualidii 

entre  x  et  k  :  elles  se  relroment  à  légartl  des  racines  des  t''(|iia- 

lions  analogues  (M  que  donne  la  lliéoric  des  fondions  elli|)li<|ues 

,  ,  .    ,.  ,  .    .  \//.'        /. 

entre   1  inverse  du   niultinlicaleur  .r   et    les    (luantiles   a;— =■»  ./•-> 

/'- 
x(  ^  -+-  ^  )  ,  •  •  ••  L'idée  hardie,  et  (jui  devait  être  si  féconde, 

d'étudier  en  général  toutes  les  équations  du  sixième  degré  dont 
les  racines  s'expriment  de  cette  manière,  quels  que  soient  Aq.  A,, 
Ao.  revient  en  entier  à  M.  Kronecker.  In  premier  résultat, 
obtenu  mais  non  publié  par  le  savant  géomètre,  a  été  donné  [)ar 
M.  Briosclii  à  la  page  2.j()  des  Aiiiiali  di  Malcinalica,  t.  1, 
année  i858,  et  consiste  dans  la  formation  même  de  cette  équation 
du  sixième  degré.  Si  l'on  pose 

H  =  8ASA,A2-2A2A^A|  — A^A^  — A«(Af-r-Af), 

G  =  32oA«  Af  A|—  i6o  Aj  A^  A^  -^  20A3  AJ  A|  -+■  6Aj  A? 

—  4Ac(3:iAj  — 2oA^A,Ao-3AJAn(;Af  +  AS)H-A[»-f-Ai». 

elle  aura  cette  forme  remarquable  (-)  : 

(j7  — A)5(^-5A)-MoBi^  — A)3— C(^  — A)-^  jB^— AC  =  o. 

L  n  second  résultat  extrêmement  important  est  dans  I  abaisse- 
ment de  cette  équation  au  cinquième  degré  (^).  Les  expi'essions 
données  j)ar  la  formule 

y  y/j  =  (  x^  —  x^, )  (  ,r.;^i  —  a^-v-i  )  ( J"v+2  —  ^v-2 ), 

I  indice  V  étant  toujours  un  noinluc  entier  pris  suivant  le  module  .'), 
sont  en  edel  les  racines  de  1  Cipiatioii  sunanle,  où  .'>  '  11  r('pn's<'iile 


M)  M.  BnioscHi.  Sul  metliodo  di  Kroiiecker  per  la  risoluzione  dette  equa- 
zioni  di  quinlo  grado,  Atti  dell'  Jnstituto  Lombardo,  l.  I,  i858,  p.  270,  §  11, 
et  lo  I'.  JoiBERT,  Comptes  rendus,  t.  \LVII.  i85S:  p-  3')i. 

(  -  )  M.  KrioNECKER,  Ueber  die  Gteicliungen  fiinften  Grades  {Journal  de  Crelle. 
t.  5!),  année  1S61). 

(•')  Le  cas  parliculier  de  l'éiiiKilion  M  cL  /.-  avait  été  pour  la  prcinién-  foi- 
obtenu  par  le  P.  Joubert  {Complet  rendus,  séance  du  12  avril  iH-jS,  t.  MAI. 
p.  7.8). 
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le  discriminani  (' )  de  la  projxjsée,  savoir  : 

y=  -f-  -xo By*  -Mofg B^  —  AG )y^ ■+-  loo B ( 9 B^—  AC )y- 

-f-  '25  (  9  B2  —  AG )'-y  —  /ri=  o. 

Enfin  celte  réduite  peut  être  simplifiée,  et,  en  |)Osant  \^/y  =  ^x, 
M.  Briosciii  parvient  ultérieurement  à  ce  beau  résultat  (-)  : 

5B  i(9ii2_AG)  I   w- 

cc^ H —  X^ H -, X  --  —  \\\  =0. 

8  ,|*  4* 

11  sert  en  eflet  d'origine  à  ces  équations  remarquables  du  cinquième 
degré  dont  les  racines  s'obtiennent  sous  forme  explicite  à  l'aide 
des  transcendantes  elliptiques,  et  qui,  à  cet  égard,  ofi'rent  deux 
cas  principaux.  Le  premier  s'obtient  en  posant 

A  =  i,         B  =  o,         G  =— iS/rU-'^; 

alors  léqualion  du  sixième  degré  en  x  n'est  autre  que  la  relation 
entre  le  multijîlicaleur  et  le  module  considérée  plus  haut,  et,  comme 

on  l'a  dit,  on  a 

/-  sin  am  oj  sin  am  s  o) 

sin  coanî4  w  sin  cuam8  w 

<  hiant  à  la  réduite,  elle  a  la  forme  trinôme 

375-1-5  A-  /.'-  X  —  ik-k"^(i  —  ■2.k-}=  o. 

à   laquelle  j'ai   eu    pour   but,    dans    la    première    partie    de    ces 
recherches,  de  ramener  toute  équation  du  cinquième  degré. 
Le  second  cas  s'obtient  en  posant 

il  conduit  à  la  réduite 


(')  On  trouve  aisément,  pour  A  =  o, 

n  =(G2— I23B-')'; 
<t,  pour  B  =  u, 

(-)  N"  5  des  Annali  di  Matematica,  année  ibôS,  t.  I,  p.  SaG. 
H.—  II. 
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ou  plus  simplement,  en  mettant  -j-p  au  lieu  de  .r, 

.r»  —  1  o  J"*  -t-  4  J  ^  -<-  1 771 =  o. 

et  e  est  à  cette  équation  particulière  (pie  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker  permet,  comme  on  le  verra  bientôt,  de  ramener  le  cas  gé- 
néral. Quant  à  l'équation  en  .r  du  sixième  degré,  ses  racines  s'ex- 
priment de  cette  manière 

—       cos  a  m  5!  to        cos  am  .'1  oj 


)/x  = 


cosani.'ito        cosaiir^to 


K        V  K  —  /  K'  •      •  I 

u)  étant  toujours  —  et -. ;  nous  avons  ainsi  les  quantités  par 

lesquelles  M.  Kronecker  est  parvenu  le  premier  à  représenter  cer- 
taines fonctions  cycliques  des  racines  de  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  et  par  conséquent  les  racines  mêmes  de  cette 
équation.  Mais  je  renonce  à  dire,  en  énumérant  ces  divers  résultats, 
ce  que  je  crois  plus  particulièrement  appartenir  au  géomètre  alle- 
mand et  à  M.  Brioschi,  plusieurs  choses  fondamentales  me  pa- 
raissant avoir  été  simultanément  découvertes  par  les  deux  auteurs. 
Je  citerai  surtout  ce  qui  concerne  les  résolvantes  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré,  dont  les  racines  ont  la  forme  donnée 
par  les  équations  (i).  J'ai  étudié  avec  admiration  l'analyse  donnée 
par  M.  Brioschi  sur  ce  j)oint  si  important,  et  elle  me  servira  de 
base  pour  les  considérations  que  je  vais  exposer. 


XIII. 


Désignons  par  Çv)  1  indice  étant  un  nombre  entier  pris  suixanl  le 
module  5,  les  racines  de  l'équation  (a,  (3,  y,  y',  j^',  a')(;,  i)'=  o. 
de  manière  à  représenter  par  ces  formules  de  M.  Betti,  savoir 

OÙ  a.  b,  c  sont  également  des  nombres  entiers  j)ris  sui\anl  le 
module  ."),  les  120  permutations  de  ces  racines.  Elles  se  décom- 
posent   en   ces    deux   groujjcs    de    60    permutations    conjuguées, 


ÉQUATION    DL     C  I  N  Q  U  I  K  M  i:    DKGIIK.  SSy 

savoir 


(II)  i    ^''''''"*  }, 

de  sorte  quf  toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par 
les  substitutions  d'un  de  ces  groupes,  n'aura  que  deux  valeurs 
distinctes,  et  s'exprimera  rationnellement  par  les  coefficients  de  la 
proposée  et  la  racine  carrée  du  discriminant.  Considérant  désor- 
mais comme  (juantité  adjointe  cette  racine  carrée,  on  pourra  se 
jjorner  aux  substitutions  (1),  et  les  fonctions  des  racines  dont  nous 
allons  surtout  nous  occuper,  qui  ont  seulement  six  valeurs,  seront 
caractérisées  comme  ne  changeant  pas  par  les  substitutions  Ça^y^b- 
Soient  donc  u  =  F(zo,  ;,,  ;o,  qs,  ;-,)  une  telle  fonction  et  «„  ce 
qu'elle  devient  en  remplaçant  Cv  par  Çav'+w,  les  six  valeurs  qu'elle 
pourra  prendre  pour  les  60  permutations  (I)  seront  u,  Uu,  Uf,  iio, 
U:i.  1/ ;,  et  le  système  de  ces  quantités  donne  lieu  à  la  remarque  sui- 
vante. Convenant  de  représenter  la  première  par  a„,  et  les  autres 
par  a,i,  l'indice  étant  pris  suivant  le  module  5,  on  vérifiera  très 
facilement  qu'aux  substitutions 


(A) 
correspondent  (  '  ) 

(B) 


f    ;v-f-i    '         (   ;iv   )  r    ;3v- 


««-4-1    )  (    liin   \ 


Mais  les  substitutions  (A)  répétées  donnent  toutes  celles  des  for- 
mules (I),  et  il  est  visible  qu'en  composant  entre  elles  les  substi- 

tutions  (B),  on  trouvera  pour  résultat  |  ,^    ^^     ,  «,  ù,  c,  d  étant 

en  ^,1    . 

des  entiers  pris  suivant  le  module  5  et  tels  que  ad —  fjc  est  résidu 
quadratique.  On  voit  donc  que  le  groupe  de  l'équation  en  w,  dans 


(')  Par  Ml  se  trouve  désigné  u,,,  n'  étant  un  entier  tel  que  iin'^i  (inudj). 

n 

E.  P. 
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le  sens  île  Galois,  est  lo  inème  que  eclui  de  ré(|uali()ii  modulaire 
du  sixième  degré;  mais  celle  remarque,  que  j'avais  indiquée  ('), 
n'esl  qu  un  premier  pas  vers  un  résultat  beaucoup  jtlus  inq)orlant 
donné  aussi  par  M.  Briosclii. 

Supposons  qu'au  lieu  d"èlr(>  invariable  par  les  >ul)slitutions 
ifl'v+65  lii  fonclion  des  racines  que  l'on  vient  de  désigner  par  u  soit 
cyclique,  et  change  de  signe  quand  on  y  remplace  Çy  par  ^^v;  on 
trouvera  qu'aux  deux  premières  substitutions  (.\)  correspondent 

,,  .       \    l'n        )     \  lin     ]  1  .       I  11  •    •> 

celles-ci  :  •.  },  •  ■/  et  que  le  résultat  de  la  troisième  est 

{    "«-1    )      (    —  "in    ) 

représenté  ainsi  : 

I    Mo       «oc      —  «1      "3      n>      —  «V    \ 

Cela  posé,  faisons  dans  les  relations  (1  )  du  paragraphe  précédent 

Ao  v/5  =  A\e  /5  -+-  Ao  -T-  Ai  -r-  A-,  -+-  As  ~  A"i , 

—  Aj  v^  =  /'"o  —  p*  A'i  -+-  p^k.2  -+-  p-  A-3  -1-  G  A. , 

-  A,  /3  =  A'o  -f-  p  A,  -+-  p2  A2  -4-  p^  A3  -H  pi  Aj, 

0  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité,  satisfaisant  à  la  condition 

—  /^=  p  -+-  p*—  p-—  ?', 
et  elles  deviendront 

v/.r=c  =  A„  \/5  -1-  Ao  -+-  Al  -4-  A2  -f-  A3  -+-  k„, 
v/^o  =  A^  —  A„  /5  —  A,  -T-  A2  -r-  A3  —  Al , 
/^  =  A^  —  Ay  -H  A]  /■)  —  A2  +  A3  -t-  Ai. 
^x,  =  A^  -^  Ao  —  Al  -f-  A2  \/3  —  A3  --  A4, 

\/x3  =  A^  -+-  Ao  -f-  Al  —  A2  -4-  A3  \/')  A;. 

/xl  =  A^  —  Ao  -+-  A,  +  Aj  —  A3  -T-  Ai  v/ï. 

Or,  en  représentant  le  système  des  quantités  x  et  k  par  x„ 
et  kn,  l'indice   devant  recevoir  les  valeurs  x,  o,    i,   2,  3,  4«  on 

(')  Sur  la  théorie  des  fonctions  homof^èncs  à  deux  indéterminées  (Cam- 
bridge and  Dublin  Mathéniatical  Journal,  année  1864  )■  Hermiti:,  Œuvres,  t.  I, 
p.  348. 
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,  -r    ■         .  r  •  .      •       •  i  ^'-       )     i        ^'n    } 

vernie  immedialcmenl  qu  aux  substilulions  •  [,  -  cor- 

,      ,      „         •  i  An      /    i       \^    >       ,       r  1         •        . 

respondent  celles-ci  <     ,  ?  et  enfin  que  la  suivante 


donne  absolument  de  même  pour 


\  X,.     A-o,  /m.     A-o,     A-3.         A-i 

\  A-„.     A-..     -A.,     A3,     A,,     -A, 
résultat 

'  \/^.    AI-   —Al-   As,   As,   —Aï  ^ 

On  voit  donc  qu'en  posant  kn^Hn  le^  suljstitutions  élémentaires  (A) 
effectuées  sur  les  racines  Çy  ^e  feront  que  reproduire,  sauf  l'ordre 
ou  le  signe,  les  quantités  \/xn  ]  par  conséquent  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  substitutions  (I),  et  les  coefficients  de  l'équation  du 
sixième  degré  en  x  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de 
l'équation  proposée  du  cinquième  degré,  et  de  la  racine  carrée  du 
discriminant. 

La  belle  découverte  de  jNI.  Kronecker  est  une  conséquence 
immédiate  de  ce  que  l'on  vient  d'établir.  Revenant  en  effet  aux 
expressions  désignées  dans  le  paragraphe  précédent  par  A,  B,  C, 
on  voit  qu'en  disposant  de  la  fonction  cyclique  a  et  du  module, 
de  manière  à  avoir 

16  i  — i6A-2A'2 

A  =  O.  .B  = —    ■..,,?  G  =  2^ tt-tt; > 

A-  A  -  A^  A  * 

les  six  quantités  ^/x  seront  explicitement  données  par  la  formule 

cosamato        cosam4w 
cosam4w        cosamau) 

A  cet  effet,  soit  pour  un  Instant 

la  fonction  cyclique  choisie  par  le  savant  géomètre  est  celle-ci,  où 
figurent  deux  indéterminées  p  et  ^,  savoir 

Il  =         (0I2)-r-(l23)-+-(234)-H-(340)-4-(40l) 

-(2io)-(32i)-(432)  — (o43)-(io4). 
Cela  étant,  la  condition  A  =:  o  détermine  —  par  une  équation  du 
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second  clcj;rc  ;  la  rolalion 

B  5  ~  In^^  ' 

dont   le  premier  membre  dépend  seulement   de  -->  donne  /.- A'- ; 

enfui  la  condition  B  ^  —  achève  de  dclermincr/?  cl  y.  \  oici 

maintenant  une  remarque  importante  qui  résulte  de  celte  méliiodc. 

XIV. 

On  a  vu  tout  à  Iheure  que  l'équation  du  sixième  degré 

(i)     (37  — A)5(:r  — 5A)-MoB(3'  — A)3—  C(a:  — A)-+-5B2  — AC  =  o 

était    réductible     au     cinquième,     la     transformée     obtenue    par 
M.  Brioschi  ayant  pour  racines  les  expressions 


■4 


-— =  [( x^  —  Xv  )  (  a^-v+t  —  arv-1  )  (.rv+2  —  ^v-2  )1  '" , 
4V5 


OÙ  l'indice  v  prend  les  valeurs  o,  1,2,  .5,  \.  Il  s'ensuit  qu'en  j)ar- 
tanl  de  l'équation  générale 

(a,  ;î.Y,y',  P'.  a')(^  1)5=0. 

et  faisant  /»«  =  ;/«,  nous  allons  pouvoir  revenir  au  cinquième  degré 
en  obtenant  comme  conséquence  du  passage  par  l'équation  (i)  ces 
résultats  bien  remarquables.  En  premier  lieu  la  transformée  en  5, 
sa\oir 


(2) 


5B    ,       5(9B2_AC)  I  ,r- 


ne  contient  pas,  comme  on  le  voit,  de  puissances  paires  de  l'in- 
connue. En  second  lieu,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  dans  le  cas 
de  A  =  I ,     B  ^  o,    C= — 3*^/1- A'-,    et    dans    celui-ci    :    A  =  o, 

0  =  —  ,^  ■ ,.,  y  1^  =  2" TTPl — '  c  est-a-dire,  au  lond,  en  su|)po- 

sant  B  =  o  ou  A=r:o,  celle  transformée  peut  être  résolue  par  les 
fondions  elliptiques.  On  \oil  donc  combien  il  importe  de  recon- 
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naître  de  f|uelle   manière  dépendent  les  inconnues  ^  el  ç;  voici 
coninie  on  y  ])ar\ient. 
Soil  pour  un  instant 

S  =  A-,  +  h-^  "/hila^- x-o), 

2 

on  lroii\era  immédiatement 

v'^  —  /xi=2T.  /a"i -f-v/:r4  =  (v/j -+- I  )S, 

V^Xj  —  \/xi  =  —  (  y/'i  -^  I  )  T,  /■2^2  -I-  /^3  =  'i  R, 

et  1  on  en  conclura  z^  =  eRST,  e  désignant  un  facteur  numérique. 
De  cette  expression  rationnelle  par  rapport  aux  diverses  quan- 
tités /.',/.  ou  déduira  ensuite  une  autre  racine  quelconque  Sy,  en 

effectuant  la  substitution        "      i'  ^^  résultat  montre  quen  faisant 

A„=  H,i.  le  produit  RST,  qui  devient  alors  une  fonction  rationnelle 
des  racines  Ço,  Ç|,  Ç2?  Ç35  ^4?  est  symétrique  par  rapport  à  quatre 
d'entre  elles,  et  peut  s'exprimer  rationnellement  en  çq-  3u  moven 
des  coefficients  de  léquation  et  de  la  racine  carrée  du  discriminant. 

Effectivement,  la  substitution         "        ,  par  laquelle  z.j  se  déduit 

de  z-o,  s'obtient  comme  on  la  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  en 
faisant  sur  les  racines  ;  la  permutation  circulaire  qui  consiste  à 
ajouter  le  nombre  v  aux  indices.  Cette  propriété  singulière  et  si 
remarquable  du  système  des  valeurs  de  la  fonction  cyclique  désignée 
j)ar  «,  se  retrouverait  encore  dans  le  produit  de  ces  trois  facteurs 
où  0)  est  arbitraire,  savoir 

R  =   U^~  Uo^  (o(«2  -f-  U3), 

S  =  iii  —  «i  -^  o)(  u^  —  Uo), 

T  =:   U3  «2-i-  w(Mi  «i). 
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Ainsi  1)11  rcconnait  (|iie  les  substilulions 

(    ^W    )  1    Çjv'    )  (    ;;2v+2i'-3    ) 

donnent  pour  résiillals 

R.  S.     T  I       \  R.  S,  T  j       (        R.     S,  T  | 

-R.     —S.     T  i'      (  R.     —S.     —  T  r     )  —  T.     R,     —  S  j* 

Mais,  nous  proposant  dapprofondir  celte  nouvelle  formule  de 
transformation  qui  ramène  à  l'équation  (2)  Téqualion  générale  du 
cinquième  deyré,  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre 


XV. 


Les  recherches  qui  me  restent  à  exposer  dépendent  principale- 
ment du  choix  de  la  fonction  cyclique  des  racines  ;o?  ii?  ?2i  Çsj  Çi? 
de  l'équation  générale 

que  Ion  a  ])récédemment  désignée  par  a.  C'est  de  là  en  effet  que  se 
déduira  la  formule  de  transformation  ^  =  RST,  où  la  nouvelle 
inconnue  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  Çq?  <^'t- 
en  prenant  pour  u  un  invariant  par  rapport  aux  racines,  celte 
formule,  comme  celle  dont  j'ai  d'abord  fait  usage,  savoir 

conduira  à  une  transformée  dont  les  coefficients  seront  des  inva- 
riants de  hi  fornie/=:(a,  ^,  y,  -/',  j^',  c/.'){x,  y^.  Les  deux  sui)stitu- 
tions  se  ramènent  en  effet  au  même  type,  et  cliaque  expression  // 
donne  naissance  à  des  covariants  cubiques  tels  (jue  'f)(-ï",  y)-, 
'^2(x,  y),  . . .,  mais  dont  l'ordre  est  toujours  un  multiple  de  4  ai^ig- 
menté  de  3.  J'ajouterai  encore  à  ce  rapprochement  entre  les  deux 
méthodes  de  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré,  en  dé- 
duisant de  la  seconde  les  conditions  de  réalité  des  racines.  Sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  on  verra  cpi'il  ne  sera  plus  nécessaire  de 
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recourir  au  principe  de  Jacohi,  le  caractère  propre  de  la  seconde 
métiiode  consistanl  en  ce  que  Ton  opère  toujours  directement  sur 
les  racines.  C'est  pourquoi  nous  aurons  lieu  d'cm|)loyer,  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  une  transformée  canonique  de  la  forme  proposée, 
différente  de  celle  qui  a  été  considérée  au  début  de  ces  recherches. 
Nous  la  di'finirons  par  une  sul)Stitution  linéaire  (|iii  donne  pour 

résultat 

f  =  (().  a.  b.  Il',  a',  o)  I  r,  !))•% 

et  de  manière  qu'aux  racines  ç,,,  ;,,  ;o,  Ç;,,  ;,  correspondent  respec- 
li\einenl  les  quantités  i,  s,  o,  oc,  r, ,  en  posant 

Soit  donc  f  =  a"  0(ço-.  H|,  Co,  is,  ;-,)  l'expression  en  ^05  Cm  ••• 
d'un  invariant  dont  l'ordre  soit  un  nombre  pair  quelconque  n;  en 
désignant  le  coefficient  de  ç'3  dans  B  par  9(;o5  ?i,  ^2?  ia?  Hj),  on 
aura  pour  forme  canonique 

I  =('5a)"  0(i.  2r  o,-ri). 

Je  vais  appliquer  ce  résultat  à  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  K,  dont  je  rappellerai  d'abord  l'expression  en  fonction  des 
racines. 

Soient  à  cet  effet 

F  =  (  ;o  —  U)(U  —  U)ih  —  b  )  -+•  (  ^0  —  ^2  )  (  ^0  —  U)(li  —  U)i 

G=(io-^l)(?0-b)(?4-^3)  +  (^0-;3)(^0-b;(^l-b), 

et  convenons  de  représenter  par  Fv,   Gv,   Hv  ce  que  deviennent 

respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  aux  indices  des  racines, 

toujours  pris   suivant  le  module   5,   le   nombre  v;   on  sait  qu'en 

faisant 

Xv=  FvGvHv 

on  aura,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 
K  =  ai8XXiXoX3X.. 

Cela  étant,  désignons  par  j^v?  Gv?  ^v  les  formes  canoniques  des 
quinze  facteurs  Fy,  Gv,  Hv;  elles  s'exprimeront  en  s  et  yj  comme 
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il  siiil  : 

rf    =    I  —  2  î  -T-  ET,,  ()■=£•/;  —  I  .  .TC    =  I  —  9.r,  -t-  Î7, . 

.'•',=  .;.£  —  £-— ■^,.  ()',  = -lErj  —  £■!  — T,.  r{Ci  =  —  £--l-'r,, 

cf  2  =  £  -r-  T,  HT,.  (|'o  =   £  Tj  -^-  £T, .  .IC»  =   £  —  T,  £Y], 

.Ta  =  £  —  T, I  .  ()••*=  —  I  —  t  -h  r,.  ^3  =  £ T, 1  , 

-■^4  =  —  ï-1-  2£T,  —  T/^  r,\=  £  — y.£T,  H-T,2.  ."K^^  =  _  ç  _;_  r,2, 

et,  si  Ton  jinsc 

la  Iranstormt'C  canonique  de  linNarianl  tlii  dix-liuilième  ordre  sera 
K  =(5n)'8.Y.A-iA;.2.\.3-\^4. 

Ces  quantités  F,  G,  H  ont  pour  notre  objet  une  i^rande  impor- 
tance, et  tout  à  l'heure  il  sera  nécessaire  de  connaître  comment 
elle  se  permutent  les  unes  dans  les  autres,  lorsqu'on  efl'eclue  la 

\     -V  ) 

substitution     '        •  Or  on  trouve  aisément  ces  résultats,  savoir  : 

(  ;3v'  ) 

F,  F,  V,  ) 
Hi     —H,     —G.  f 

G,  G3  G,  ) 
F;           F,           H,   )' 

H,  H3  H,  j 

G,     _G,     -F,  f 

y      >  on  ojjliendrait 

F,  F3  F;   ) 

/  _H     —II,     -IL.     ^  H,     —  H3  i' 

{        G  G,  G.  G3  G4  ) 

(—G     —G,     —G.     —G,     —  Gjj' 

\        H  Hi  H,  H,  II;  ) 

(        F  F,  F,  F,  F3   f 

<'l  pai'  cf)n-^(V|uonl  les  ex|)ressions  sui\antes, 

a'-'FFiF.FsF...         a"^^  II  H,  II,  H ,  11^. 


i        F 

F, 

(        F 

G3 

\        G 

G, 

■(-G 

-H3 

\        H 

II. 

/  —H 

-F3 

'».■!; 

ih\  ement  à 

la  siibst 

Il  11  lion 

\        F 

F, 
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que  Ton  reconnaît  ininiédlalenienl  (Hre  dos  in\arlants,  et  qui  sont 
aussi  des  fonctions  cycliques  des  racines,  se  reproduiront  l'une  et 

l'autre,  changées  de  signe,  lorsque  l'on  fera  la  substitution  .  l     [• 

Elles  réunissent  donc  les  conditions  qui  permettent  de  les  em- 
ployer à  composer  une  fonction  u  contenant  deux  indéterminées; 
mais  leur  étude  exige  que  l'on  considère  en  même  temps  que  F, 
G,  H  les  quantités 

/=(^3-^,)(^2-?4).     ^=^^.-?o(b-b).     h=(^^,-U)(:u-i:)- 

En  désignant  par  fy,  g\,  /i.j  ce  qu'elles  deviennent  lorsque  Ion 
ajoute  V  aux  indices  des  racines,   on  trouve  que  la  substitution 

]  ^      [  opère  les  changements  que  voici  : 

\  f  /.    A    A    A  ] 

i  /  ^3  /h  A,  .^-2  r 

i  ff     S-i     gi     g%     g'.  \ 
\  g     h,     f,     /,     h,  \' 

\  h      hi     h^     Ils     /^   I 
'   à     /3     g,     g,     f,  \ 


La  substitution     ^      ■  donne  pour  résultat 

\      f       /.        A       A       A  ]^ 

I  —h     —h.     —h.     —h,     —h,  \' 


g 

g\ 

gi 

g3 

S'*  1 

g 

—  g-2 

—  g'* 

gl 

-g.  ) 

h 

Al 

h. 

h. 

A.  1 

f 

-A 

-A 

-A 

-A  \ 

d'où  1  on  voit  que,  sauf  certains  changements  de  signe,  les  deux 
groupes  de  quinze  quantités  se  permutent  de  la  même  manière, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Me  bornant  à  remarquer  en  ce  moment  qu'en  posant, 
pour  abréger, 

^  =  (?u-çi)(^o-;2)<:o-b)(;o-;r), 
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on  a  les  relalions  sul\aiitcs  : 

Fi—G^-=  fil  II, 
j'arrive  immédiatement  à  rétntle  de  nos  fonctions  cycliques. 


XVI. 


Soient  à  cet  effet 

U  =  a'^FF,F2F,F4, 
V  =  xSHHiHoIIaHi. 

de  sorte  que  Ton  ait  pour  l'expression  de  u  a\  ec  deux  indéterminées 

H  =  p\j  -{-  q ^', 

le  système  des  six  valeurs  :  w^,  //o>  "i?  n-iiUii  ^i  s*o])liendra,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  paragrajihe  XIV,  en  effectuant  sur  la  première, 

qui  représente  ?/^,  la  substitution  •  ^        ',  ce  qui  donnera  Ui  en 

prenant  i=o,  1,2,  3,  4-  On  aura,  d'après  cela, 


U^=  a«FFiFoF3F4, 
Uo=-a«FFIiG2G3Hi, 
U,  =-a«HF,H2G3Gi, 
U2=— a^GHiFîIIjGi, 
U3=— asGGiHoFalIi. 
U4=  — a'îHGiGjlIjF;. 


V„=  aSHHiHoHalIi. 
Vo^asHGiF^FjGi, 
V,  =  aGGHiG.2F3F;, 
V,  =  a6FG,H2G3F4, 
V3  =  a«FF,G2H3G;, 
\\  =  a^CFiFoGaH^; 


or  ces  expressions  donnent  lieu  aux  transformations  remarquables 
que  voici  : 

U«  =  4-a6F[A3Il2^(/(3-^/^/0Fn  +(A2-4-/o.)2/], 
Uo  =  ^  a6  F  [ /i3  H2  —  (  A3  ^/-/,  )  FH -+- ( /i2 -1-/^)2 /], 

U2=+a6G[/3F2-(/3-+-/§-A)FG-(/2-4-^A)2/] 
U3=-a«G[/3F2--(/3^/^/OFG-+-(/-2+^^/,)2/] 
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el 

V„  =  ^  a^'  II  [p  F2  +  (/3  +fgk  )  FH  -  (/^  ^  gh  )Ul 

V4  =  -t-  a^'  G[A3II2  — (/i3  -^/^/i  )GH  — (/;2_|-/^|2/]^ 

y,  =-f-a«F[i^3G-^  +  (^"-3^_yv/,^FG-(^-2  +  /A)2;], 
V3=-^a6F[^3G2_(,,.3+y;^./,)FG-(,r-  +  /Aj^/]. 

La  démonstration  est  facile,  comme  on  va  voir;  il  suffit,  en  effet, 
d'établir  la  seule  relation 

U„=a«F[/j3H2-HfA3^yv/i)FH+(A5_t-/-)2/]. 

pour  en  déduire  toutes  les  autres.  Or  elle  resient  à  cette  égalité 

F,  F,  F3  F.  =  A3 112  ^  ( h^^fgh )  FH  -  ( /i2  -1-/^)2  /, 

que  l'on  vérifie  immédiatement  en  employant  les  expressions  sui- 
vantes : 

F,F,  =  a,-^,)/'H-<:o-;iM:o-^2)(/^--y;?-), 
et  observant  que  l'on  a  identiquement 

(^uant  aux  produits  FiFo,  F3F4,  je  remarque  qu'en  multipliant 
le  premier,  par  exemple,  par  a"*/*,  y'j,  on  obtient  un  invariant  par 
rapport  aux  racines  dont  la  forme  canonique  est 

(5a)i  r,(£  —  rj(2î  —  ï2—  T,)(£  +  T^  —  ET,). 

Voici  d'ailleurs  la  forme  canonique  de  la  quantité 

^^/iy2[<:.-;2)AH--(io-;.H;o-^2)(/'^--y5';J, 
savoir 

de  sorte  qu'ayant 

(2£-  £2— r,)(£  -t-  -r;  -  £-0  =  (£  -  ,)r/2_(£3_  3£2_^  e)-^  _  £2(ç_  ,,.), 
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on  ôtablil  par  ri''i;aliu''  des  formes  ('auonicjiies  celle  des  expressions 
proposées  elles-mèines.  Après  nxolv  (léiiioiilié  la  iclatioii 

l"«  =  au  F  [  /(3  IP  -f-  (  /i^-^J[^/i  )  FH  +  (  />■'  -4-/^)-  /  J. 

nous  en  déduirons  comme  il  suit  loules  les  autres. 
Soil  pour  un  inslanl 

nous  obtiendrons  d'abord  Uy,  en  ellectuant  sur  les  racines  la  sub- 
stitution      l'^     [  qui  laisse  /  invariable  et  donnera 

Uo=*(F.  —U.h.  h-^^fg.  l). 

Maintenant,   ajoutons  aux  indices  les   nombres    i,    2,   3,    4?    il 
viendra,  en  désignant  jtar  /,,  Z^.,  /.),  /-,  les  valeurs  correspondantes 

de  /. 

U,  =  'I.(F,.  —H,.  h,.h\-^f,g,.l,). 

U2=  4>(F,.  —Ho.  h.,,  hl+figo.  l-i), 

U3=  «ï-CFs.  —  H3.  //a,  hl^/.ff,,  h). 

U,  =  *(Fi, -Hi.  h,Jil-hf,S',.li). 

Effectuons  ensuite  dans  chacune  de  ces  égalités  la  substitution 
-   ''     [)  on  tirera  les  suivantes  : 

_  u,  =  *(    G3.     F3,  /3,  fi -+- g, /h,  h), 

U3  =  4>(-H,.  -G,^ff,,^l-r-/HA,  h). 

U2  =  *(—  H,.       Gi,  gi,  g]  -+-  Ai/'i,  II), 

_Uv  =  *(-G,.       V,.f,./i-g,/H.L}. 

Enfin,  dans  chacune  d'elles  ajoutons  aux  indices  des  racines  le 
nombre  nécessaire  pour  ramener  dans  la  fonction  *I>  les  «piantités 
F,  G,  H,  et  l'on  obtiendra  de  cette  manière 

_U3  =  *(  G,  F,f,/^-^g/,,l), 
Uv=*(-  H,  -  G.  g,  g-'-^hf,  l), 
U,  =  ci,(_H.       O,  g^  g^^hf^l)^ 

—  U2  =  t'(  -  G.        F,  /.  p ~  gh.  l)\ 

d'où  l'on  conclut,  comme  l'on  voit,  les  résultats  qui  concernent  les 
(piantités  U.  A  l'égard  des  quantités  V,  il  suffira  d'effectuer  dans 
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les  égalités  qui  précèdent  la  substitution      l       ?  car  U„,   L,,,   L  i , 

^■2:  ^^35  t  '.  deviennent  par  là  —  \  „,  Vo,  Vo,  V^,  \  ,,  \  :,,  de  sorte 
ipic  1  on  aura 

-V.=  *(-H,       F,   -/,  /2_^A,  ij, 

Vo  =  *(-II,  -F.   -f.f^--^gh,l), 

_V,  =.*(_G,  -H,  --h,h^-^fg,  l), 

\,  =  *(  -  F.  -  G.  -  ,^,  g'--^hf,  l), 
—  V.  =*(      G,  —  H,  —  A,  A2^/^,  /), 

et  toutes  les  relations  données  plus  haut  se  trouvent  ainsi  démon- 
trées. 


XVII. 


La  considération  des  quantités  U  et  V  ne  suffit  pas  seule  à  l'objet 
que  nous  avons  en  vue,  et  aux  résultats  précédents  il  est  nécessaire 
de  joindre  ceux  que  nous  allons  tirer  des  fonctions  cycliques  du 
second  ordre  envisagées  par  M.  Brioschi  dans  le  beau  et  im|)ortant 
travail  déjà  cité  :  Sul  metodo  dl  Kronecker  per  la  risoluzione 
délie  equazioni  di  cjuinto  grado.  Voici  d'abord  les  valeurs  de  ces 
fonctions,  ainsi  que  leurs  formes  canoniques  en  t  et  r^  : 

i   Uo=a2(b-t3)(;3— ^iMîi— $ij(;i— çoj(b-^o)='^-5anrr,  -  z), 

}  Ui  =  a2(ïi-ï.)(£i-ïo)(;o— b)^;2— b)^b-çi)  =  25a2(£  — r,)(i  — r,>, 

I  H,  =  a^C ï,—  :o  t <' ;o  —  ;i  ) ^ ;i  —  11) (;3—  ;> j i' ;v  —  ;2  j  =  '^J a- r^d  —  t  ), 

»x=  '^-(U—li)(U—  ;v)^:v—  ^^\)(.U—  ;3)<  Ç3—  ço)=  2Ja-r,(  r,  —z), 
i  0.,  =  y.-^{U—  ?v ) ( ;i—  ;2 ) ^ ?2—  b M  ;3  —  îi ) I  ;i  —  ;o  )  =  '^^a^ r,( i  —z)(i—r,), 

I  U2  =  a^^?2-:i)^:.— :v)(;v-;oH:o-;3.)<;3— ;2)  =  ^5a2£(£  — y;)(Y^-ij, 
/  t)3  =  :'--(;:.— ;2)(;2— ;o)(;o— ;i)^;i— ÇiM.;;— Ç3)  =  2>a-HE  — r,)(i— £), 

Cela  posé,  et  au  moyen  des  formes  canoniques,  on  xérifiera  immé- 
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diatemenl  les  relations  suivantes,  dont  on  verra  hienlùl  Tun- 
portance,  savoir  : 

I  2u,=  _aV^(H--  F),  2t.«=  +  a2/(H-F), 

l  -1  Uo  =-  —  a^ h  (  H  —  F ),  ■}. Ho  =  —  3t2  /(  H  -i-  F  ), 

!  ■2iii=-+-a2.:?'(G  — H),  •2ii,  =  4-a2/i(G^H), 

\  2Ui  =  — a2^(G  +  H),  •20i  =  — a2A(G  — II), 

/  .^„2=:  — a'-/(F  —  G),  •2ii2  =  — a2^(F  -+-G), 

!  .,u3  =  -a-V<F  -^G),  •203=-a-.^(F— G). 

J'en  déduirai  d'abord  l'expression  des  invariants  du  (piiiliirinc,  du 
huitième  et  du  douzième  ordre,  de  la  forme  du  cinquième  degré, 
on  l'onction  de  F,  G,  H  et/,  g,  h.  On  trouve  aisément,  en  elTct, 

Ui-i-uJ-f-uf  -i-  ii|-+-u§  —  \\l  =  —  '25(25  A  -i-  3v/5D), 

l'i-l-  Vl  -H  53[-Ml|-4-  Uj-r-  U?  =—  25  ('25  A  —  3 /j  I  >  ) , 

et.  par  conséquent, 

a>[/i2(F2-4-H2)  +  ^-2(H2-f-G2)+/2(G2+F^)]  =  — 5o(25A-h3v/5D), 
aif/^(F2-^II-^)+/*HH2^-G2)-f-^HG^^-F^)]=— 5o(25A~3v/5D), 

d'où 

ai[/H'^F24-G2+II-2)-^^2(2G2+Hi-^F2)+/r^(9,Il2+F2^G2)]=— 9.5ooA, 
o,:\ fi {\\i  —  Q-i) ^  g^(V^  —  H2)-j-/i2(G2— F2)]  =  3oov/5Î). 

Considérons  ensuite  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  que  l'on 
peut  écrire  de  cette  manière  : 

(u^-f-  iijj(u]^u2)(u|  +  u2)-+-it2u2(u2-Hu|  +  U5-^u§) 

-+- u^  uf  ( U^ -i-  ll2 -+-  U|  —  U5  ) 
-4-  \X\  U5  (Ui  -i-  U g  -+-  Uf  -MJ|  ). 

Elle  est  la  même  pour  les  deux  groupes  de  quantités  u  cl  h,  et  a 

pour  valeur  4  •  3^  (  —  t)«  —  AD).  C'est  donc   un  des  invariants  du 

douzième  ordre  qui  s'évanouissent  comme  Dj,  lorsque  la  forme 
proposée  admet  deux  couples  de  racines  doubles;  je  l'introduirai 


KQ  CATION    DU     CINQLIKME     DEGRÉ.  JOI 

<*n  le  désignant  par  cE),  de  sorte  que  l'on  aura 

■^  i-^'^^'  ~  H2)2  f^^2(F2  ^  G^)-^  A2(G2+  H2)] 

__L/,;(H-2_G-^)n/^(H'-+F2)-t-^2(F2^G2)]. 


Mais  ces  divers-*»  expressions  ne  sont  pas  sous  leur  forme  définitive  ; 
obser\ant  en  ell'et  que  F,  (>,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  on 
pourra,  au  moyen  des  relations 

G2— H2=4//, 

F2—  G2=  \lh, 
auxquelles  je  joindrai 

les  faire  uniquement  dépendre  des  quatre  quantités  F-,  g,  Ji  et  /. 
On  trouvera  ainsi 

2lA  =  —  ^(gi^gh  -t-  h'-) ¥-^  —  (g  -  h  ){igi^  gh  ^  ih^) /, 
îl^  =fghl  =-{g-  h)  ghl. 


A^^  =.^g  -  hy  g^-h^-Y'^  \{g  -  h){g  +  hr-  g'-hHv> 

—  2^/iC^  —  h)(g'^-~  Zg-^h  -f-  8,:;-/t2^  1 1  g'- iO  h-  %g'- li*-^  i gh--^  k'-)ii, 

et  la  \aleur  de  0  montre  bien  efrecti\ement  (piil  s'évanouit  pour 
/=o  et  ^  =  o,  c'est-à-dire  lorsque  doux  couples  de  racines 
deviennent  égales  entre  elles. 

Les  équations  (i)  peuvent  aussi  servir  à  démontrer  immédiate- 
II.  -  II.  26 
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nuMil  (OS  iilcntiU'S  remaixjuahlcs  dôniires  par-  M.  Hiioscln.  >a\(Mr 


It» 

-+- 

•>t'«, 

"u 

-+- 

■>-Uo, 

«1 

-h 

■IVi, 

llo-i-  Ui  -T-  llo-i-  U:j-T-  «V  " 

11^ —  Hi  -;-  U-,  ~  u.)  —  Ui  ; 

u,—  Uo—  Ui—  II3-+-  Ui,: 

ll^-f-  Uo —  U, —  U.j-i-  Ui  =  Uo-H  2O2, 

U^—  llo-i-  lll Uo—  Uiz=  U3-I-  -2  H;,, 

U^ —  Uo  -(-  Ui  H-  H2  —  U:j  =  Ui  -+-  ■?.  U;. 


Mais  nous  les  emplo^^ons  priaclpalciiient  à  r<'lu(lG  des  nouvelles 
fonctions  cycliques  du  sixième  ordre  formées  en  élevant  u  el  v  au 
cube,  et  que  nous  allons  joindre  à  U  et  V. 


XVllI. 

Je  montrerai  en  premier  lieu  que  ces  deux  groupes  de  quantités 
U  et  U-*.  de  natures  si  différentes  au  premier  aboid,  jXHnent  être 
compris  dans  la  même  forme  algébrique.  Pour  cela,  je  renq^lace 
les  carrés  F-  et  H-,  dans  l'équation 

8  uii  =  a6  A3  (  F3  -t-  3  F2  H  -+-  3  FH^  -^  W  ). 

par  H- —  4  ^r!  et  F-+  4  ^^-^  après  avoir  divisé  par  4,  il  viendra  ainsi  : 
2 u^  =  al-'  (  /(3  F3  -4-  h^  IP  -r-  3  .nrh^  / F  —  3  ff/i^  I H  ). 

J'opère  de  même  dans  la  relation 

ce  qui  donne 

U^^  7.''  [  h^  F3  ^(h'i  —fh  — /2  )  h  IP 

^(/i4-2/3/i  — /2A2-(;//r'-3AVi/F  — 4(/--'/i^2/^*A5  — A-  i/H). 

On  voit  donc  que  les  deux  fonctions  cycliques  du  sixième  ordre 
sont  comprises  dans  cette  forme 

c.(/,A)F3-^.^(/,/0H^^'f,(/,A;/F-^ ->.(/,  A)/I1, 

C5  et  '\i  étant  deux  polynômes  homogènes  du  troisième  degré,  o, 
et  'ij  du  quatrième,  et  il  y  aurait  lieu  sans  doute  d'en  faire  létude 
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«■Il  reclicrcliaiit  l'expression  la  j)lns  générale  de  ces  pol viidiucs  (|ui 
pennelle  d  obtenir  ainsi  des  fonctions  cycliques.  Mais.  |)i)iirne  |)as 
trop  ni"('lcndre,  je  nie  hornc  nu\  (pianlités  L  cl  u^,  et.  i)hser\aiil 
<|ue  1  expression 

<_)ù  fglil  est  |)roporLiouuel  à  la  racine  carrée  du  déLerniinanl,  est 
aussi  du  sixième  ordre,  j'envisagerai  seulement  les  expressions  de 
cette  forme 

ml}  -\-  nv.^-—  f^i^hli  [xw  —  vu  i, 

où  m,  n,  a,  v  sont  des  constantes.  Cela  étant,  je  me  suis  arrêté  à  la 
combinaison  suivante  : 

U  —  -JL  u^  — fi,'hl{6  u  —  .',  0  j  =  11), 
d  où  Ton  tire 

i  "0.=  '^^  [  -^fgh  H3  +  (  A  —  2  /) g-^  hl  H  -4-  f*  /  F  J , 
■(  t)„  =  7.^[—fghm—ih  —  if)g'-hl H  ^ /i / F], 

j   U,=  a6[--/o'/iG3-+-(^_.2A)/^^/G-//>/H], 
\  l')i  =  as  I  —fgh  G»  —  (;^  —  -2  /0/2^/G  —  A4  /H  ]. 

j  ■O-.^'^^l-fghV^-if-ig^h^flY  ^gHÇ.\ 
\   l-)3  =  a«  [  —fgh  F^'  —  (  /  —  2  g  )  h\fl  F  —  ,^v  /  G  ]. 

En  opérant  ensuite  dans  u  la  substitution  ^^  ',  j'en  déduis  ce 
second  système,  savoir  : 

j  -Ç)^  =  a»  [  —fgh  F3  -f-  (/  —  2  /(  )  A'2  //  F  —  /<  i  /  H  J , 
(  v;„=  a6[— /-A  Fî  -h(/—  2A  lA-V^F  +  A>/H], 

■(  V^=an+/^/iH3_(A_2^;/2/i/H  +  ^i/rG], 

j  V>.,  =  a«  [  -fgh  G3  -^  (  ir  -  ■>•./  )  /i2 ,-/  G  -  /i  /  F  ] , 
i  •<^.-^n^-/^^G3-(^-_.,/)/,2./o-/4/F]. 

Maintenant  je  prendrai  pour  la  fonction  a  cette  expression  où 
figurent  ([uatre  constantes  qui  tout  à  Tlieure  se  réduiront  à  deux 
seulement,  savoir  : 

a  :=  pX)  -^  p-^  —  IX* fghU  q\\  —  q' X^)- 
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Ccsl  ilans  celte  délerininalion  (|ue  se  troiixc  le  point  le  plus 
dilTielle  et  le  plus  important  de  mou  travail,  et  elh'  ne  pouiia  être 
justifiée  que  par  les  résultats  qui  en  sont  les  cousé({uenees,  et  que 
je  \ais  exposer. 


XIX. 


Je  reviens  maintenant,  pour  en  cfieetuer  la  détermination,  aux 
quantités  précédemment  désii;nées  par  R,  S,  T,  et  qui  figurent 
dans  la  formule  de  transformation  propre  à  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker,  savoir  : 

S  =    «1  ^-  ?/;-T-  w(«„ —  Uq). 
T  =   ;/3  —  U>  -^  m(  lly Ui). 

On  se  rappelle  qu'on  a  posé  to  =  ^— — — •;  faisant  d'après  cela,  poui- 
abréger, 

f  =  —  -2  ,i'A  F  -  -  (/■'  -^  2  ,:^h  )  f  A'  —  A)  /  ^  /5/'  /, 

Q  =—  2/i/G^— (A'2^_2/,_/^,/,   _f)l^^^gZl^ 

on  trou\era  immédiatement 

l  t9,  -+-  Oi  -^  w (  l-)^—  Uo  )  =  —  tu  a6  /H)  II, 
1  11^3—  i:)..-f-w(V),—  Uj)^  — wa^^flO, 

(0 

1   V>.^  V'o -0^(^)2 -4- V>3)=--      aû/fF, 
/  \'>,  +  i;>i  +  w (  %'>.-  \'^o  )  =  -      'J-'-  /H)  H , 


Soit  en  second  lieu 


C-i) 
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et  l'on  aura  de  même 

■.i/,A'/( / [ u  1  -+-  «i-^  tu(u^—  Uoj]  =  —     a"  Al)' H, 
■^/ffhl[\^3 — 1I2— l'Wui  —  iu)]  =  —     ^"A'O'*^», 

2/ghl  [  U„-4-  Do  -4-  fo  (  lu  -MJ3  )  1  =  -^  w'^"-''  ./'f  '  F , 

Iifghl[vi  -i-  Ui  —  oj(t)^ —  iiuj]  =  —  M-j.^  Il  l)'H, 
ifghl\v:i  —  ii2  -^  t.j(  Ui  —  Hv  1]  =  —  wa''A'-ô'G. 

Or  il  résulte  des  équations  (i)  quey?  et/?'  n'entreront  dans  K,  S,  T 
que  par  la  combinaison  w/?  +/?',  et  des  relations  (2)  que  q  et  q' 
se  réuniront  dans  l'expression  analogue  q  +  w^';  posant,  en  con- 
séquence, 

on  trouvera  simplement 

R  =  a«/F(>f-4-iif'), 

—  T  =  (x^  gQin-^  qfl'), 

—  s  =  a»/tH(pl)-^qt)'}. 

La  formule  de  transformation  z  =  RST  peut  donc  élre  présentée 
comme  le  produit  de  ces  deux  facteurs,  qui,  l'un  et  l'autre,  sont 
des  invariants,  savoir 

-x^fghYGll         et         ai2(;)f-|- qt'')())9  —  iig';(pl;  —  ql)' ). 
Le  premier,  qu'on  peut  écrire  ainsi 

%^Jghl  -j-  =  5'-  v/5  D , 

met  immédiatement  en  évidence  une  fonction  rationnelle  de  la 
racine  ço  ;  mais  il  reste  encore  à  donner  explicitement  au  second 
cette  même  forme,  et  c'est  ce  que  je  \ais  faire,  après  avoir  ajouté 

cette  remarque,   facile  à  vérifier,    que    la    substitution      '         n'a 

_  (    ?2V    ) 

d'autre  eft'et  que  d'y  changer  le  signe  du  radical  y/5. 

XX. 

Comme  élément  essentiel  de  l'importante  transformation  qu'il 


io()  ŒUViiKs    i)i:   ciiAUi.  i;s    hku.miti:. 

s  ;ij;il  (I  (i[térOf,  j  lutiodiiiiai  ICxprcssioii  siiiviuile  : 
X  =  a*(/— ,^)(A'-/i)(//-/)/. 

C  est  un   lll\  illIilUl,  COIllIlKM)!!  If  \  Oll  (lo  Sllllc,  ct  (Ic  [)lllS  IIIIC  loilCtlOIl 

ralionaelle  de  la  racine  Ço)  ^^i'  le  facteur  a''(/" — ,i,')(i,'  —  h)[h  —  f) 
représente  l'invariant  cubique  de  la  fornKî  du  f[uatriènie  degi'é 
uittenu  en  divisant  la  proposée  par  ç  —  Ço-  Désii;nant  donc  par  A„, 
/,,.  Aj.  ).:).  ).•,  les  cinq  déternnnwlious  (jiii  correspondent  ainsi  aux 
racines    ;o,    Ç),    Cj,    Ç;i,    ç-,,    on    aura    ces    relations    remarquables, 

savoir  : 

Ao—  Al  =  -h  3 aM  ;o  —  ;i  )  IIî r...)  Hi, 

Ào  ~  A3  =  —  2 aM  ;o  —  li  )  Fi  Fî  Gi, 

A,-À,,  =  -2aH^,--;3)fG2F4,  X2-Xv  =  -2aV(ï,-ï.)FF,G3, 

X,-A,  =  -2a4(^i-^v)GF2F3,  X.,-X3=^'2a'(b-b)GH,H4, 

X3-Xv  =  +2aH,^3-;v)HG,H.,,  Xi  -  Xo  = -+- 2a'*(^,  -  ^.,  lIIHjGv. 

Pour  les  établir  il  sulïît,  j)ar  exenq)le,  de  démontrer  celles-ci  : 

Xo-Xi=-h2aH^o-?i)H2G3H4, 
Xo-Xo  =  -2ai(^o-;-.)G,F3F4, 

les  autres  s'en  déduisant  par  une  sinij)le  permutation  cyclique  des 
racines:  or  elles  se  vérifient  au  moyen  des  formes  canoniques  en  e 
et  rj  des  facteurs  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  et  des  f|uan- 
tités  A  elles-mêmes,  dont  voici  le  Tableau  complet  : 

\o  =  {5ay'{i  —  z){\  —  r,){z-i--q){z  —  2rJ(2£  —  rj, 
Xi  =  (  5  a)^  £ (^ I  —  e  )  (  £  —  Tj  )  (  I  -H  -fi  )  (  I  —  2ri  )  (rj  —  2  ), 

X2  =  (5a)*£T)(£  -i-  T,  —  2)(£  —  2Tj  -4"  1  )  (  r,  —  2  £  -|-  l), 
l3  =  (5ay*(z  -+--ri  —  2£rJ(£  —  2-r]  -^  £'l)(-'i  —  2£  -4-  £7)), 

Xi  =  (  5tt)i  T,  (l  —  rj  (  Tj   —  £  )  (  I-f-  £)  f  f  —  2£)  (£  —  2). 

Cela  pcjsé,  et  en  se  iMp|)elanl  (pie  1  on  a  (l(''sii;né  |>ar  K  I  in\arianl 

du  di\-luiiliènie  ordre,  on  lire  des  premières  multipliées  membre 

à  membre 

I  C)  /  K 


(Xo-X,)(Ào—  Ào)(>>0—  À3)()>0—  >^i)^ 


a^FGH 
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en  faisant,  pour  ahréger, 

n(X)  =  (X-Xo)(X-x,)(A-A,)(X-X3)(X-x,), 

et.  |)ar  suite, 

n'(X.)        '''^'' 


aîFvGvIIv 


pour  les  diverses  valeurs  de  l'indice.    C'est  ce  qui  va  permettre 
d'établir  la  projDOsition  suivante  : 

y  ont  invariant  donné  sons  forme  de  fonction  entière  des 
racines,  symétrique  par  rapport  à  ç,,  Ço?  \-ii  ii  <?^  dont  le  degré 
en  Ho  est  multiple  de  4,  s' exprime  par 

J.0+  X„Li  -+-  Kl  L^^ll  L3+  X*  L. , 

les  coefficients  Lj,  Lo,  . . .  étant  des  fonctions  entières  des  inva- 
riants fondamentaux  A,  B,  C. 

Soient  en  efl'et,  pour  un  instant,  (-Jq,  B<,  ...  les  cinq  valeurs  de 
cette  fonction;  j'observe  que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  \ 


>^vir(Xv)  X  — Xv 


qui  se  réduit  à  ©o?  ^1?  •    -,  pour  Â=r  a^,  à=:  a,,  . . .,  peut,  d'après 
la  valeur  de  n'(Xv),  s'écrire  ainsi  : 


^^     -      ^.   a3FvGvH,ev    n(X) 


ibKXdv 


a  /,;  X  —  Xv 


Or  a/v  étant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée pour  c,  =  ;vi  on  sait  par  un  théorème  élémentaire  que  16 K0 
s'exprimera  en  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation. 

D'ailleurs  les  quantités  0v  et ^  /'    ^  sont  des  invariants,  donc  il 

en  est  de  même  des  coefficients  des  puissances  de  X.  Or,  d'après 
la  supposition  faite  sur  le  degré  de  (-)v,  leur  ordre  sera  ^o,  mod4  ; 
ainsi  ils  seront  tous  le  produit  de  K  par  une  fonction  entière  de  A, 
B,  C,  1  invariant  du  dix-huitième  ordre  disparaissant  ainsi  comme 
facteur  commun,  et  Ton  en  conclut  relativement  à  0  la  pro[)Osition 
annoncée. 


4o8  (H-;rviiKS   de   charlks   hekmite. 

Je  vais  lappliqucr  à  l'expression 

préalablement  mise  sous  la  forme 

e  +  ai/^'A/v/ÏB'. 

où  0  el  0'  restent  in\ai"ial)les  quand  on  fait  la  siil)Sliliili()n      l     [; 

mais,  avant  de  commencerle  calcul,  j'ajouterai  quelques  remarques 
sur  le  système  des  quantités  A. 


XXI. 

Je  considère  à  cet  effet  la  combinaison  suivante  : 

en  employant  les  relations  (i)  du  paragraphe  X\  II,  on  trouvera 
qu'elle  devient 

i[/^(F^-H■^)-4-^2(G2-F^)-/^^H•^-G^.J 

—  7[/-(G2— F2)-+-^2(H2-G2)-4-/j2(F2— H-^)]. 
4 

ou  encore 

{-/\^  -  g'^-h  -  h^f-^ph  -+-  g^f-^  h^-g)l  =(/-  g)ig  -  h){h  -f)L 

et,  par  suite,  que  sa  valeur  est  'Kq.  En  partant  de  là  et  effecluant 
sur  les  racines  Hq,  ;,,  ...  une  permutation  cyclique,  on  en  conclut 
cet  ensemble  de  relations,  savoir  : 

Ào  =  (JJ„Uu-M)iin—  1)21)3)  — (UoolJo-i-lIlUi-  "illa), 
X,  =(D«Dl-+-  ll2l'o—  WslU)  — (llx«l-i-  U2U0—  ll3»4), 
X2  =  (t)„ï)2-^  Uall,  —  »it)o)  — ("xll2-^  U3U,—  Uillo), 
).3  =  (  Uoo  II3  -^  l'i  "2  —  l'o  "  1  )  —  (  lU  "3  -^  U4  U2  —  Uu  Ui  }, 
Ài  =  ('l)^t)i-i-  l)oll3—  X)iC2  )— (»aclli-i-  «0W3—  "1  "i)- 

Or,  en  faisant  usage  de  nouveau  des  relations  (i),  on  voit  que 
l'on  pourra  exprimer  les  seconds  membres  au  moyen  de  F,  G,  H 
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et/,  g-,  h.  Ainsi,  nous  avons  déjà 

4Xo=a^[/2C2F--G-^-lI^)-f-,^M'^G--  F2_ip)+/,2^oH2_F2  — G2)], 

el,  en  faisant,  pour  abréger, 

f^p-^gh,        ^•=g-i+hf,        h'=ir--^U, 
*(:r,  jK,  -)  =  —/- ^2  — ^-X'—  'i- -2-+  2/7-  +  ^ft'-^  +  2/i'a"7, 

on  parviendra  à  ces  expressions  fort  simples  : 

4X,-aici>(F,  G,  -H), 
4X2=a^*(F,  G,  H), 
4X3  =  ai*(F,  -G,  H), 
4X4=  a^^C— F,  G,  H). 

On  en  tire  ensuite  les  relations  suivantes 

X,  —  Ai  =  a*  F(.^'H  +  A' G),  X3—  A,  =  a-  Y { g' H  -  A' G). 

X2  —  X3  =  ai  G(  /t' F  +/'  H  ),  )m  —  Ai  =  î''*  G (  A'  F  - /■  H  ), 

Xo -  X,  =  ai  H  (/'  G  +  .^'  F  ),  Xi  -  X3  =  ai  H  (/'G  -  A''  F  ), 

et  par  conséquent,  en  employant  les   expressions  précédemment 
obtenues  pour  les  différences  des  quantités  A, 

2(S4-^2,)F,G3  =  ,^'H  +  /î'G,         '2(^i-Ï3)G,Fi=..-'H-/i'G, 
ît(^2-^3)H,Hi  =  A'F-f-/'H,  '2(^,-^,)F,F3=A'F-/'H, 

2(b-^i)H3Gi  =  /'G  +  «-'F,  2(,^-b)Gin-2-/'G-,^'F. 

Ces  dernières  équations  multipliées  entre  elles  conduisent  à  cette 
valeur  de  Tinvariant  du  dix-huitième  ordre,  savoir  : 
—  64/^/iK  =  ai8FGH(.^''2H2-/i'2G2)(A'2F2-/'2H2)(/'2G2-é-'2F2). 

Nous  parviendrons  à  l'égard  de  la  même  quantité  à  un  autre 
résultat  en  considérant  les  différences  Aq  —  A, 7  ''^0  —  '^^-ii  •  •  -i  ^t  em- 
ployant l'équation 

16 /K 

(Xo-X,)(Xo-X2)(Ao-X3)(Xo->-i)=T7 


FGH 

on  trouve,  en  effet,  après  quelques  réductions  faciles,  qu'en  faisant 
pour  un  instant 


4io  OKI  V II i: s   UK   ciiAïu. i;s   iikhmite. 

on  a 

2(Xo-X,)=ai*,(F.  G.  -H), 

-2(Xo-X2)=ai*,(F.  G.        H), 

9,(Xo-X3)=ai'l>,(F.  -G,  H),. 

■>(Xo— XO=a'*,f-F,  G,  H). 

On  en  conclut  |)ar  conséquent,  en  nuilti|)li;iiit  mcuihre  à  membre, 

/K  =  alsFGH[/'(F2-^GH)-^.i^'(G2+^F)^  /t'<  H^—  FG)] 
x[/'(F2-GH)+^-'(G2-HF)^-/^'(H2-FG)] 
x[/'(F2+GHj+^'(G2— HF)+A'(H2+FG)] 
x[/'(F2-GH)+^-'(G2+HF)-i-/i'(H2-^FG)l. 

Enfin,  nous  joindrons  à  ces  expressions  celle  du  carré  de  l'invariant 
du  di\-liuilième  ordre,  sous  celle  forme,  savoir 

K2=a36F^GMin/.^(/-^')F"-./"-n[//'a-/')F-+/'-/J 

Elle  se  tire  de  la  relation  K-=  U^Uq,  U,  U^,  UoU;,,  en  employant 
les  égalités 

U,U3=ai2G2[/^(/-.^)F-^ -.m  [//'(/- /i.)F2^/'^'], 
U,U,=  a'2H-^[.ir/*(é'-/OG^-^-'^/][/^'(^"'-/)G-2+^'2/], 

cpi'il  est  aisé  de  vérifier.  J'indique  ces  résultats,  bien  que  je  n'aie 
pas  à  en  faire  usage  plus  tard,  pour  montrer  dans  la  théorie  algé- 
brique des  formes  du  cinquième  degré  le  rôle  des  deux  groupes  de 
quantités  F,  G,  H  et/",  «•,  //,  qui  servent  d»  base  au  calcul  suivant. 


XXII. 

Un  premier  point  à  établir  avant  de  mettre  sous    forme  d'un 
|)olynome  entier  en  ),o  l'expression 

(  pf  -+-  lit"  )  (  n  -^  19'  j  <  pb  —  iii)'  ) 

est  de  montrer  que  la  partie  multipliée  par  le  radical  y/5,  et  qui 
seule,  comme  on  Ta  remarqué  plus  haut,  change  de  signe  par  la 


É  y  C  A  T  1  ()  N     D  l      i;  1  N  y  L  I  !•:  .M  i;     I)  K  GUÉ.  4  l  ï 

i     'V        i  ■ 

siihsiiliition  •:  '        i  contient  dans  tous  ses  termes  le  facteur  fahl. 

(  )i"   en   faisant,   par  exemple,  y=  o.   et   |)ar   suite   ^  =  — /',    «^'^ 

Iroiiv  era 

;if  -f-  qf  =  2 p  A-  (  F-  —  2  /i/  )  —  >  q  /i'  /, 

V9  — Ifl'  — ^f/ï^^Ci-n/s), 

^ii)  —  iib'  =  —  v/i-^^(i  — v/5); 

d'où 

(pf-4-  qf  i(p9  —  ilil'ji  pt)  —  lit)'  1  =  —  Hp2A8Z4p(F2—  ,,/t/ ;—  q/</], 

cl  Ton  \ errait  (pie  le  radi(;al  ^  ô  disparait  pareillement  lorsque  1  on 
suppose  fi'  =  o.  //  =  o  et  /  =  o.  On  peut  donc  écrire 

où  (-)  et  0'  seront  invarialjleè  par  la  substitution      ^'      ,  qui  change 

de  signe  le  produit  fghl^  et  par  suite  symétriques  par  rapport 
aux  (juatre  racines  ;,,  Ço,  Çj,  ;,.  Ces  quantités,  qui  sont  des  inva- 
riants, réunissent  donc  les  conditions  du  théorème  donné  au  para- 
graphe XX,  et,  comme  elles  sont  du  douzième  et  du  huitième 
ordre,  on  est  assuré  de  pouvoir  les  mettre  sous  la  forme  de  poly- 
nômes en  },o  du  troisième  et  du  second  degré.  Faisant  ainsi 

Cl)  e  -^  ■x'*fichlid'  =  L„  —  Au  Li  -T-  Àj  L2  —  >-u  L.i, 

les  coefficients  Lq,  L,,  L^,  Lo  seront  respectivement  d'ordre  12,  8, 
4  et  o,  et  s'exprimeront  au  moyen  des  invariants  fondamentaux 
et  de  la  racine  carrée  du  discriminant  par  ces  formules,  où  je  pose 

afin  de  simidifier  quelques  expressions,  savoir  : 

L3=a, 

L2  =  IJ-.i)   -^  m  V  ■^- 

Li  =  C'X,-  -H  c'  A  -^  it  rXù  v/A, 

Lo  =  ;)cU3  -+-  y  ,1,  A  -+-  cV  iC)  ^  p  -.1.2  y/Â  ^  p  V^, 

a,  t%  ...  étant  des  constantes  numériques  quil  s'agit  maintenant 
de  déterminer. 

A  cet  eflet,  j'observe  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 


4i2  i*:rviu:s   de  chaklks   iikumiti:. 

peut  rire  mis  sous  la  lorme  (runc  fonclioii  homogène  de  F-  cl  /, 
dont  les  coefficients  contiendront  seulement  j?"  et  /i,  car  il  suffira 
d'y  remplacer  G-  et  H-  par  F- —  ^Ih,  Y'--\-  .\lii\  puis  d'éliminer/ 
au  moven  de  la  relation  f -\- g -\- k  ^=  o .  D'ailleurs  le  second 
mciiil)!»'  csl  imnu'duUeuu'nt  de  cette  même  forme,  en  vertu  îles  ex- 
pressions des  invariants  fondamentaux  obtenus  au  |)aragiaj)he  X\  1 1. 
et  de  la  valeur 

Ào  =  aH/-  .C)  (.:?•-  A)  (/'  -f)l  =  -  «n  •^-A'-  ^  h){fr  -  h  )(9.h  -i-  ,^)  /. 

Cela  étant,  je  dis  que  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  F-  sont  identiquement  les  mêmes  ;  car 
autrement   on  aurait  entre  F-   et   /  une.  équation   homogène   qui 

F-  . 

pourrait  donner  -y-  exprimé  en  g  et  h,  c'est-à-dire   une   fonction 

de  la  racine  Ço?  et  par  conséquent  cette  racine  elle-même  exprimée 
au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  g  e\  h  ne  contiennent  pas  ^q- 
On  voit  donc  qu'il  suffira  de  calculer  ces  coefficients  des  diverses 
yjuissances  de  F  pour  arri\er  par  l'identification  aux  valeurs  des 
constantes  a,  G,  ....  En  supposant  A  =  i ,  et  n'ayant  pas  égard  aux 
puissances  de  g  supérieures  à  la  seconde,  ce  qui  rend  les  opérations 
faciles,  on  pourra  ainsi  les  obtenir  toutes,  à  l'exception  de  p', 
facteur  d'un  polynôme  en  g  commençant  par  le  terme  g^.  Mais, 
afin  de  simplifier  encore,  je  vais,  en  considérant  le  cas  particulier 
dey=  o,  établir  a  priori  que  l'on  a  c  ^  o,  î)  =  o.  Cette  supposi- 
tion donne,  en  effet, 

,.1,  =— ■>>.aW(2(F2—  3  A/), 
A  =  o, 

et  tout  à  l'heure  on  a  obtenu 

(jif— iif';(pfl-^i19'j(t'l)-Mil)')  =  — -^P-/''^H»'(F-— ^/"'•— o/'/  • 
L'identité  qui  en  iv'siilte,  savoir  : 
—  %cLhH-'—%i^h^l^{V^—\hl) 

—  8c/i'/(F2— 3/t/)2— 8cViB(F2— 3/(0^+^"/'*'^-(r"--  i/'O 
=  —  8|)2/i8  /2  [vC  F2  —  xhl)—  q  A/ J, 

conduit  immédiatement  aux  résultats  annoncés. 
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Sans  entrer  mainlenanl  dans  tous  les  détails  du  calcul,  j'en 
rapporterai  les  éléments  principaux,  qui  seront  d'abord  les 
expressions  suivantes,  où  l'on  n'a  gardé  que  la  première  puissance 
et  le  carré  de  g,  en  supposant,  pour  simplifier,  a  :=  i ,  A  =  i ,  /  ^  i , 
savoir  : 

Xjv/^  =  —  'tg-  —  iGir-, 

Ao  cl,v/Â  =  (/,,:?■  +  14  A'-)  F-  —  1  A'  -  8^2, 

(0  =  ^ips—  4^i'-2F*  +  (i  +  4,^-^i-i^2)F2+2^  +  4.§'S 

,a,2/A=  — (4A'^-I2A'-2)F^  +  ('8^  +  I2,j;^2)F2_4  -, 

v/Â^^  o. 
Kn  second  lieu,  si  l'on  fait 

{\>i-+-  of  1(^1  il  —  ilfl')(  Vl)  -+-  ill)')=  LF>=+  MF*-f-  NF2-U  P, 


M=— 8j)3[^y/5A'— (4  -3/5)^^^], 

N  =  —  8p3  —  i6p-M  2  —  v/^"),;"-  —  8[(i  I  —  3  \/5  )  v^  -4-  Hp^o  —  ■>.  Pi1-]a-^ 

-+-  8  [(, 1 1  -H  4  V^)  ^'^+( '-^  —  '  '-'  V''^  )  |)2 11  — (  5  —  ',  \/5 )  V11-+  q^  ]  A'-- 
Cela  posé,  on  oluient  sans  peine  : 

a  =  2V^—V-i\.  "i  =v/5(— -.'.p^-f.  5j)2il  —  ■2^1l12), 

G    =0,  11    =  o, 

c'   =  46  p3  _  I  5  p2  n  _  [,_,  pi^J  _^  /,  q3.  p     =    i  ^,/5  p:t. 

;)'  =  —  4  p-^  —  3'.  p-  ti  —  8  piV-, 

;)"  =  — sp-'. 

La  constante  p'  reste  donc  seule  à  déterminer;  je  considérerai 
pour  l'obtenir  le  cas  particulier  de  g  =  1,  A  =  i ,  ce  qui  donnera, 


î  I  i  OKI  vil K s    nt;   ciiAiu, i;s    iikumitl. 

<'I1   Ml|)])()Saill    l()ll|i>lirs   7.  =   I  ,    /:=:!, 

A    =4, 

cO  =  4F«+.1i  F-, 
An  —  o: 

on  aura  daillotirs 

(^f—  lit")  (Vil  —  i1fl')(p!i  —  11')')=      [—.<v(F2 -1-4  y/5  )_(-•.>.  ,1/5] 

x[})(4F2-7-Hv/ï)-^2.i(3-i-v/5)] 
x[v(4F^- 7 +\/3)- 2.1(3-/5)] 

<'l  le  Icrinc  inch' pendant  de  F-  suflil   pour  donner  iinniédialcincnl 

p'  =  v/ô  (—  44  ;i^  -!-  1 1 3  v-  Il  —  i  '.  H-  —  4  ir'  )• 

Les  élénienls  de  la  nouvelle  formule  de  Lransfoiination  de  l'équa- 
lion  du  cin(|uirnie  degré,  à  laquelle  eonduil  la  mélliode  de  reso- 
lution de  M.  Kronecker,  sont  done  maintenant  eom|)lrl('ment 
obtenus,  et  l'on  a  mis  en  évidence  le  mode  d'expression  de  eette 
formule  comme  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  Çq?  ce 
(jui  est  un  des  résultats  auxquels  je  désirais  surtout  parvenir.  On 
observera  que  les  valeurs  de  a.  G,  ...  prennent  une  forme  vin  peu 
plus  simple  par  le  changement  de  q  en  q  +  2ji;  on  trouve  alors  en 
eilct  : 

a=—  p2q.  i.i  =— /5(3v-iH-2}ui2), 

c'  =  —  I  j  V"  0  -+- 1  >■  vn^  -H  4  il^       P  =  '■  /5  P '1 

^'  =-i-  -iS})''  —  Spq2,  p'  =\/Z(5o\>'-^—  ')\)-(\  —  i8pii--i-4ii^), 

dOù  Ion  conclut 

[  p  (  f  -H  9.  f  '  )  —  qf  I  [  j,  r  (1  -^  o  g'  )  -f-  iifl'  ]  f(  p  (  1)  -H  ■?■  I)'  )  ■+-  ilb' J 

=  })3  (  —  8  (Ô  -T-  -iH  -Ao  A  -4-  2  ^.Ifl^  \/TÏ  —  H)  y/lÂ^)  —  f-  Il  (Xn  -r-  y/IÂ)'' 

-  2  pii2  (àg  /^  -  6>>o  A  -^  4  ^l' A  ^-  9  y/TÂ^)  -}-  4  ii^  (  An  A  +  v/ïÂ^), 

et  c'est  en  multipliant  ce  résultat  ])ar  y.'^  fi^/iFGH  (jue  s'obtient  vi\ 
résumé  la  valeur  de  z.  Or  on  va  \oir  qu'on  est  ainsi  ramené  au  type 
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de  siihstitulioii  (loiiiié  pai'  la  lninmle 


z  = 


/  9l  (.r,    \)^r-  UOii  X,   l)-r-  V  Or^ix,    I  ) -+-  (P  'J'Jx,    l) 


que  j'ai  employée  au  commencement  de  mon  travail. 

xxin. 

Après  avoii-  élc  précédemment  conduit  à  exprimer  en  l'onction 
des  racines  les  invariants  des  formes  du  cinquième  degré,  nous 
allons  d'une  manière  analogue  définir  quatre  covariants  cujjiques 
d'ordre  3,  7,  11,  1 5  qui  s'offrent  d'eux-mêmes  dans  la  nou\elle 
formule  de  transformation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir. 
IN'ajant  d'autre  but  en  ce  moment  que  de  rattacher  à  un  point  de 
vue  commun  les  deux  méthodes  de  résolution  que  j'ai  étudiées,  je 
ne  chercherai  pas  à  étendre  au  delà  de  mon  objet  des  considérations 
qu'il  serait  peut-être  intéressant  de  généraliser,  et  je  me  bornerai 
aux  résultats  suivants. 

J'observe  que,  l'expression  a-'FGHÀ'd  étant  symétrique  par  rap- 
port à  ^,,  Eo,  çj,  Çj,  on  pourra  écrire 

a3  FGH X'J  =  a N  ï  j  +  A  tg  +  3  B  Ï2  _H  3  B'  io  -H  A', 

les  coefficients  N,  A,  . . .  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  la 
forme  proposée /(^,  j)  =  (a,  |5>,  y,  ■>/,  [j',  a')  (x,  j^)'-  C'est  ce  que 
1  on  reconnaît  par  l'égalité 

a3FvGvHv/;'  fil  I) 


aN^i-f-Aî-«^3BE2-^3B'î-^  A'=  y    ' 


qui  a  lieu  quel  que  soit  ç,  et  d'où  l'on  tire  pour  le  coefficient  de  z,' 
cette  valeur 

0 

ou,  plus  simplement, 


^=1. AT- 


ii6  oeivuks   de  cii.vri.ks   iikrmiti:. 

Or  on  a  Llt.''jà  remarque',  paragraplie  W,  ijuc  la  tjiiaiililé '-j-^ — '- 

est,  par  rapport  aux  racines,  un  ln\ariant  comme  \^,.  Ce  coeffi- 
cient N  se  distingue  donc  de  tous  les  autres  en  ce  qu'il  est  un  inva- 
riant dont  Tordre  est  f\n  -f-a,  de  sorte  qu'il  s'é\anouil  en  suppo- 
sant n  inférieur  à  4- 
Cela  étant,  je  dis  que 

A;r3  -^  i  \^x•^y  -f-  3  B'.rj'i  -r-  A'j3 

est  un  covariant  de  la  forme  du  cinquième  degré,  et  je  l'établirai  en 
cherchant  ce  que  devient  l'égalité 

a3 1' GH  à;',  =  a  53  -h  3  lî  ig  -+-  3  B'^o-f-  A' 

appliquée  à  la  transformée  F(X,  Y)=/(/?iX -f-  ///Y.  /?X4-/i'Y). 
Faisant  à  cet  eflet  0  =  mn' —  /??'/?,  et  remarquant  que  les  racines 

de  l'équation  F(X,  i)=o  sont  les  quantités  — '^ — —,  on  trouve 
que  le  premier  membre  devient 

~3FOHX" 

(m  — n«o)^ 

Si  l'on  désigne  par  ^,  S,  . . .  les  valeurs  de  A,  B,  . . .,  lorsque  l'on 
y  remplace  a,  |j,  ...  par  les  coefficients  de  la  transformée  F(X,  ^  ), 
on  aura 


\  ni  —  n  l^  j  \  m  —  n  ;o  /  ni  —  n%ti 


(  ni  —  rt;oJ-^ 

et,  |)ar  conséquent, 

A^^  +  3B^^+3Blo-^A-  ^,^,,^, 
(m  — «Îq)^ 


51' 


3'. 


Cette  égalité,  ayant  lieu  en  sul)stiluant  à  ç^,  l'une  <|uelconque  des 
racines,  est  identique  par  raj)port  à  cette  (juautité,  et  l'on  voit 
facilement  qu'en  faisant 

.r  =  /?i  X  -i-  m'  V,         y  =  n  X  -+-  n'  Y, 
on  en  conclut 

(  A :f-J -I- 3  B ar!;- -^ 3  B' :rx2 -+- A>3 )  0 > »"+G  =  21 X- -+- 3  Î3  X2  Y -H  3 Î3' X  Y2  +  vl' Y\ 
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de  sorte  cpi'aiix  \aleurs  n  ^  o,  i,  2,  3  correspondent  hien,  comme 
on  l'a  annoncé,  quatre  covariants  cubiques  d'ordre  3,  t,  ti,  i5. 
Cela  posé,  et  en  les  désignant  pour  un  instant  par  o^(^x^  y). 
z>i{x,y),  z>.2{x,y),  zi^Çx^y),  je  reviens  à  la  formule 

(  ■  )  -  =  afiyX'-A  FGH  (  Lo  -*-  Xo  L,  -4-  l^  U  +,  Xi|  L3  ), 

où  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  (•,  . . ., 

Lo  =  —  / 5  A (  3  ;)-  0  -i-  i \h]-  I, 

Li  =  —  A(i  jp-il  —  I2V11-—  411^), 

Lo  =  A.  A C  oS  p3  _  8  pi^2  ) _  t^  0::)  ;)■! 

-t-v/3T[2r.l,-;)3  -+-  A(  jop*  —  Jn"-il  —  i8piV'4-  4  I'')]- 

Or,  en  multipliant  et  divisant  par  a/:=/s(;o,  i),  elle  prend  cette 
l'orme 

/-  Ln  ÇoCcn.  I  )—  L|  -^,(  ;,i.  1  ;  —  L,  'ii.i'îo.  I  ) -^-  L;  o-ifçft,  i) 
^  =V/A  — ^^ ■■ '■ , 

et  c'est  le  type  de  substitution  que  je  \oulais  mettre  en  évidence, 
les  indéterminées  t,  u,  v,  w  étant  remplacées  par  Lq,  L,,  Lo,  L3. 
De  plus,  on  reconnaît  que  les  covariants  '-po(^,  y),  Oi(x,y)  sont 
précisément  ceux  du  troisième  et  du  septième  ordre  dont  j'ai  fait 
usage,  et  la  relation 

donne  même  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait,  établi  au  para- 
graphe VII,  qu'on  a  '-pi(ço7  i)=C)  lorsque  ^0  est  une  i^acine 
double  (').  Mais  je  remarque  surtout  cette  conséquence  que 
l'équation  transformée  en  z  étant  (§  XII) 

.       5B    ,       5(qB^— AC)  I   3^ 

(2)  Z--h—-Z3^ ^ ;, -__^=0, 

o  4*  4" 

les  valeurs  en  p  et  q  de  /,  m,  p,  iv,  savoir  :   ^  =  Lq,  11=  L,.  ..., 


(')  A  l'égard  des  formes  du  troisième  et  du  quatrième  degré /(x,jk))  le  cova- 
riant  quadratique  ou  Hessien,  quand  on  y  fait  jc  =  Ij,  jk  =  i,  a  pour  valeur  le  carré 
/f{^o>  i)  ^^  ^^  covarianl  du  troisième  ordre  le  cube  de  la  même  quantité. 

H.  —  II.  27 


4l8  OKI   VBKS     l)i:     IIIAIII.KS     H  i:  Il  M  iTi;. 

fonl  ilisp;iraili'e  le  coefficient  de  ::'-,  propiiétc-  hieii  reinaiHjnahle  de 
la  foi'ine  cubique  en  /.  i/.  »•,  w  (|iii  icprc'-sealc  ce  coetTicienl. 

l  n  autre  poinl  de  vue  sous  lecjuel  on  peut  encore  enMsai;er  la 
formule  (i)  résulte  de  l'équation 


id/K 

n'(A„) 


aM"GII 


établie  au  parai;rapbe  \1\.  car  elle  conduit  à  cette  expression  où 
n  entre  plus  que  la  quantité  V.y,  savoir 

5  =  1 6  1\  V  A 


H  Ta,,) 


L'équation  proposée _/(x,  i)=  o  disparaît  donc  pour  faire  place  à 
celle-ci  :  n(A)=o,  qui  est  directement  ramenée  à  l'équation  (2). 
Ce  résultat  obtenu,  il  ne  reste  plus,  jiour  arriver  à  la  résolution 
par  les  fonctions  elliptiques,  qu'à  calculer  l'expression  de  la  quan- 
tité A.  afin  de  déterminer  |)ar  l'équation  A  =  o  le  rapport  -• 


XXIV. 


J'ai  indiqué  au  paragraphe  XII  par  quelle  voie  M.  Brioschi  avait 
été  conduit  à  l'équation  en  :;.  et  je  rappelle  succinctement  qu'en 
désignant  par  u^  une  fonction  cyclique  des  i-acines  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré  /(;,  i)=  o.  qui  change  de  signe  par 

la  substitution     ^      m  et  nommant  Ui  ce  que  devient  a^  par  la  sub- 
stitutlon      ''        ',   l'expression    suivante,    où    £    est    numérique, 


savoir 


Z  —    l   [  Uac-T-  «0  -i-  l'-»  '  "•>  ■+-  "3  )] 
X  [  «1  -7-  «^  -t-  (U  (  «„—  «0  )] 


satisfait  à  l'équation 


5B    ,       3f9B'--AC)  I   ,- 


8  4^  4- 

les  quantités   A.    B,  C  et  II    s'exjjrimant   rationnellement    par   les 
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coeffîcicnls  cl  la  racine  carrée  du  déterminant  de  la  proposée.  C'est 
dans  le  ras  particulier  de  A  =  o  que  cette  équation  est  immédiate- 
ment résolue  par  les  fonctions  elliplupies,  et  l'on  a  trouvé  qu'en 
faisant 

Aq\/j  =  a^  /j  -i-  «0+  "i  -^  U^-^  Us  -r-  «v, 

-  Ai  1/5  =  «0"^"  0*  "1  ~*~  2'^  Uo-h  0-  «3  -t-  0  M;, 

9.  i  i         -         1  . 

-  Ao  \/5  =  UQ-h    p  U\    -+•  p-  11-2  -+-  p^  Ui  -\-  p'*  «4, 

où  p  est  une  racine  cinquième  de  lunilé,  donnant 

y/^  =  p2-f-p3— p  —  p'*, 

on  avait 

A  =  Ai  + A,A,. 

Cela  posé,  voici  comment  s'obtient  cette  quantité  si  importante 
lorsque  l'on  prend  pour  a  l'expression  dont  j'ai  fait  usage 

u  —  pV  -h  p'K'  -+-  -irt*  fghli  q\x  -+-  q'  v). 

On  a  vu  que  les  quatre  indéterminées/^,//,  q,  q'  se  réduisaient, 
dans  la  valeur  de  z,  aux  deux  suivantes 

p  =  co/j-h/>',  C[=q-^ojq', 

de  sorte  que  l'on  peut  supposer  p  ^  o.  q'^=^  o,  ce  qui  donne  plus 
simplement 

ou  encore,  en  changeant  q  en  q  +  ap,  comme  au  paragraphe  XXI, 

w  =  p'V?  -1-  i%*fghl\i\  -H  •2p)u. 

Or,  on  a  pour  les  six  valeurs  de  "^  et  U  ces  expressions 

\?o=  a6[— /^-/iF3+(/— 2/ij^2//F  -t-/i*/H],  2110=— a-2/M  F  —  H;, 

^\^:L'>\-^fgh^^  —  {h  —  -ig)f-^hlW  —  g>lQ,\,  2U,=— a2^(H  —G), 

\')^=  aG[-^/^AH-^  — (A  -■i^)/2/i/H  +  ^i/Gi,  aU;  =— a^^(  H -4- G), 

\%=a6[-/^AG-^+(^-— ^/j/i-^^/G^/WF],  2Uo=-a2/tF  -G), 

^^3=  26[^y^AG3— (-— 2/)/i-^^/G  +  /WFJ,  2U3=— ai/(F  -+- Gj. 


4*20  t>KivnKs   ni:   ciiarlks  iikrmite. 

Elles  montrent  c|u"cn  sujiposant  G  =  o  on  a 

V^i  =  v\,        u,  =  114, 
V'î=  V'3,        11.,=:  U3, 

et.   par  conséquent,    //,:=//;,    U2=  Uj,    de   sorte  que   léquatuni 
A  =  o  devient  alors  une  somme  de  deux  carrés,  savoir 

— ï ; -+-  Ui-T-  «2  )     -H[Wo-<-(p  -+-  P*)"l-i-(?^-+-  p''^  «■>]-=  O, 


ou  encore,  en  faisant  toujours  w  = 


h  M  11.^        -^  {   l(\ (0         =  O. 


Mais  1  livpothèse  G  =  o  revient  à  suj^poser  nul  linvariant  du  dix- 
huitième  ordre,  ou  bien  à  établir  entre  les  invariants  fonda  mentaux 
de  la  forme  du  cinquième  degré  une  relation  du  trente-sixième 
ordre,  et,  comme  la  quantité  qu'il  s'agit  dobtenir  est  seulement  du 
douzième,  celte  relation  ne  pourra  la  modifier  en  rien,  et  c'est  en 
me  plaçant  dans  ce  cas  particulier  que  je  vais  en  faire  le  calcul. 
J'observe  d'abord  que  les  égalités 

G2_ir2=4//,         H2— F2=4/-.         F2— G2=îM 

donnant  pour  G^o  :  H-  =  —  4  (f^  F-=4ih,  il  suffit,  pour  ob- 
tenir les  invariants,  d'employer  celte  valeur  de  F-  dans  les  ex- 
pressions du  paragraphe  X\  II.  Mais  on  peut  éviter  ce  calcul,  car 
les  invariants,  fonctions  syauHriques  des  racines,  ne  changent  pas 

de  valeur  en  etlectuanl  la  subslilutiou  sui\anle  :    .  l'  [  qui 

(    ;:iiV-(-l  .'-(-2    ) 

change  F,  G,  H,/,  «-,  h  en  G,  —  H,  —  F,  »,  h^  y";  ainsi  l'on  a, 
par  exemple, 

01*  a* 

=  -  li/i-^^  h/  ^ p )G-^  -(  h  -  f)i2h-^  ~  /tf  -^  ■?.  f^ )/. 

Or  cette  deruièi'e  expression  donne  iiniu('(bateuienl 


Il 

X 

ifo 

-+-  w 

■2. 

Ml 

-f- 

"ao 

—  "n 
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et  l'on  aurait  de  même 

v/5  -^  I 
Cela  posé,   en  faisant  (o'= ,   on   trouve  pour  G  =  o, 

après  quelques  réductions  faciles, 

-w  =  a6[w'A2(/— ^-w)2p  —fgh[g—  /iw)ii]/II, 

et  il  vient,  pour  la  somme  des  carrés,  après  avoir  remplacé  F-  et  H- 
par  f\lh  et  —  4^/; 

—  8a''-(/ — ,.°-o))2[(i  —  oj')/i  — (i  — to  )/]/2,?--/i-/3.pq   V  =  o. 
Soit  donc,  en  me  bornant  au  coefficient  de  }J'^, 

4  a'  2  (  /  —  A^  OJ  )4  (  /3  W2  —  A3  oj'2  )  y/,  /3 

=  a -.1,3-1- a' cl,  A -h  a"  (0  -t- G  Jl>2 /ï -H  G'/Â^. 

On  trouvera  dabord  a  =  o,  en  supposant  /'=::  o,  et,  après  avoir 
supprimé  le  facteur  y'/i,  il  suffira  de  faire  /"=  A,  _/"= —  A,  f^  o, 
et  enfin  de  comparer  dans  les  deux  membres  les  termes  enf^li^ 
pour  obtenir  bien  facilement 


a"  =  3,  G  =: \/S,  G'  =:  -  y/5 


I      i-rr. 

1 


Le  calcul  des  deux  autres  coefficients  est  plus  facile  encore,  et 
l'on  obtient  en  définitive  l'équation 

cl,2/5T  — v/53A3\    „ 

3  CD  -4-  2  ,.1,  A f- 

■JL  ; 

—  4(<.l,-Hv/Tn)Apq  — 2(.A  — 3v/5Â)Aii2=  o. 

Ce  résultat  complète  l'étude  que  je  me  suis  proposé  de  faire  de 
la  méthode  de  M.  Kronecker,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
quantités  u,  »,  t),  "Q  et  je  serais  au  terme  de  mes  recherches  si  la 
marche  que  j'ai  suivie  ne  conduisait   encore  à  une  autre  fonc- 
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tiun  cyclique  dont  je  vais  dire  quelques  mots.  \.ii\  t'\|^rcssions 
U.^aTFiFaFsF^  et  ^^,=  a6HH,ILH:,H^,  composées  avec  les 
facteurs   F  et  H   de  l'invariant   du    dix-huitième  ordre,  on   peut 

joindre  celle-ci  :  ^^  ^^  aTiG,  G^GsGs,  que  la  substitution  •.         > 

laisse  invariable,  de  sorte  qu'on  en  déduit,  en  la  multipliant  par  u, 
ou  par  ii„,  une  fonction  du  huitième  ordre,  changeant  de  siyne  par 
celle  même  substitution,  et  que  Ton  peut  par  conséquent  prendre 
pour  u.  Soit  donc  ainsi  u  =  pxiVs'  -{-  qu^  on  aura,  à  l'éi^ard  de 
Téquation  A  :=  o,  cette  conséquence  remarquable  (jue  les  coeffi- 
cients de p'-,pq,  g-  étant  du  seizième,  du  dixième  et  du  quatrième 
ordre,  cette  équation  ne  contient  pas  le  terme  en  pq.  Mais  j'ajourne 
l'étude  de  cette  nouvelle  espèce  de  fonctions,  et  je  vais  terminer  en 
reprenant  sous  un  autre  point  de  vue  la  question  déjà  traitée  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré. 


XXV. 

En  désignant  par  A,  B.  G  les  invariants  fondamentaux  et  posant 

D  =  A2-^i28B, 

D,  =  2JAB-i-i6G, 

N   =  Df—  loABD,  4-9B'-D, 

j'ai  donné  au  paragraphe  X,  pour  les  conditions  de  réalité  des 
cinq  racines,  ces  trois  criteria  : 

D>o,         BDi<o,         N<o, 

qui  sont  du  huitième,  du  vingtième  et  du  vingt-quatrième  ordre, 
et  l'on  a  vu  que,  les  conditions  B  >  o,  D,  <  o  ne  pouvant  jamais 
avoir  lieu  simultanément,  le  second  critérium  donne  à  la  fois  B  ■<  o, 
D,>o.  Or  il  est  bien  remarquable  que  le  théorème  de  Sturm, 
appliqué  à  l'équation  en  A,  reproduise  exactement  les  mêmes  résul- 
tats, et  c'est  ce  que  je  vais  établir  avant  de  donner  le  procédé  qui 
conduira  à  des  criteria  d'un  ordre  moins  élevé.  V  olci  d'abord,  en 
posant  a\ec  M.  Svlvester 

9A=9A3—  2"(AB-+-G), 


ÉyiATiox    1)1    ciNgLiKMi;    i)i:(. lui.  4-'-3 

cette  équation  en  )..  (jui  a  ('■t<''  calculée  par  le  I'.  .Iniihert, 

-l-5D(5D  — 4AV)(— ]—  D^ioS-V  — 9AD  —  ioo.V)  =  o. 

Cela  posé,  on  trouve,  par  le  calcul  direct  du  premier  terme  des 
fonctions  intermédiaires  et  en  suj^primanl  un  facteur  numérique, 

V,  =  B  A3  -^ . . . ,  V3  =  -  \  X2  ^-  . . . . 

Mais,  pour  la  quatrième  fonction,  les  expressions  des  différences 
des  quantités  A,  données  au  paragraphe  XX,  montrent  qu'elle  con- 
tient en  facteur  le  carré  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  et  l'on 
trouve  ainsi,  pour  le  coefficient  de  son  premier  terme,  l'expression 

4 

K^ 2  ^-^-^ ^'' ^'' ^' ^'' "■' ^'  =  '" ^'^'- 

0 

Quant  à  V5,  on  obtient  K''D,  d'où  il  résulte  qu'en  supprimant  les 
facteurs  K-  et  K'*  on  retombe  bien  sur  les  criteria  déduits  de  la 
forme  quadratique 

D,<2_  6BD^t^  -  D(D,  — ioAB)t^2 

-I-  D[—  B«-^-h  aDjaiv  -t-igBD  —  loAD,  jtv^]. 

Je  remarque  [encore  que  l'équation  en  À  donne  un  système 
simple  des  covariants  doubles  en  x  et  x'  définis  au  paragraphe  XI, 
et  servant  à  déterminer  par  leurs  signes  le  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  proposée /(j7,  i)=o  qui  sont  comprises  entre 
les  limites  données.  En  effet,  on  peut  prendre,  en  désignant  tou- 
jours ces  racines  par  Xç^^  x^^  . . .,  et  posant  V  =y(:r,  1), 


■ç^  =  V 


2 


ix  —  a^o  >^  ^'  —  •2"!  ) 


A^  {X  —  Xn)(x  —  X\) 


Xf^)(x  —  X^) 
•,')  ^r'^ix'—Xn)iT'—XO(3-'—X^_;), 

A^  (x  —  x^^)[  X  —  ^1  M  .r  —  x^  ) 

Quant  à  V^i  on  supprimera  le  facteur  K.-,  amené  par  les  sym- 
boles ^  qui  contiennent  quatre  des  racines  A,  et  enfin  on  prendra 
t^5  =  /(a:',  i)D.  On  voit  qu'ainsi  V,  sera  du  premier  ordre,  \'''2  du 
neuvième,  V^3  du  vingt-cinquième,  <} -^  du  treizième,  et  V5  du  neu- 
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vième.  Mais  j'arrive,  sans  manvlcr  plus  longlcMiips  sur  ce  sujet,  a 
la  nu'thode  élénienlaire,  et  qui  donne  pour  les  conditions  de  réalité 
les  criteria  du  quatrième,  du  liuiliènie  et  du  douzième  ordre,  et  au 
nombre  de  trois  seulement.  Elle  se  londe  sur  ce  que  les  quantités 
u^,  iio,  ...  satisfont  à  lèipialion  suiNante 

^lyCa, +v/Â)-^-a|  Aiii-+-(A..  —  3v/Â)a2u2+  A3  =  0, 

que  Ion  forme  très  facilement,  et  dont  les  coefficients  seront  tous 
réels  si  nous  supposons  le  discriminant  A  positif,  ce  qui  est,  dans 
la  question  présente,  le  seul  cas  à  examiner.  Or,  en  revenant  à 
1  expression  dune  des  racines,  par  exemple 

«„  =   a*  (  X(,—  Xi)(Xi—  X.2  }(X.2—X3){X3—X',){Xi—  Xq  ), 

on  reconnaît  immédiatement  que.  x„  étant  rc'el.  x-,  et  .^3  imagi- 
naires conjugués,  ainsi  que  .r,  et  x-,.  on  obtient  pour  w„  une 
quantité  de  la  forme  /)>y  —  1,  dont  le  carré  est  essentiellement  né- 
gatif. En  établissant  donc  que  l'équation  en  u  n'a  que  des  racines 
positives,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre  n'offre  que  des 
variations,  on  aura  les  conditions  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  racines  de  r<'(jualion  du  cuKpiième  degré  soient  toutes 
réelles.  Si  1  on  convient  de  prendre  positi\ement  y  A,  on  parvient 
ainsi  à  ces  résultats  fort  simples 

A  >  o,         -l,  -h  3  /Â  <  o,         (E)<  o, 

et  il  est  visible  que  le  cas  des  quatre  racines  imaginaires  sera 
caractérisé  par  un  changement  de  signe  des  deux  derniers  criteria, 
en  conservant  la  condition  A  ^  o  (  '  ). 


(')  Nous  n'avons  pas  signalé  toutes  les  erreurs  de  calcul  qui  se  trouvaient  dans 
ce  Mémoire,  et  qui  ont  été  corrigées  pur  M.  Bourgel.  Celui-ci  a  refait  tous  les 
calculs,  sauf  en  deux  points.  Il  a  admis  que  la  réduite  du  cinquième  degré  de 
l'équation  du  sixième  ordre  élait  exacte  dans  le  travail  du  P.  Joubert  sur  les 
équations  du  sixième  degré  {  Comptes  rendus,  t.  L\IV).  Il  a  admis  comme  exacte 

également  la  formation  de  l'équation  en  (  —  1   (p.  4^3)  et  le  calcul  des  premières 

fonctions  de  Sturm.  E.  P. 


SUR  LES  INVARIANTS 


DES 


F0R3IES  DU  CIAQUIÈME  DEGRÉ. 


Salmon,  Algèbre  supérieure,  trad.  O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  ôSj. 


C'est  dans  la  théorie  des  formes  du  cinquième  degré  qu'on  voit 
s'offrir  pour  la  première  fois  un  invariant  gauche,  c'est-à-dire  un 
invariant  qui  se  reproduit  changé  de  signe  dans  toute  transformée 
de  la  forme  proposée  par  une  substitution  au  déterminant  — i, 
telle  que  par  exemple 

(    J7  =  —  X 

ou  bien 

x=      Y 

r=      X 

Si  la  forme  du  cinquième  degré  décomposée  en  ses  facteurs  linéaires 
est 

^  =  a(x  —  Xç)y){x  —  Xiy)ix  —  x.2y)(x  —  X3y){x  —  Xi,y), 

son  expression  en  fonction  des  racines  s'obtient  comme  il  suit. 
Posons,  pour  abréger, 

(  mn  )  =  x„i  —  Xn; 
on  aura 

K  =  a'»[(oi)(o4)(32)^(o2)(o3)(i4)][(oi)(o-2)(43)  +  (o3)(o4)(i2)][(oi)(o3)(^2)  +  (o2)(o4)(3i)] 

X[(l2)(l0)(43)  +  (l3)(l4)(20)][(l2)(l3)(04)-4-(l4)(l0)(23)][(l2)(l4)(03)  +  (l3)(l0)(42)] 
X  [(23)  (21)  (04)  + (24)  (20)  (3l)]  [(23)  (24)  (10) +  (20)  (21)  (34)]  [(23)  (20)^4) +  (24)  (21)  (03)] 

x[(34)(32)(io)  +  (3o)(3i)(42)][(34)(3o)(2i)  +  (3i)(32)(4o)][(34)(3i)(2o)  +  (3o)(32)(,4)] 

x[(4o)(43)(2i)-h(4i)(42)(o3)][(4o)(4i)(3o)  +  (42)(43)(oi)][(4o)(42)(30-i-(4i)(43)(2o)]. 
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Cela   ('lanl.   je  vais  résumer  dans  celte  Noie    plusieurs    résullals 
relalils  aux  faeteurs  de  l'iavariant  gauche  et  (|ui   donneronl  sous 
un  nuu\eau  point  de  vue  la  détermination  des  invariants  dans  les 
formes  du  cinquième  degré. 
Soienl  à  cet  ellet  ('  ) 

F=(oi)(o4)(32)-H(o'2)(o3)(i4), 
G=(oi)(o2)(43)  +  (o3)(o4)(i2), 
H  =(oi)(o3)(42)-4-('(r2)(o4)(3l), 

et  con\enons  de  représenter  par  Fv,  Gv,  Hv  ce  que  de\iennent 
respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  le  nombre  v  aux  indices 
des  racines  .ro,  :r,,  ...,  pris  suivant  le  module  5.  L'expression  de 
l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera  ainsi 

K  =  ai8.  FGH .  F,  G,  H,.  F,  G.  H2.  F3  G3  Ih-  F^  G*  H;, 

et  en  premier  lieu  je  donnerai  le  moyen  de  connaître  comment 
s'échangent  entre  eux  les  quinze  facteurs,  lorsqu'on  efTectue  sur 
les  racines  une  substitution  quelconque.  Or,  à  l'égard  de  la  substi- 


tution I     ^    [5  on  aura  pour  résultats 


F,  F„  F2,  F3,  F, 

—  H,  —Ho,  -Ht,  —H,,  —  II3 

G,  Gi,  G2,  G3,  G4 

—  G,  —  G2,  —  Gv,  —  Gj,  —  G3 
H,  H„  H,,  H3,  H, 
F,  F2,  F4,  F,,  F3 


La  substitution  ;     ^     [  donnera 


I" 


F, 

F., 

F2, 

F3, 

Fv 

F, 

G3, 

—  Hi, 

-H„ 

-G2 

G, 

G„ 

G-2, 

G3, 

Gv 

-G, 

-H;„ 

-F;, 

F„ 

lU 

H, 

H„ 

lU, 

H3, 

Hv 

—  H, 

-F3, 

Gv, 

—  G,, 

-F2 

(')   Voyez  mon  .Mémoire  Sur  l'équation  du  cinquième  degré.  Paris.  Gauthier- 
Villars  et  Hermite,  Œuvres,  t.  II,  p.  847. 
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Et  comme   toute  substitution    entre  cinq  quantités   résulte  de   la 
composition  des  substitutions  élémentaires 


on  pourra,  par  ce  qui  précède,  connaître  l'eflet  d'une  permutation 
donnée  des  racines  sur  l'un  quelconque  des  quinze  facteurs. 
En  même  temps  que  F,  G,  H,  je  considérerai  les  quantités 

^=(i4)('-*3), 
A=(i2)(34), 

et  je  désignerai  par  /"v,  gvi  K  ce  qu'elles  deviennent  en  ajoutant  v 
aux  indices  des  racines.  Cela  étant,  on  trouve  que  la  substitution 

j     ^    [  opère  les  changements  que  voici  : 


—  à.. 

.A, 
-Al, 

-A3 

—  S. 

^1, 
—  8t. 

8ti 

—  ^4; 

^3, 

^4 
—  ^3 

A, 

Al, 

Aa, 

A, 
-/3 

3° 


Quant  à  la  substitution        '     [-,  elle  donne  pour  résultats  : 

,„  \f.   A.    U    U    A  I. 

\  /,     ^'3,     A„     Al,     ^^,  i' 
\  g,     gu     gu     ^3,     g'.   /. 

'    g.       A3,      /4,       /„         lu    \' 

3,  (  A,     A,,     A,,     A3.     A;  i 

■(  A,  /3,  .^„  ^„  /,  r 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  groupes  de  quinze  quantités  se  per- 
mutent de  la  même  manière,  sauf  certains  changements  de  signes, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Mais  le  lien  que  nous  établissons  entre  elles  se  justifie 
plus  complètement,  dabord  par  ces  relations  où,  pour  abréger,  on 
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fait 

/=(oO(o2)(o3Ho4), 
sa\  oir 

H2— F2  =  4/.^, 
F 2  — 02=  4 /A, 

el  ensuite  par  celle  remar(|iie  que  les  (li\ers  produits 
a-  Fv .//,     (7^  Fv  ff-j^     a-  Py  /«v, 
«'-Gv/v,     «^-Gv.^v,     rt^GvAv, 
a-Hv/v,     a-IIv,^v,     a-Hv/'v, 

rt  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  forme  du  cinquième 
degré,  sont  des  invariants.  Ces  produits  donnent  lieu  à  ce  fait 
algébrique  que  neuf  d'entre  eus,  correspondant  à  la  même  valeur 
de  l'indice  v,  suffisent  pour  en  déduire  linéairement  tous  les  autres. 
On  a,  en  effet,  les  relations  qui  suivent  : 

2F,/,=  Ff-Gh^Uff, 
iGiffi=  F,ir+G/^H/?, 
2Hi/!i=       F/i  — Ga'— H/; 

■iF,f,=-Fh  +  G,r-Hf, 
2  G2  ^2  =  —  F/  -r-  G  A  -+-  H  ^, 
2  H2  A2  =  —  F,^  —  G/  -4-  H  A  ; 

•^F3/3=-FA-GA'-n/, 
2G3^3  =  +  F/+GA  —  Ha-, 
2H3/i3=— F.:r+0/-^  II/a; 

2F4/i=+F/+GA  +  H.,-, 
2G,^-4  =  -F,^  +  G/-II//, 
^H,ji^  =  -^-F/i  +  G,^-  H/. 

Tous  les  autres  sont  d'une  forme  prestpie  aussi  simple,  et  en  voici 

le  type  : 

■j.  F,  A,  =  F  A  ^-  G^  4-  H  (  h  -  ^), 

2  Hi ,!,',  =  F (/  —  A  )  -  G/  4-  II  A, 

■..G,/,  =-  F/+  G(«-  -/)H-  H^, 


FORMES     nu     CINOIIKME     DKGRÉ.  4^9 

De  là  résulte  la  possihiliti'  (rexpriincr  au  inojen  de  F,  G,  H, 
d'une  part,  f^  g.,  h,  de  l'autre,  des  fonctions  des  racines  de  la  forme 
proposée  qui  sont  des  invariants.  Considérons,  par  exemple, 
l'expression 

F/-f-  F,/,  -t-  F,f,  +  F,/3-4-  Fi.A, 

qui  est  évidemment  cyclique.  En  \erlu  des  relations  précédentes, 
elle  prendra  cette  forme  très  simple 

F(2/-/0+H(^-/). 

Les  fonctions  FF,F2F3F4,  HH,HoH3H4,  qui  sont  également 
cycliques,  s'expriment  d'une  manière  analogue.  En  faisant,  pour 
abréger, 

j'ai   montré  dans  mon  Mémoire   Sur  V équation   du  cinquième 
degré  qu'on  a 

FF1F0F3F4    =  F(      H^/i3-^FHA/i'+/t'2/), 
HH,HoH3H4=  II(— F2/^  + FH //'-+- /'2/). 

On  obtiendrait  pareillement 

GG,.G,G3G4=  G[-  GV/-  h)g'-^Y^{p-^ fh  +  k'-) g 

Mais,  dans  ces  formes  si  simples  de  fonctions  compliquées  de 
racines,  le  caractère  cyclique  de  ces  fonctions  n'apparaît  plus 
d'une  manière  évidente,  et  pour  le  retrouver  il  faudrait  toute  une 
théorie,  qui  me  mènerait  bien  au  delà  de  mon  objet  actuel.  Je  me 
propose  en  effet,  en  considérant  des  expressions  non  seulement 
cycliques,  mais  symétriques,  d'établir  que  tout  invariant  dont 
l'ordre  est  multiple  de  4  est  une  fonction  homogène  de  F-  et 
L  ayant  pour  coe(/icients  des  polynômes  entiers  en  g  et  h. 

Dans  ce  but,  je  considérerai  les  diverses  déterminations  de  la 
fonction  suivante 

U  =l,Ol)(l2)(23)(34)(4o), 


43o  DEivnES   nt:   chaules   iieumite. 

(|iii,  multipliée  par  (/-,  donne  i''\  ideninicnl  un  in\arianl.  Ces 
iléterminations,  au  nombre  de  vinyl-qualre,  sont  deux  à  deux 
égales  el  de  si<:;nes  contraires,  et  j)eu\ent  ainsi  se  réduire  à  douze, 
que  je  partagerai  en  tleux  groupes  el  désignerai  comme  il  suit  : 

«,=  (oi>(r2)(-23)(34)(4o), 
Mo=<o3)(34)(4i)(i2)(^-o), 

M,=(l4)(40)(02)(23)(3l), 
«2=(20)(0l)(l3)(34)(42), 
U3  =  (3l)(l2)(24)(40)(03), 

«i  =  (4'^0(--^3)(3ô)(oi)(i4); 

t.,=  (o2)(24)(4i)(i3)(3o), 
t^o  =  (o4)(4'^)(23)(3i)(io), 
p,=(io)(o3)(34)(42)(2i), 
i'.,  =  (2i)(i4)(4o)(o3)(32), 

t^3  =  (32)(20)(0l)(l4)(43), 
(^4  =  (43)(3l)(l2}(-20)(04). 

v„   a  été   tiré  de   u^   par  la   substitution   \  ■:    «„  et  i\,  ont  été 

(    ^2V    ) 

respectivement  déduits  de   «„   et  r^    par  la   substitution  <     ^      ; 

(   -^av'   ) 

enfin  Ui  et  vi  de  Uq  et  v^  en  ajoutant  le  nombre  /  aux  indices  des 
racines  pris  suivant  le  module  5.  On  sait  qu'à  l'origine  de  la 
tbéorie  des  invariants  on  a  considéré  comme  fonctions  symétriques 
des  carrés  de  ces  douze  quantités  les  invariants  fondamentaux  du 
quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre  des  formes  du  cin- 
quième degré.  Ainsi  l'on  a,  en  désignant  avec  M.  Sylvester  l'inva- 
riant du  (piatrième  ordre  |)ar  J  et  le  déterminant  par  D, 

a'*(ul-T-  u'I  -h  ul  -\-  u'I  -r  u'I  -h  ul)  —  —  5*  J  —  3.5'^/3T), 
aH vl  ^  i>l  ^  v\ -^  vl -~  vl -^  vl)  =—  5*J  +  3.52/313, 

et  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  carrés  conduit  à 

a'-(««"î"o-^---)=  a^-(^'i^l^'\-^---) 

=  4.59(48JK  — 7G8L  —  A), 

en  adoptant  les  dénominations  du  même  auteur.  Or  on  a,  comme 


FORMKS     DL     C  [  N  y  L  I  l>  M  E     DKGKK.  43  I 

OU  le  vérifie  sans  peine,  ces  deux  systèmes  de  relation,  savoir 

■,.u^=  +  h(U+  F),  ■>,(.^=-)-/(H-  F), 

2Uo  =  —h(H—  F),  51^0  =  — /(H+  F;, 

■^a,  =  -f-^(G  —  H),  vi(^i  =  -(-  A(G-t- H), 

,  ■iM4  =  _  -(G  + H),  ■zv.,^—  h(G  —  n), 

1  ■iU2  =  -h/(F  —  Gj,  ui>2  =  — ^(F-t-  G), 

\  '2u,  =  —/(F  ^  G),  2P3  =  ^-^(F—  G). 

On  en   déduit,   en  faisant  la   somme  des  carrés,    l'expression  de 
l'invariant  du  quatrième  ordre  J,  sous  la  forme 

a'[(2F2+G2-i-H2j/2  +  (-zG2+  H2+F0^2 

+  (-2H2h-F2  +  G2;A2]=—  î.5*J, 

et,  si  Ion  écrit  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  uiuf^u'^ +. . ., 
de  cette  manier-  : 

(  «2  +  M5  j  (  af  -T-  iff  )  (  M?  -f-  «5  ; 
-1-  ulul(  u'î-h  Mj -H  a?-4-  m|) 
-^  u'j  u'ii  ul  -H  ul  -^  u'I  -h  ul  ) 

-h   ul  u'I  (  U'I-h  ul  -r-  Mf  +  U'I  ), 

on  parviendra  à  Tinvariant  du  douzième  ordre,  exprimé  comme 
il  suit  : 

•2'59(48JK  — 768L— A) 

=  4a*-(F^+  G-)(G'^-^  H2)(H2-i-  F^j/'^^^h^- 

+  ai2(F2  —  H2)2[(F2  -+-  G'-)^2^(G2-^  H2)/i2]y4 

-^«12(02—    F2)2[(G2+H2)A2^(H2+F2j/2].-i 
-H  a  1  2  (  H2  -  G2  j2  f(  H2  +  F2  )/2  +  (  F2  4-  G2  )  gi  J  /ii. 

Adoptant  donc  le  discriminant  o^  D  ==  ct^ /'- g- h'- 1'-  pour  inva- 
riant du  huitième  ordre,  la  proposition  précédemment  annoncée 
se  trouvera  démontrée  à  l'égard  de  ces  invariants  fondamentaux, 
en  observant  que  F,  G,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  de 
sorte  qu'au  moyen  des  relations 

G2_H2  =  4//, 
H2_F2  =  4/^, 
F2_G2=4//i, 

et  de  celle-ci  qui  en  découle 

/-h  ^-t-  h  =  o, 
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on  pourra  elVectiveincnt  les  exprimer  par  F-,  g\  A,  /.  Nous  oLlion- 
drons  ainsi 

55D  =  a^ff^hy^g'-hU\ 

4.59(48JK  — 768L  — A  ) 

=  a^'-[FHg^hy-g-^h-^+iF*l(g  —  h)(g  +  h)^g'-h^ 

■+-  6^3/j5_(_  I2^2/j6^  4^/,-_j_  /j8  ) 
—  2  /3  ^'/J  (  ^  —  /0(,J?-^  -+-  3  ^5  ^  -T-  S,^"»  A2  -4-  Il  ^3  /i3  ^_  8^2  /jV  -H  3  ^A5  -h  A«  )]  . 

Or.  ces  expressions  sont  des  fonctions  homogènes  de  F-  et  /.  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  i?"  et  /«,  et  il  en  sera 
de  même  par  conséquent  de  leurs  combinaisons  entières  qui 
représentent  tout  invariant  de  la  forme  du  cinquième  degré  dont 
Tordre  est  multiple  de  quatre.  J'ajoute  qu'un  invariant  donné  ne 
peut  être  obtenu  de  deux  manières  différentes,  comme  nous  venons 
de  le  dire;  car,  en  égalant  deux  expressions  de  cette  nature,  on 
arrl\e  à  une  équation  homogène  entre  F-  et  /,  qui  pouvait  donner 

F- 

-j-  en  g^  et  Ii.  cest-à-dire  une  fonction  de  la  racine  .ro,  et  par  con- 
séquent cette  racine  au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  g  et  h 
ne  contiennent  pas  x^. 

Je  terminerai  cette  Note  par  ce  qui  concerne,  au  même  ))oint 
de  \ue,  l'invariant  gauche,  et  à  cet  effet,  en  posant  comme  plus 
haut 

h'  =  h^^fg, 

j'emploierai    les    relations    suivantes   qu'il    est   aisé    de    vérifier, 

sa\oir 

2 (  j-i  —  ^r,  ) Fi  G3  =  H  ^'■' -r-  G  /i', 

2(0:2  — a-j) H,  H.  =  FA'  -+-  H/', 

2(ar2-r,)H3Gi=G/+F^-', 

lixi  —  X3)(ji¥i,=  Hg' —  G  A', 

2(a-i-  arOFîFs  =  FA'—  H/', 

2(x,-ar3)G,H,=  G/'-F^'. 
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(Jn  en  déduit,  en  les  nudli|)li;tiil  nienilire  à  membre, 

—  64/^/iK  =  a'»FGH(HV'-—G^/i'-j^F' /''■-—  H^/'^ .)(  G^/'^— FV'-;- 
Ecrivant  ensuite 

H^ -2—  G2/î'2  =  W(j^'-2  -  A'2 ,  _  4  Ifh'-i, 

F2  h'I  -  H\n  =   Fn/l'2  -/'2  )  _  4  /^'/'2, 

GV'■^-F•^^'^  =  G^/^'-^'2)-4^/i.-'^ 
et  observant  qu'on  a 

^'-— /'-  =  \fghili  -/j, 

on  en  concluL  immédiatement 

K  =  a>»FGH|  F2  (7(  — /)/A  —If'-] 

^[\\Hg  —  h)gh-Ih-2^. 

et  l'on  reconnaît  que  la  quantité  par  laquelle  est  multipliée  FGH 
peut  encore  être  mise  sous  la  forme  d'une  fonction  homogène  de 
F-  et  /. 


11.  —  II.  28 


SUK   L'hWVRUlNT  GAUCHE 


FORMES  DU  SIXIÈME  DEGRÉ 


Salmon,  Ali^èbre  supérieure,   Irad.    O.   Chemin, 
deuxième  édition.  1890,  p.  '«(iS. 


On  doit  au  P.  Joubert  (  '  )  la  découverte  intéressante  de  l'expres- 
sion de  cet  invariant,  qui  est  du  quinzième  ordre,  au  moyen  des 
racines  de  la  forme  proposée.  Représentons  cette  forme  par 

/=  a{x  —  x^y){x  —  XQy)ix  —  Xiy  ){x  —  x^y  ){x  —  Xsy  ){x  —  x^y), 
et  posons 

Ufl  =  {x^Xo(Xi^  X:i—  Xi X!,)-h  Xi.T^(X^-^  Xq—  X-î  —  X:i) 

-+-  x^Xsixi  -+-:r4  —  x^ — Xo)], 

\^  =  [x^Xoi  X:i-h  X:,—  Xi  —  X2)-h  X^  X^i  X^-\-  X^^ X3  X'^) 

-h  X3X.JXi  -h  X2—  X^  —  Xo)], 

Wo  =  [:r^a7o(-''^2-+-^4  — ^'1  —  ^3)+-^1^3(^<o-+-  -^^O -^2  ^4) 

-+-  X-i  Xi^  (  X 1   — !—  373  X^ Xq  )j . 

En  convenant  de  désigner  par  U,,  V/,  \A  /  ce  que  deviennent  ces 
expressions,  en  ajoutant  le  nombre  A  aux  indices  des  racines  pris 
suivant  le  module  5,  on  aura  la  \aleur  suivante  de  l'invariant 
gauche  du  quinzième  ordre,  savoir  : 

K^a'^UoUiUoUsUiVoViVîVaViWoW.W^WaW;. 

(')  Voir  Comptes  rendus,  t.  LMV,  iHt)-  (I),  p.  1026. 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES 

DU   SECOND   DEGRÉ  ('). 


Nule  \1  du  Proi^ranime  détaillé  d'un  Cours  d'Arithmétique,  d'Al- 
gèbre et  de  Géométrie  analytique,  par  Gerono  et  Rognet,  4*^  édition, 
Paris,  Mallet-Bacheiier,  i856,  p.  ij4- 


Les  propriétés  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
à  plusieurs  variables  sont  utiles  à  connaître  dans  beaucoup  de 
questions  d'Algèbre  et  de  Géométrie  analyticjue.  Nous  allons  exposer 
dans  cette  Note,  d'après  M.  Hermite,  celles  qui  nous  paraissent 
les  plus  importantes,  et  dont  la  démonstration  n'exige  que  les 
premiers  éléments  du  calcul.  Voulant  d'ailleurs  que  l'étude  de  ces 
démonstrations  soit  un  exercice  pour  les  élèves,  nous  considérerons 
le  plus  souvent  un  cas  particulier  de  manière  à  en  bien  faire  saisir 
Tespril;  après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  tout  ce  qu'il  faut  con- 
naître pour  traiter  le  cas  général,  nous  laisserons  à  chercher 
l'expression  analytique  la  plus  étendue  des  raisonnements  et  des 
méthodes  exposés  dans  un  cas  spécial.  On  aura  de  la  sorte  à  traiter 
des  questions  d'algèbre  faciles  en  elles-mêmes,  car  la  voie  pour 
arriver  au  résultat  sera  bien  indiquée  à  ra\ance,  et  aucun  autre 
exercice  ne  paraît  plus  profitable  pour  arriver  à  connaître  et 
à  employer  avec  sûreté  l'instrument  du  calcul  algébrique.  Nous 
pensons  aussi  qu'on  parviendra  par  là  à  mieux  saisir  et  conserver 
dans  son  esprit  les  diverses  propositions  dont  nous  allons  nous 


(')  Nous  insérons  ici  une  Note  Sur  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré  extraite  de  l'Ouvrage  indiqué  de  Gerono  et  Rognet.  Cette  Note 
n'est  pas  signée  et  porte  seulement  la  mention  :  «d'après  M.  Hermite  »;  mais 
nous  savons  qu'elle  a  été  rédigée  par  Hermite.  Quoiqu'elle  soit  surtout  intéres- 
sante au  point  de  vue  de  l'enseignement,  il  nous  a  paru  qu'elle  méritait  d'être 
reproduite.  E.  P. 
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occuper.  Comme  elles  reposenl  en  grande  partie  sur  quelques  pro- 
priétés (les  quantités  qui  se  présentent  dans  la  résolution  «Tun 
système  d'équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  nous 
commencerons  par  rappeler  en  (]uolquos  moJs  celles  dont  nous 
ferons  usage. 

I.  —  Des  déterminants. 


Considérons  n  -\-  i  équations  du  premier  degré  à  n  -+-  i  incon- 
nues, dont  les  coefficients  soient  des  quantités  littérales,  savoir  : 


ax      -+-  h  y 
a!  X     -^  b'  Y 


c.z      -(-...-+-Aa      =K, 
c's     -^ .  .  .-\-  h u     =  K', 


a^iDx  -^  b^iDy  _|_  cUi) 


h  "'«  =  K'«'. 


Le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues,  qu'on  en- 
seigne à  former  en  Algèbre,  et  qui  dépend  seulement  des  coeffi- 
cients de  ces  inconnues,  a  reçu  le  nom  de  déterminant,  et  se 
désigne  par  la  notation  abrégée 


(I) 


h 
h' 


ai")       IjI.ii)       çKn)       ...       /,i«l 

Ainsi,  par  exemple,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues, 

by  =  K, 


ax 

a! X  -h  b' y  =  K  , 


on  écrira 

(2) 


ab'  —  ba!  = 


a      b 
ci     b' 


Pour  trois  équations  à  trois  inconnues 

ax   -{-  by  -\-  c  z   =  K, 

a' X  -+-  b' y  -^  c' z  =  K', 
a"  X  -+-  b" y  -\-  c"  z  —  K", 

on  écrira  de  même 

(3)      ab' (f  -^  hc' a" -\-  ca  b" —  cb' a" —  ac' b" —  ba  c"  — 


a"     b"     c" 
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Parmi  les  monômes  qui  entrent  dans  le  déterminant  (i)  déve- 
loppé, on  distingue  celui  qui  sert  à  former  tous  les  autres  par  des 
échanges  de  lettres,  sa\oir  :  ab' c" ,  . . .,  A'"\  On  lui  donne  le  nom 
de  terme  principal,  et  il  est  toujours  affecté  du  signe  -h.  Ainsi  ab' 
et  ab' c"  sont  respectivement  les  termes  principaux  des  détermi- 
nants (2)  et  (3).  Des  diverses  propriétés  des  déterminants  qui 
découlent  immédiatement  de  leur  loi  de  formation,  nous  énon- 
cerons celles-ci,  qui  seront  utiles  |)lus  tard  : 

i"   L'expression  développée  du  déterminant  (i)  a  la  forme 

Aa-+-  B6-T-CC-+-...-4-H/Î, 

où   A,  B,  C,  ....  H   sont  des   quantités    indépendantes    de  a,   6, 
c,  ...,  h. 

1"  Un  déterminant  s  é\  anouit  identiquement  lorsque  deux  lignes 
horizontales  ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des  mêmes 
termes.  Ainsi,  par  exemple, 

abc 
^  ab  —  ab 


aa  :=  o, 


h 

b" 

a 
o! 

a" 


=  o, 


c       =  o. 

c"   i 


3"  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace 
les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizontales,  de  manière  que 
le  terme  principal  reste  le  même.  Ainsi,  par  exemple, 


a 

b 

a 

a 

a 

h 

b 

b' 

=  ab' —  ba' . 


Les  deux  premières  de  ces  propositions  se  trouvent  démontrées 
dans  les  Traités  de  M.  Lefébure  de  Fourcj  et  de  M.  Briot;  nous 
laissons  comme  exercice  à  trouver  la  démonstration  de  la  troi- 
sième. Mais  une  autre,  qui  recevra  d'importantes  applications, 
nous  reste  à  établir;  et  nous  allons  d'abord  la  présenter  dans  le  cas 
le  plus  simple. 

Considérons  à  cet  effet  les  deux  fonctions  linéaires 


ax 
a'  X 


b'y, 
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et  supposons  qu'on  y  remplace  x  et  y  par  ces  expressions, 

a-  =  aX  -+-  a' Y, 

r  =  3  X  -^  ^'  Y  : 

elles  deviendront  respeclivemenl 


ou,  pour  abréger, 


(«a  H-  63  I  X-H(  aa'  -h^Ji'lY, 
(  a'  X  +  //  ^  )  X  ^  (  a'  a'  +  h'  3'  )  Y, 

AX    -r-  BY, 
A'X^B  Y. 


Cela  posé,  je  dis  que  le  déterminant 

b 


A      B 
A'     B 


sera  es  al  nu- 


b' 


et 


produit  des  deux  déterminants 

La  vérification  se  fait  sans  dinicultr.  dans  ce  cas  très  simple, 
mais  on  peut  éviter  tout  calcul  en  raisonnant  comme  il  suit. 
Considérons  les  deux  équations 

\  ax  -t-  by  =  K, 
(   a  X  -\-  b' y  =  K'. 


(4) 


On  sait  qu'en  les  résolvant  on  trouvera,    pour  le    dénominateur 

a      b 
commun  des  valeurs  de  x  et  r,  le  déterminant 


b' 
même  manière,  relativement  aux  deux  autres  équations 

(5) 


,  et  de  la 


(  AX  -4-  BY   =.  K, 
'/    \'X-f-  B'Y  =  K', 


le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  \  et  \  sera  le  détermi- 
A      B 


nant        ,       ,    •  Or,  on  peut  trouver  X  et  \   par  les  équations 

A'     B' 

X  =  aX  H-  a' Y, 

j-^X  +  ,3'Y, 

quand  on  y  aura  mis,  au  lieu  de  x  et  >',  les  valeurs  fournies  parles 
équations  (4).  Maintenant,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'eftectuer  ces 
calculs,  on  doit  voir  qu'en  raison  des  valeurs  fractionnaires  de  x 
et  y,  on  trouvera  pour  dénominateur  commun  de  X  et  Y  le  pro- 


(luit  des  déterniinanh 


être  égal  au  déterminant 


Ainsi  ce  produit  doit 
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/j  a      a' 

et       , 

,  qui.  d'après  les  équations  (5), 

représente  aussi  le  dénominateur  des  valeurs  de  X  et  Y. 

A  la  vérité,  cette  démonstration  n'est  pas  entièrement  rigou- 
reuse, mais  elle  met  immédiatement  sur  la  voie  du  théorème 
général  cpie  nous  allons  énoncer  en  prenant  pour  exemple  les  trois 

fonctions  linéaires  : 

ax  -+-  by  -f-  C2, 

a' T  -+-  b' y  -(-  c's, 
a"  X  -1-  b" y  -h  c"  z. 


Concevons  qu'on  j  mette,  au  lieu  de  .r,  r,  ;, 

a*  =  o(  X  -I-  a'  Y  -f-  a"  Z, 
jK=  pX+  TY4-  3"Z, 
z  =yX-f-Y'Y  +  Y"Z; 


elles  deviendront  respectivement 

(aa  -h6P  -l-f^Y)  X-f-(aa'  -4-6  3'- 
(a'oL  -h  b'^  -I-  c'y)  X  -i-(a'a'  -h  6'3'  • 
(a"a  +  è" ^  -f-  c"y)X  +  ( a'a'  +  6" ,S'- 


ou,  pour  abréger. 


AX 
A'  X 
A"X 


BY 

BY 

B"Y 


c'y')Y. 
c"y')Y- 

-+-GZ, 
+  C'Z, 
-^C'Z. 


(a'  ol" 
(  a"  a"  ■ 


6'  p"  ■ 
6"3"- 


cy")Z, 
c'y"jZ, 
c''y'')Z, 


Gela  posé,  on  aura  comme  précédemment  Téquation 


A 

B 

C 

a 

b 

c 

a 

a' 

a" 

A' 

B' 

C 

= 

a' 

b' 

c' 

X 

0 

?' 

P" 

A" 

B" 

C" 

a" 

b" 

c" 

ï 

y' 

y" 

La  démonstration  complète  se  déduit  de  la  loi  même  de  formation 
des  déterminants;  mais,  comme  elle  offre  peu  d'intérêt  par  elle- 
même,  nous  l'omettrons,  en  insistant  néanmoins  sur  la  nécessité 
de  bien  se  pénétrer  du  théorème  qui  va  bientôt  trouver  d'impor- 
tantes applications. 
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II.  —  De  l'invariant  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
et  du  polynôme  adjoint. 

On    nomme    polynômes    homogènes    du    second    degré    des 
expressions  telles  que 

A  3-2  _(_  2  B  xy  -4-  Cy- , 
S.X-  -+-  S.' y^  +  \" z-  ■+-  -2  liyz  -+-  a  B' zx  -+-  :i  B"  jy,     ...  ; 

ce  sont  ces  expressions  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés,  en 
considérant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  cas  particuliers  les 
plus  simples,  et  laissant  aux  élèves  à  généraliser  les  énoncés  et  les 
démonstrations. 

La  première  que  nous  allons  considérer  dans  le  cas  du  polynôme 
à  deux  indéterminées  seulement 

Ax-  -+-  2  Bxy  -+-  Gy-, 
consiste  en  ce  que,  si  l'on  y  remplace  x  et  y  par  ces  formules 

X  =  a\  -4-  6  Y, 
y  =  a'X^b'Y, 

il  se  transformera  en  un  polynôme  qui  est  encore  homogène  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  nouvelles  indéterminées  X  et  Y. 
Ce  polynôme  sera  ainsi  de  la  forme 

les  coefficients  ayant  ces  valeurs  : 

X.  =  Aa2  ■+-  iBaa'  -+-  Ca'^, 

Ub  =  \ab  -\-  B{ab'  -+-  ba  )  -H  Cà  b\ 

e  =  A62   -^iBbb'  ^  G//2. 

Cette  propriété  très  simple  conduit  naturellement  à  se  proposer  la 
question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  quelconques,  tels  que 

Ax*  -hj.Bxy    -hCy^, 
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est-il  toujours  possible  de  th-diiirc  le  second  du  premier  en  y  fai- 
sant une  sid)Slitutiun  de  la  lornie 

X  =  aX  -+-  b\ , 
v^  a'X  +  6'Y? 

Le  problème  admet-il  un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions; 
est-il  résoluble  en  prenant  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
des  quantités  réelles,  les  coefficients  des  polynômes  donnés  étant 
eux-mêmes  supposés  réels? 

Notre  principal  objet  dans  cette  Note  sera  d'établir  quelques- 
uns  des  principes  qui  servent  à  résoudre  ces  questions  et  de  mon- 
trer comment  ils  s'apjiliquent  à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre; 
faisons  aussi  observer  en  passant  qu'une  branche  étendue  des 
Mathématiques,  l'Arithmétique  supérieure,  trouve  également  son 
point  de  départ  dans  la  comparaison  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré,  lorsqu'on  suppose  que  les  coefficients  des  polynômes 
et  ceux  des  substitutions  sont  des  nombres  entiers. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'un  polynôme  du  second 
degré  à  n  indéterminées  est  toujours  réductible  à  la  somme 
de  n  carrés  de  fonctions  linéaires  de  ces  indéterminées.  Observons 
pour  cela  qu'en  ordonnant  ce  polynôme  par  rapport  à  l'une  des 
indéterminées  que  nous  nommerons  x  pour  fixer  les  idées.  i\ 
prendra  la  forme  suivante  : 

Xx^-h  2Bj"-h  G, 

B  étant  une  fonction  linéaire,   et  C   une  fonction   homogène  du 

second  degré    des    n  —  i    indéterminées    restantes.    Or,    on    peut 

écrire 

A.r2^9.Ba'-+-G  =  4-(A:f  +  B)2^  i(  AG  — B-'), 
A  A 

et  mettre  ainsi  en  évidence,  d'une  part  le  carré  de  la  fonction 
linéaire  Xx-\-B,  et  de  Tautre  un  polynôme  homogène  an  —  i  indé- 
terminées, AC  —  B-,  multiplié  par  la  constante  -•  Cela  posé,  on 

opérera  sur  ce  nouveau  polynôme,  comme  sur  le  proposé,  et  on  le 
décomposera  encore  en  deux  parties,  à  savoir  :  le  carré  d  une 
fonction  linéaire  et  un  polynôme  an  —  2  indéterminées.  Conti- 
nuant donc  de  proche  en  proche  les  mêmes  opérations,  il  est  clair 
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iju  on  parviendra  à  la  rt'duclion  annonci'-t'   (|iian(l  on  aura  épuisé 
toutes  les  indéterminées.  Par  exen)|)le.  soit  le  polvnonie 


f  —  x--\-  ■iv-  -^  z-  -f-  4  j'-  -+■  2  zx 
on  écrira  successi\einent 


2Ty, 


f  =  x--^  •).x(  y 
et  il  viendra 


;)-+-  ■2y^^  :^yz-^  z^-  =  {x-^y-^  z)^ 
y^  +  -lyz  =  (y-^z  )-'  —  z\ 


y-'-^iyz, 


f-r--(X 


zy-^(y^  z)^ 


Plus  tard,  rette  réduction  sera  étudiée  attentivement;  actuelle- 
ment, nous  nous  bornons  à  remarquer  qu'elle  peut  s'effectuer  de 
[)lusieurs  manières,  en  commençant  chaque  opt-ratioii  pai-  l'une 
ou  par  l'autre  des  indéterminées,  et  (|ue,  pour  arriver  eirocli\e- 
ment  à  une  somme  de  carrés,  de  fonctions  linéaires,  il  peut  être 
nécessaire  d'introduire  des  quantités  im.iginaires  dans  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  il  faudrait 
écrire 

f^ix^y^zY^iy^   -)-2^(-^=^)2. 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  insister  sur  d'autres  particularités,  nous 
allons,  comme  il  suit,  en  tirer  la  notion  de  V invariant. 
Considérons  le  cas  le  plus  simple  du  jxtlvnome 

A  a:'^  -1-  2  B  xy  -H  Gy- , 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

A  j:-2  -H  2  B  xy  -+-  Cy^  ^^  {ax  ■+-  h  y  y-  -+-  (  a'  x  -i-  h'  y  )- . 

Cette  équation  ne  suffira  pas  pour  déterminer  les  «juatre   quan- 
tités a,  Z/,  «',  b' \    mais  il  est  très  facile   de  trouver,  en  fonction 

a     b 

a      b' 

En  effet,  soient  |)our  un  instant 

(  X  =  ax  -I-  by^ 
(   Y  =  a' X  -H  b' y., 

de  sorte  que  l'on  ait 

Aar^H-  iWxy  -\-  Q,y'-=  \^^  YK 


de  A,  B,  C,  le  déterminant 


(0 
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En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  équation  par  rap[)ort  à  x  et  r,  et  divisant  par  2,  il  viendra 


B:r  -H  Cy 


bX-^b'Y. 


Or,  X  et  Y  avant  les   valeurs  définies  par  les  équa lions  (i),   on 
pourra  égaler  les  déterminants  relatifs  aux  fonctions  linéaires 

A:r  -i-  By, 

Bx  -^  Cy 
et 

aX  -1-  a' Y, 

b\-r-b'Y; 

mais,  d'aprè's  un  théorème  établi  au  paragraphe  1.  le  second   de 
ces  déterminants  sera  égal  au  produit 

I    a     b 


a     a 
b      b' 


a'     b' 


ou  même  a 


;  car,  d'après  une  proposition  énoncée  au  pa- 


a     b 

a'     b' 

ragraphe  I,  un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  met 
les  lignes  horizontales  à  la  place  des  colonnes  \erticales.  ISous  en 
conclurons  la  relation  à  laquelle  nous  voulions  parvenir,  savoir  : 


A     B 

B     G 


a      b 
b' 


a 


Or,  la  fonction  des  coefficients  du  polynôme  \.x-  H-  i^xy  -^  ^y^i 
à  laquelle  nous  sommes  ainsi  conduits, 

A     B 


B     G 


AC  —  B2 


est  ce  qu'on  appelle  \ invariant  de  ce  polynôme.  Cette  dénomina- 
tion, proposée  par  M.  Sylvester,  célèbre  géomètre  anglais,  se  trouve 
justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Soit 

a,X2+2il!,XY^-3Y2 

la  transformée  du  polynôme  />roposé  par  la  substitution 
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je  dis  qu'on  aura 

I   Ao     \\\ 


A 

H 

%     X    1 

— 

X 

B. 

C 

P     ?' 

c'est-à-dire  que  l' invariant  se  reproduira  dans  toute  trans- 
formée, multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitu- 
tion. 

En  effet,    effectuons   la   sul)Slituti()n  considérée  dans  les   deux 
membres  de  l'équation  identique 

Kx-+  i\ixY  -H  Cy^  =  {ax  -H  by)--^{d x  -+-  O'y)'^, 
et  posons,  j30ur  abréger, 

a(a\-)-a'Y)+6(3X  +  ;3'V)  =  /j  X-i-7  Y, 

a'(aX-+-a'Y)+6'(pX-^3'Y)  =  />'X  +  5''Y, 

on  en  déduira 

<.l,X2-i-  2  lis. X Y -H  £.Y2  =  (;;X-f-^Y)2  4-(/)'X-i-  q'\y-, 
et,  par  suite. 


p    (] 
p    '/' 


a     a' 

X 

P      P' 

Mais,  d'après  le  théorème  sur  la  multij)lication  des  déteruiinants, 

on  a 

p      q  ah 

P      7'  «'     ^' 

et  il  en  résulte  immédiatement,  après  a\oir  élevé  les  deux  membres 
au  carré,  la  relation  qu'il  s  agissait  d'établir 

\(b     8 

Avant  d'aller  j)lus  bnn,  donnons  encore  l'énoncé  des  théorèmes 
analogues  pour  les  polynômes  à  trois  indéterminées,  afin  de  rendre 
plus  facile  la  recherche  des  énoncés  les  plus  généraux. 

Soit,  à  cet  efl'et, 

=  Aj"2-h  ^i.' y--\-  A' .s"^-^  i.\\ yz  -H  1  Wzr  -i-  2  V," xy, 
ce  qu'on  nommera  l'invariant,  sera  le  déterminant  relatif  aux  trois 


A 

B 

a     a' 

— 

X 

B 

G 

3     P' 
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fonctions  linéaires 
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-/>'  =  B'a7-f-A>+  B  z, 


■fl=  B  .r  +  B^ 


c'est-à-dire 


{•^) 


A     B"     B' 
B"     A'     B 

B'      B     A" 


AA'A'-^  aBB'B"— AB2— A'B'2— A'B"2, 


et  Ton  aura  le  théorème  suivant  : 
Soit 

.1>X2+  ,\,'Y2+  ,l,;'Z2+  2  11!,  YZ  -^  -i  ilï,'ZX  -^  a  »ll,"XY 

la  transformée  déduite  de  f  par  la  substitution 

a"  =  X  X  H-  a'  Y  -4-  a"  Z, 

^  =  pX+p'Y+p"Z, 
z  =  yX  -h  y' y -h  y" Z, 

l' invariant  de  cette  transformée  sera  égal  à  V invariant  de  y*, 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution. 


Ainsi  on  aura 


llb'  llb  .An" 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

X 

H' 

B 

A" 

a      a      a 

?     3'     ^" 
Y     y'     y" 


Les  applications  que  nous  ferons  plus  tard  de  ces  théorèmes  en 
montreront  toute  l'importance,  mais  dès  à  présent  nous  allons  en 
faire  voir  l'usage,  en  nous  proposant  de  calculer  l'invariant  de  cette 
forme  particulière 

Aj72-h  iBxy  -+-  G^'2-f-(ar  -t-  ^^^  +  Y-^)^« 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (2),  après  avoir  développé  le 
carré  de  a.x  +  '^y-\-yz,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients 
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des  carrés  et  des  roclaagles  des  \ariables,  on  fera 

a?  =  X, 

7  =  Y, 
ax  -I-  ^/  -i-  yz  =  Z; 

d'où  résultera  celle  conséquence,  que  le  |iol  vnome  |)r<)posé  esl  la 
transformée  de 

(3)  A\2+-2lî\Y^GY2-+-Z2, 

par  la    substitution   précédente,   dont  le    déterminant   se    réduit, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  à  y. 

L'invariant  cherché  sera  donc  celui  du  polynôme  (^)  multiplié 
par  Y^,  c'est-à-dii-e,  en  aj)pliquanl  la  foi-mule  (2),  égal  à 

Y^iAC-B^). 

La  notion  d'invariant  bien  comprise,  passons  à  celle  du  polynôme 
adjoint,  qu  il  importe  également  d'établir. 

Pour  cela,  nous  considérerons  encore  le  cas  le  plus  simple  des 
polynômes  à  deux  indéterminées,  /:=  A^r^  H- aBx;^' -|- Cjk-,  et 
nous  rappellerons  en  premier  lieu  le  tbéorème  bien  connu  (pii  est 
exprimé  par  celte  relation 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  /",  quand  on  y  remplace  x 

et  y  par  les  indéterminées  x^  et  yo?  bées  aux  précédentes  par  les 

relations 

I 


fx  —  ^Oi  ~  fy  —  Jo • 


En  nommant  o  le  résultat  cherché,  qui  sera  un  nouveau  poly- 
nôme du  second  degré,  aux  indéterminées  Xq  et  y^^  on  aura  ces 
trois  équations, 

~  fx  =   ^0) 
■JL 

entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  x  etjK-  Pour  cela,  multiplions 
membre  à  mendjre  successivement  la  première  et  la  troisième,  la 
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seconde  et  la  troisième,  il  xicudra  ainsi 

équations  homogènes  et  du  premier  degré  en  ,r  et  y. 

Le  résultat  de  rélimination  de  ces  deux  indéterminées  s'ob- 
tiendra donc  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  relatif  aux  deux 
fonctions  linéaires 


-  ?  />'  —  r  0  (  xx(,  -H  .x7o  )  ; 


de  sorte  que  'o  sera  déterminé  par  cette  équation  : 

^k—xl  oB  — a^oro 

=   G. 

cpB  — :roj'o      r^— ro 

Dans  un  instant  il  sera  prouvé  que  ce  déterminant  contient  le 
facteur  -o.  Ainsi  l'on  arrive  bien,  après  la  suppression  de  ce  facteur, 
à  une  équation  linéaire;  mais  ce  qu  il  importe  tout  d  abord  de  bien 
saisir,  ce  sont  les  propriétés  du  polynôme  en  Xq  et  >'o,  déterminé 
par  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir. 

Observons  à  cet  effet  qu  en  posant 


■1  "^     ■i'-'-^ 


■Xf,(xx^-^-yy^), 


-  'Vy  =  -  '^Jr —y^  ^^^0  -+-rro  )• 


Le  déterminant  ci-dessus  n'est  donc  autre  chose  que  l'invariant 
de  'l,  considéré  comme  fonction  de  x  eiy.  D'après  cela,  faisons 
dans  ce  polynôme  la  substitution  quelconque 


07  =  a  \ 


a' Y, 

3' Y, 
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et  supposons  ak)rs  tjiie  le  pol\  noiiu'  /  (Icvieiine 
iloXî-+-2\l!)XY^SY2, 

il  en  résultera  pour  le  j)olvuon)c  'l  celte  nous  elle  iornie 

V  =  cp (  -A,  X2  -t-  ■!  iil>  X  Y  +  S  \-f  )  -  [(  a^„  ^-  p  .r„  )  X  +  (  a' j-,,  -h  îi>„  )  Y  y-. 

Cela  posé,  lornious  1  invariant  de  'l  et  égalons-le  à  zéro;  on 
reproduira  ainsi  l'équation  dont  dépend  la  quantité  o,  car  ces  deux 
invariants  sont  égaux,  à  un  facteur  près  ;  de  là  résidle  ce  théorème  : 

Le  polynôme  o  reste  iriKariable,  si  l'on  y  remplace  les  coef- 
ficients A,  B,  G,  qui  y  entrent,  respectivement  par  X,  Db,  ©, 
pourvu  cju'au  lieu  des  indéterminées  Xq,  J'o  on  mette  en  même 
temps 

a^o-l-p^o     et.     a'^o-f- j3'7o- 

Revenons  maintenant  au  déterminant 

oX  —  a-l         cpB  —  J-oJo 

pour  établir,  comme  nous  l'avons  annoncé,  qu'il  contient  cp  en 
facteur.  A  cet  effet,  considérons  le  polvnome  suivant  à  trois  indé- 
terminées 

qu'on  trouvera  aisément,  en  substituant  la  \aleui'  de  -i;,  se  réduire  à 
■/  =  '^(  Aa"-4-  i^xy  -4-  Cjk'')-t-  z  ■:>(-xxj:^^-^  '^J'J^o-+-  2?)- 

Il  résulte  d'une  remarque  faite  plus  haut,  (pie  Timariant  de  ce 
polynôme  y,  c'est-à-dire  le  déterminant  relatif  au  système  des 
trois  fonctions  linéaires 

est  égal  au  produit  de  »-  multiplié  par  l'invariant  du  polynôme  •h. 
En  développant  les  expressions  des  trois  dérivées,  on  parvient  ainsi 
à  la  relation 


^  A  cp  B  oxq 
oB  Ci  G  o}q 
9^0     'ifo      ?- 


tpA    —   Xl  OB  -    370  Ko 

'pB  — :rojKo     'i^-~7o 
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el,  par  suite,  à  celle-ci,  après  avoir  divisé  par  'j-, 
A      B     3-u 
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B 


yo     ? 


?  A  —  3-2         ,^  B  —  j-ojo 
cpB  — ^oJKo     'JiC—yl 


Celle  Iransturuiation  de  délermiiiaiils  nous  monlre  que  le  lerme 
indépendant  de  cp,  dans  l'équation 


'Ji\  —  xl  oB  —  XoVn 


=  o, 


doit  disparaître  de  lui-même.  Cela  posé,  soit  pour  un  instant 

0(A,  B,  G); 


A.  B 

B,  C 


cette  équation  pourra  s  écrire 

6('jA  — :pg,  'jB  —  XoYq,  oC  —yl  )=  o, 

et  l'on  tirera,  en  développant, 

■^2e(  A,  B,  G)— cp  ;  ei^rlH- e[î:!;ojKo+ 6^j/2  I  =  o; 

d"où  enfin 

,  _  O'vr.T  ^  f)R.ro  -Kn—  Qc.ro 
"^  ~  f)(A,  B.  Gj 

C'est  là  le  résultat  définitif  auquel  nous  voulions  parvenir;  et  le 
polynôme  en  Xq  el  y^^  qui  se  présente  comme  numérateur  de  cp 
est  ce  que  nous  nommerons  avec  Gauss  le  polynôme  adjoint  de 
Ax'-h  i^xf  -\-  Oy'^.  Maintenant  il  ne  nous  reste  plus,  pour  ter- 
miner ce  sujet,  qu'à  donner  quelques  indications  propres  à  faciliter 
aux  élèves  l'extension  au  cas  général  des  raisonnements  et  des 
calculs  précédents. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme  à  trois  indéterminées 

f  =  Ax--i-  A'j-2_,_  \"22-i-  -iByz  ->r-  iB'  zx  -h  1  B"xy. 

En  prenant  j)Our  point  de  départ  la  relation 
•2/=  ^f!c  +  yfy^z/i, 

il  s'agira  de  trouver  ce  qu  il  devient  en  substituant  k  x,  y,  z  les 
H.  —  II.  29 
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indéterminées  nom  elles 

•^0  =    -  /x-  J(i  =    -/v)  -3(1  =    -  fi- 

Nonunons  cp  le  résultai  clieiclié;  on  sera  conduit  aux  quatre  é<|ua- 
tions 


70  =  -  fy. 


'    J-' 
cp   =:  TXo  -f-  rj'o  -I-  32  j , 

desquelles  on  déduira  d'abord 

-?/>•  =7o(^'^o-HjKro-H  --o). 
r  ?/;  =  Sft(.rro  — jK.ro +-ssn)- 

On  observera  ensuite  qu'en  |)Osant 

^  —  (if—(  XX a  -+-  ryo  -+-  2-Sn  )", 
elles  deviennent  simplement 


liL' 


?.r  =  O, 


?v  =  O, 


O, 


et  Ion  en  conclura  que  1  équation  pour  déterminer  es  s'obtiendra 
en  égalant  à  zéro  l'invariant  du  polynôme  •}.  D'ailleurs  cet  inva- 
riant, à  savoir 

cpA  —  a-2  cpB"— a-ojKo     cpB'  — XoZo 

9B"—Xny       csA'  —  jKo  «?B  —  Jn-So 

cpir— 3"o2n      ?B— JKo-=o      a>A"— ^2 

sera  susceptible  de  la  transformation  exprimée  par  l'équation  sui- 
vante 


A  B"  B'  xo 

B'  A'  B  y, 

\i  B  A"  2fl 

^0  ro  ^0  ? 


©A— a-2  cpB"— a"ojKo     «fH'  — ^o^n 

cpB"-a'„jKo     ?A'— 72  ?B  —  jo^o 

'f  1''  — -Zoa-o      «B  —  jKo^o      ^^''  —  ^l 
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à  l;i(|ii('llc  on   |);it\  leiulra  en  clici'cinint    linNariiiiil  du  polynôme  à 
qnatre  indéteiMninécs 


Les  choses  ainsi  préparées,  en  posant 

=  6(A,  A',  A",  B,  B',  B"), 


A     B'     B' 
B"    A'     B 

B'     B     A" 


on  donnera  à  1  éqnation  en  'o  la  forme  suivante 

e(cpA  —  xl,  cpA'  — ^2^  cpA"— 2^^  «pB  — jKo^n,  9B'— a"o3„,  -^B" —  Xç^y^)=  o. 

Or,  dans  cette  équation,  les  termes  cs^  et  '^-  existeront  seuls,  et, 
après  avoir  développé,  on  en  tirera 

°^  0(  A.  A'.  A".  B,  B',  B'j 

Cela  posé,  le  numérateur  de  cette  expression  sera  le  polynôme 
■adjoint  de  /",  et  es  lui-même  donnera  lieu  au  théorème  suivant  : 

Supposons  qu  en  faisant  la  substitution 

a-  =  a  X  -h  a'  Y  -+-  a"  Z, 

j'=pX  +  p'Y  +  P"Z, 
3^vX  +  y'Y  +  y"Z, 

f  se  change  en 

F  =  =.l,X2  -H  JU' Y2h-  ,.As"Z2  -h  '1 1)1,  YZ  -h  2  ilï/ZX  -I-  •>.  il!,"XY, 

ce  restera  invariable,  si  Von  y  remplace  les  coefficients  de  f  par 
ceux  de  F,  et  qu'on  y  mette  en  même  temps,  au  lieu  de  -ï^o?  JKo? 
Zff^  les  fonctions  linéaires 


••^0+  |Î7o-^7^o,      2t'a"o-l- P>û- 


a  Xo-H  [iro-^Y  -5o- 


En   terminant,   nous   remarquerons  que  la  forme  explicite  du 
polynôme  adjoint  de 

A  j;2  -4_  2  B  xy  -i-  C^- 
est 

Cxi  —  iBx^ya^  kyl, 
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el  ([uo  la  forme  explicite  du  poljnoine  adjoint  de 

Ax--t-  A'j'*-(-  A"---i-  1  \iyz  -+-  i  \V ZT  -+-  i  W xy 


est 


(A'A''-B2):r2-H(A"A-B'2)72_H(AA'-B"2)5g 

_^.2(B'B"— AB)jo^oH-2{B"R  — A'B')so-^o-^  '^-t  Bli'—  A"B")a:oro. 

Elles  nous  seront  utiles  dans  les  questions  suivantes. 


III.  —  Applications  à  la  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  axes  principaux  dans  les  courbes  du  second 
degré  dépend  de  ce  problème. 
Étant  proposé  le  polynôme 

/=  AX2+2B\Y^CY2, 

déterminer  les  coeffieients  de  la  substitution 

j   3^  =  aX  -!-  a'  Y, 

et  les  quantités  s,  s',  de  manière  qu'on  ait  identiquement 

(2)  AX2-I-2BXY-H  GY2=  £a72H-e>2 

et 

(3)  X2-^  Y2  =  :r2  +  jK-. 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  trouver  les  valeurs  de  six  quantités 
inconnues,  e  et  e'  d'une  part,  et  de  l'autre  les  coefficients  de  la 
substitution;  et  pour  cela  on  a,  en  ellet,  six  équations  (jui  résultent 
de  l'identification  des  termes  semblables  dans  les  relations  (2) 
et  (3).  Mais  nous  éviterons  comme  il  suit  la  considération  de  ce 
système  compliqué  d'équations. 

Désignons  par  k  une  quantité  indéterminée;  on  aura 

(4)  /_x,X2+  Y2)  =  (e-X).r2^-(£'— X)j2. 

Cela  fait,  cherchons  l'invariant  du  second  membre. 

L'in\ariant  du  poljnome  (;  —  'h)x--^{z' — 'f^)y'^i  en  y  con- 
sidérant  X  el  y  comme  les   indéterminées   indépendantes,    sera 
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(e  —  \)(e' —  A)  ;  donc,  si  1  on  lait  la  substitution  (i),  l'invariant  du 
polynôme  transformé  sera 

a     a' 

3    3' 


(e  —  )o{£' —  ''•jx 


Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  jiremier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A  -  A         B 

B         C  —  >. 


=  IZ  A  )  (  £ 


A)X 


a     a 


Or,  il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  quantités  t  et  e' 
sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  A 


A  —  ).        B 
B        C  —  ). 


=  (A-X)(C  — X)—  B2=  o. 


Une  autre  conséquence  à  remarquer,  c'est  que,  le  coefficient  de  À^ 
dans  le  premier  membre  étant  l'unité,  on  a 


a     a 

3     3' 


Pour  achever  la  solution,  en  regardant  e  et  e'  comme  connus,  on 
fera  successivement,  dans  l'équation  (4),  A  =  î,  a  :=  s',  et  l'on  en 
déduira  les  valeurs  de  x-  et  jv'',  de  sorte  que  les  fonctions  linéaires 
aX  +  a'Y,  [3X-|-[i'Y  peuvent  dès  lors  être  regardées  comme 
complètement  déterminées. 

Passons  à  la  question  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
ordre. 

Le  problème  est  alors  : 

Etant  proposé  un  polynôme  à  trois  indéterminées 

f=  AX^^  A'Y^-f- A"Z2-^2BYZ  +  2B"ZX-f-2B'XY, 

déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 


O) 


X  =  a  X  -i-  a'  Y  -;-  a  "  Z, 

y  =  3X-+-p'Y^-3"Z, 
'z  =  yX--y' Y^y'Z, 
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et  les  quantités  î,  s',  s",  de  manière  (/i/O/i  ait  idcnlK/uenie/it 

X2-4-Y2-hZ2=    :r2-4-     y-^^     z"-. 

Soit,  comme  précédemment,  ).  une  indéterminée,  et  déduisons 
de  ces  deux  relations  la  suivante 

(6)  /•—  X(X2-+-  Y2-^Z2)  =  (£  —  XjJ-^  _4-|ç'_  À)  v2 -+-(£"—  X)-^ 

Nous  commencerons  encore  par  chercher  l'invariant  du  second 
membre.  Observons,  à  cet  efFet,  qu'en  considérant  ,r,  >',  -  comme 
les  indéterminées  indépendantes,  rin\arianl  du  polynôme 


est  simplement 


(e  —  X  )a"2  -H  (  e'  —  X  )jk-  -h  (  e'  —  X  )  z"- 


(e-X)(£'-X)(E''-X); 


d'où   il   résulte   qu'on   faisant    la    substitution   (5).    l'invariant    du 

polynôme  transformé  sera 

a      a       a 


(e  — X)(£'—  X)(£"  — X)X 


Y     Y      Y 


Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivei-a 
à  la  relation 


A  —  X        B"  B' 

B"       A'  -  X  B 

B'  B         A"  —  X 


=  (£  —  X)(£'—  X)(£"—  X)X 


a 

a' 

a" 

v" 
1 

Ainsi,    les    quantités   £,    s',    s"   sont  les  racines   de    l'équation   du 
troisième  degré  en  \ 

A  —  X         B"  B' 

B'        A— X  B 

B'  B         A"—  A 

=  U  — X)(A'— X)(A"— X) 

^2BB'B'-(  A  —  X)B2  — (A'  — X)B'2  — (A"—  X)B'!=  o, 


et  Ton  obtient  encore,  comme  précédemment,  celte  conséquence 
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que  le  carré  du  déterminant 

a      a'      a" 

T     '{'     y" 

a  pour  valeur  l'unité,  de  sorte  que  l'invariant  du  second  membre 
de  la  relation  (())  se  réduit  à 

(£  _X)(£'—  X)(£"—  X). 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  (5), 
c'est  à  quoi  nous  parviendrons  en  égalant  les  polynômes  adjoints 
des  deux  membres  de  la  relation  (6).  Mais  nous  avons  d'abord  une 
observation  importante  à  faire.  De  l'identité 

résultent  les  six  relations  suivantes 

P7" 


(7) 


P"-  -+-  Y"   =1,         a' a" 
P'2  +  Y'2  =  i,         a"  a 

p"2  -4-  y"2  =  I  ,  x%' 


Y  Y  =  o, 
y"  Y  =o, 
Yy'   =o. 


Or  il  s'ensuit,  qu'étant  proposé  le  système  d'équations 

1    a  ?<  -H  ^  p  -f-  Y 


(8) 


on  en  tire 


a  u 


P".  +  y" 


a  =  a3-o+  a  y^^-h  oc' Zn, 

IV  =  Y^o-i- Y'^'^i+f^u- 
Substituons,  en  effet,  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  on 
les  trouvera  immédiatement  identiques,  en  vertu  des  relations  (y). 
En  nous   bornant,    par  exemple,    à  faire   la  substitution  dans  la 
première  équation 

aa  -t-  pp  -H  Y'*'  =  -^0, 

on  trouvera  pour  le  premier  luembre 
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OU  bien 

ce  qui  se  réduit  bien  à  .ry. 

Cette  remarque  faite,  passons  à  la  rccbcrc  lie  (hi  polynôme 
adjoint  du  second  membre  de  la  relation  (6).  Pour  cela  nous 
aurons  à  efl'ectuer  la  substitution  suivante 

ia  (  e  —  X  )a: -f-  p  (  e' —  X  )  j  -t- Y  (  e"  —  À  ) -3  =  a-o, 
a'(e  — X)a--H-  p'(e'— X)j' -H  7' (e"  — X)^  =^0, 
a"(e  —  X)a7  -f-  ^"(z'—\)y  -+-  y"(£"—  \)z  =  Zq, 

dont  les  premiers  membres  sont  les  moitiés  des  dérivées  du  poly- 
nôme (e  —  X)x--i-{e' — l)y^-{-(£" — >v) s- prises  par  rapport  aux 
indéterminées  indépendantes  X,  Y,  Z.  Et,  comme  nous  avons  re- 
marqué que  l'invariant  de  ce  polynôme  est  (e — ^0(^'  —  ^0(^"  —  ^O? 
en  nommant  C2  le  résultat  de  la  substitution  précédente,  le  poly- 
nôme adjoint  sera,  d'après  la  définition  même,  égal  à 

«i  X(£  —  X)(£'— X)(£"—  X). 

Or,  en  représentant  pour  un  instant  par  u,  v,  iv  les  quantités 
(e  —  )^)^,  (e'  —  ^OjK'  (^  — '^^)-'i  Iss  équations  (9)  coïncideront  avec 
les  équations  (8),  ainsi,  d'après  la  résolution  qui  a  été  effectuée  de 
ces  dernières,  nous  trouverons 

V  =(E'—X)y=  pa7oH-!î>o+  [^"-So, 

M'  =  (  £"  —  X)   3  =  Y-Î^O  -i-  Y>0  +  T"-3o- 

11  en  résulte  poui'  la  transformée  en  x,,,  yo^  -0  'J"  polynôme 

(£  — X).r2-i-('£'—  X)72-i-(£"—  X)a*, 
l'expression 

'•p  =        r  (  5;  Tu  -(-  a  j„  -f-  a  Zq  }- 

^  -7-^-(?a;o-^  ;ii>o-^  J3"2o)"''^    ,  '      (  Y^^u-^- t'Jo+ t"^o)S 


et  l'on  voit  qu'en  mettant  X,  Y,  Z  au  lieu  de  Xq,  y^^  Zq,  on  pourra 
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écrire  simplement 


X-  y 


d'où  suit,  pour  le  polynôme  a<ijoiiit  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (6),  l'expression 

«p  X(£  —  \){Z  —X){=:'  —  \)=         (z'—K  )(b"  —  h}X^ 

—  (z"—l)(z—l)y^-^-(z  —  l){z'—l)z^. 
Cela  posé,  faisons  successivement 

À   =  £', 
A  =  c", 

dans  le  polynôme  adjoint  du  |)remier  membre  de  l'équation  (6), 
savoir  y" — a(X-+ Y- -t- Z- ),  on  trouvera  qu'il  se  réduit  : 

Dans  le  premier  cas  à  (t'  —  s)  (e" —  î)-27', 
Dans  le  deuxième  cas  à  (s" —  z' )(z.  —  ^')y'i 
Dans  le  troisième  cas  à  (s  —  -")('' —  ^")^"' 

de  sorte  que  les  carrés  des  trois  fonctions  linéaires  qui  nous 
restaient  à  déterminer  étant  connus  par  les  seules  quantités  s,  e', 
e",  ces  fonctions  elles-mêmes  et  les  coefficients  de  la  substitu- 
tion (  5  )  sont  complètement  déterminés. 

L'analyse  que  nous  venons  d'employer  s  étend  d  elle-même  au 
cas  d'un  polynôme  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et 
nous  pensons  n'avoir  besoin  de  rien  ajouter  pour  que  les  élèves 
puissent  faire  eux-mêmes  cette  généralisation.  Mais  il  nous  reste 
à  démontrer  que  toutes  les  quantités  dont  nous  avons  donné  la 
détermination  ont  des  valeurs  toujours  réelles. 

Piien  n'est  plus  facile  pour  le  cas  des  polynômes  à  deux  indéter- 
minées 

/=  AX^  — uBXY-CY^. 

En  effet,   nous  avons  trouvé  sous  la  forme  suivante  l'équation 

en  A.  savoir 

(A  — À  i(G  —  l)—  B2  =  o; 

et  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  A  >»  C,  on  voit  immédiate- 
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iiu'iit  qu  en  siihstitiianl  dans  le  proinier  membre  les  valeurs 

-H  oc,      A.      G.      —  X, 
il  pieiidra  les  signes 

L  équation  |)ro|K)sée  a  donc  deux  racines  réelles  :  1  une  plus 
grande  que  A,  l'autre  plus  petite  que  C,  et  nous  pourrons  supposer 
que  la  première  s(jit  s  et  la  seconde  s'.  Cela  posé,  les  valeurs 
obtenues  pour  les  carrés  x-  et  y'^  donnent,  en  y  faisant,  par 
exemple.  ^  :=  o,  les  équations  suivantes 

,       A -s'  „       £-A 

X- =    r>  J-  =    ;t 


et,  d'après  ce  que  nous  \enoas  de  dire,  on  reconnaît  (|u'elles  sont 
positi\es;  donc  a  et  ,3  sont  réels,  et  il  en  serait  de  même  pour  a' 
et  ^'. 

Abordons  maintenant  la  même  question  dans  le  cas  plus  difficile 
des  polynômes  à  trois  variables. 

Afin  d'indiquer  complètement  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  pour  étendre  au  cas  général  la  méthode  que  nous  allons 
suivre,  nous  démontrerons  d'abord  ce  lemme.  qui  est  important  en 
lui-même  : 

Lorsque  l'invariant  d'un  polynôme  homogène  du  second 
degré  se  réduit  à  zéro,  le  polynôme  adjoint  est  un  carré  par- 
fait. 

Considérons,  par  exemple,  les  polynômes  à  trois  variables 
f  =  A  \2  —  A  V^  ^  A  " Z2  -r-  >  B  YZ  -T-  2  B'ZX  ^  2  B " X Y, 

et  prenons,  mais  sans  supposer  les  coefficients  réels,  la  substitution 
(jue  nous  avons  précédemment  déterminée  : 

j7  =  a  X  -T-  a'  Y  -i-  a"  Z, 

y=  pX-+-P'Y  +  8''Z, 
-3  =  Y  X  -K  y'  Y  4-  y"  Z, 

de  telle  sorte  qu'on  ait 
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jNous  avons  Lrou\é,  quelle  que  soill'iiidélerniinée  A,  le  polynôme 
adjoint  de 

/•_/(  X2-H   Y2+   Z2) 

égal  à 

(  e'  —  X  |(  e"  —  X  ) -r^  -H ( e"  —  ).)  (  £  —  X  )72 -f- (  £  — , À ) ( e'  —  X  ) z 2  ; 

donc,   supposant  \^o  et  désignant  par  F  le   ()olynome   adjoint 
dey,  on  \oil  que  la  substitution  ci-dessus  donnera  en  même  temps 

F  =  e' £".v-  -h  t" zy--^  ££'32. 

Cela  posé,    si    l'invariant  de  /"  est  nul,   l'équation  qui    a   pour 
racines  t,  i' ,  t" ,  savoir 


A  —  X         B"  B' 

B"        A'— X  B 

B'  B         A"—  X 


=  o, 


sera  \érifiée  pour  a  :=  o,  de  sorte  que  lune  de  ses  racines  s'é\a- 
nouira.  Or  on  voit  qu'alors  des  trois  carrés  dont  se  compose  F  un 
seul  subsistera,  ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 
Observons  que  dans  le  cas  du  polynôme  à  deux  variables 

y  =  Aj"--+-  lYixy  -+-  CjK*, 

cette  proposition  serait  évidente,  car  le  polynôme  adjoint  étant 
alors  Ay- — 2.\^xy  -\-  dx-  est  un  carré  parfait  en  même  temps 
que  /',  lorsque  l'invariant  AC  —  B-  est  nul.  Ce  seul  cas  nous  suffira 
même  pour  ce  qui  va  suivre,  comme  on  va  \oir. 

Mettons  l'équation  en  A,  en  employant  la  valeur  développée  du 
déterminant  sous  cette  forme 


(10) 


\  (  A"—  X  )[(  A  —  X  X  A'  —  X  )—  B"2] 

)       —  [(A  —  X  )B2—  2  B"  BB'  +  (  A'  —  X  )  B'2]  =  o, 


et  considérons  l'équation  du  second  degré 

(II)  (A  — X)(;A'— X)-  B"2  =  o. 

On  a  établi  tout  à  l'heure  la  réalité  de  ses  racines,  et  l'on  a 
démontré  qu'en  supposant,  par  exemple,  A  >  A'  l'une  d'elles  r^ 
était  plus  grande  que  A,  et  l'autre  /i' plus  petite  que  A'.  Cela  posé. 
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subsliluons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  les  valeurs 

A  =  -^  30,  Tj,  t/,  X, 

les  signes  correspondants  aux  valeurs  extrêmes  seront  — 30  et  +00, 
et  nous  allons  prouver  que  |)Our  a  =  rj  il  est  positif,  et  pour  a  =  t/, 
négatif.  Dans  ces  deux  cas,  en  etVet,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (10)  s'évanouit,  et  la  seconde,  en  j  considérant,  pour  un 
instant,  B  et  B'  comme  deux  indéterminées,  représente  un  poly- 
nôme à  deux  variables,  dontlinvariantégal  à  (A  —  ^)(A' — A)  —  B"^ 
s'évanouit  par  hypothèse.  Quels  que  soient  donc  B  et  B',  ce  polv- 
nome  sera  du  signe  de  son  premier  terme;  mais  nous  savons  que 
l'on  a 

A  —  r,  <  o.  A  —  t/>  o; 

les  résultats  des  substitutions  ont  donc  les  signes  que  nous  avons 
annoncés.  Il  s'ensuit  que  Téquation  en  A  a  ses  trois  racines  réelles; 
la  plus  grande,  s,  supérieure  à  Tj;  la  moyenne,  e',  comprise  entre  r, 
et  y/;  la  plus  petite,  e",  moindre  que  r['.  Et  en  même  temps  on 
obtient  cette  conséquence  que  les  racines  de  l'équation  (i  i)  étant 
comprises,  l'une  entre  £  et  s',  l'autre  entre  £  et  s",  le  polvnome 

(A  — À)(A'—  X)—  B"^ 

possède  exactement  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (9).  On  remarquera 
aussi  qu'il  suit  du  mode  de  détermination  précédemment  obtenu 
pour  les  coefficients  a.  |j,  v,   . . .,  qu'on  a  ces  valeurs 


"■1 

(A 

-0(A'- 

£  )■ 

—  B"^ 

(£'—£)<£" 

— 

î-  ) 

3"2 

(A- 

-t')(X'- 

£' 

l-B"^ 

(£-£')(£" 

■=-') 

',"■2  — 

(  A- 

-£'')(A'- 

e" 

)-B'2 

(£  —  £")(£'—£") 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  en  ayant  égard  à  l'ordre 
de  grandeur  des  quantités  e,  s',  ô",  on  reconnaît  immédiatement 
que  ces  valeurs  sont  positives.  Maintenant  il  suffit  d'avoir  prouvé 
que  y."  est  réel,  par  exemple,  pour  en  conclure  que  a'  et  a  le  sont 
aussi.  Comparant,  en  effet,  les  termes  en  YZ  et  ZX  dans  le 
développement  de  (aX  -\-  a'Yn-  ol'^Ly-  et  du  |)olynome  adjoint  de 
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f — e(X-+  \--^  /'- ),  on  trouvera  pour  a' a"  et  a"ade.s  expressions 
réelles;  donc,  etc.;  el  l'on  raisonnerait  de  même  par  raj)port  aux 
quantités  ,3'.  [S"  et  f,  y". 

Nous  terminerons  ce  sujet  eu  faisant  r(;inarquer  (|iic  la  iiK-tliode 
suivie  pour  établir  la  réalité  des  ra<  ines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  À  a  déjà  été  donnée  par  M.  Cauchy,  mais  sous  une  forme 
un  peu  difîerente,  dans  le  troisième  Volume  des  Exercices  mathé- 
matiques. Nous  ferons  voir  aussi,  en  peu  de  mots,  qu'elle  s'étend 
immédiatement  aux  équations  générales  relatives  à  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
équations  qui  s'ofirent  dans  la  détermination  des  inégalités  sécu- 
laires des  éléments  du  mouvement  elliptique  des  planètes. 

Considérons  à  cet  eftet  1  équation  en  A  de  degré  /i  +  i ,  dont  le 
premier  membre  serait  le  déterminant 


A„^, 


«1.1— A 


"«,1 


«1,2 

)     -7   —     /. 


les  quantités  aij  vérifiant  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  la 
condition  ciij^^  aj^i.  Nous  su|>poserons  qu'on  ait  démontré  la 
réalité  des  racines  de  l'équation  analogue,  mais  de  degré  n,  dont 
le  premier  membre  serait  le  déterminant 


=^1.1 


—  A 
«2,1 


«I, 


«1,2 
«2,2 À 

«/i,2 

et  nous  nommerons  ces  racines,  rangées  par  ordre  croissant  de 
grandeur, 

'11!       '^2,       ''"(3>        •  •  •  :       'l'tn- 

Nous  supposerons  aussi  qu  on  ait  démontré  que  le  déterminant 
déduit  du  précédent,  en  supprimant  la  dernière  colonne  verticale 
et  la  dernière  ligne  horizontale,  savoir 


A„_,= 


«1,2 


«rt-1. 


«1,«-1 

«2,/!-l 
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possède  la  |tro]>ri('t(''  rararitTisli(|ue  de  la  dérivée  première  de  A„, 
prise  par  lapporl  à  A.  e  est-à-dire  ipie.  si  Ton  y  fait  les  substitu- 
tions 

les  signes  des  résultats  seront  respectivement 

et  ne  présenteront  que  des  \ariations.  Cela  posé,  nous  décompose- 
rons A„_^,  en  deux  parties  comme  il  suit  : 


^fi-^i  — 


-^l.l—  ■'■  «1.2 


«/i.l  «/J.2  •  ••        a:l.n—  f'  O 

o  O  ...  O  a„^i.„-i-i  —  À 

A  «1.-2  •  •  Cll.n  «//./iH-l 


'I.I 


(t. 


,1 


a.i  .) —  A 


a 


i.n 


«!.  ;-4-l 


««-r-l,«  o 


La  première  sera  évidemment  le  produit  de  a„^.(.„+i  —  ).  par  le 
déterminant  1„,  et  la  seconde,  en  y  considérant  pour  un  instant 
<^^).«+i-  <^f-2./i+{f  •••■)  «//.//+!  comme  n  indéterminées,  sera  au  signe 
près  le  polvnome  adjoint  du  polvnome  suivant  : 

^1  [(«1,1—  >0^1-^  «1.2  >^î -!-••.  ^«l.nX„] 
-+-  X.2  [a.2.1   X,  — (  a.2.2—  À  jXî-i-.  .  .—  «2./;X„  J 


-^  X„[a„,,X,-t-  a^.-iXo  — .  .  .^(««.„—  >)X„], 

dont  l'invariant  est  précisément  A„.  Or.  en  suhsliluant  au  lieu  de  A. 
dans  ^„^{,  la  série  des  racines  r,,  de  léquation  A,,  =  o,  cet  in\a- 
riant  s'évanouira,  et  alors  le  polynôme  adjoint,  se  réduisant  à  un 
carré  parfait,  sera  toujours  du  même  signe,  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  quantités  ««,«+1,  ((■_,. n+\:  ■•-,  «//,«+(•  Maintenant  il  est 
aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  «^^,„+,  sera  le  déterminant  A„_,, 
afl'ecté  du  signe  — .  Donc  pour  les  valeurs 
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les  signes  correspondants  de  A,,^,   seiuiii  ceux  de  — A„_|,   c'esl- 
à-diro.  d'après  ce  qu Dn  ;idmel. 

Joignons  enfin  à  ces  Mihslilulions  les  siii\;iiiles  :  /,  = — oc  et 
y^=z-\-x;  en  ol)ser\nnt  que  le  premier  lenne  (Je  A,,^,  est  ( — ).)"+', 
on  trouvera  finalement  que  les  sii^nes  de  cette  fonction  pour 

\  =  -  X,  r,,,  r,.,.  r,3,  ...,  7]„,  -i- oc 

seront 

^.    -,    --■    -,    •.-,    (-0",    (-i)'^'- 

De  là  résulte  que,  sous  les  hypothèses  admises,  l'équation 
A,^,,.,  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles.  Et  de  plus  on  voit  par  les 
limites  entre  lesquelles  sont  comprises  ces  racines  que  A,;  jouirait, 
par  rapport  à  cette  équation,  de  la  même  propriété  que  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre.  Dès  lors,  les  propriétés  que  nous 
voulions  établir  dans  toute  leur  généralité  découlent  immédiate- 
ment de  ce  qu'elles  ont  été  démontrées  dans  le  cas  particulier  que 
nous  avons  eu  en  vue  pour  la  recherche  des  axes  principaux  des 
surfaces  du  second  ordre. 


IV.  —  Théorème  général  sur  la  réduction  des  polynômes  homo- 
gènes du  second  degré  par  des  substitutions  à  coefficients  réels, 
à  des  sommes  de  carrés. 

Ce  théorème  s  énonce  ainsi  : 

De  quelque  manière  qu'on  transforme  un  polynôme  du  se- 
cond degré  à  coefficients  réels  en  une  somme  de  carrés  de 
fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant  affectés  de  coeffi- 
cients numériques  également  réels,  le  nombre  de  ces  coefficients 
qui  auront  un  signe  donné  sera  toufours  le  même. 

Ainsi,  par  exemple,  étant  proposé  le  polvnoine 

(i)  —  ^u-  ^i  —  •••  — -^F -^^f--,  -^^L., -•••-<- ^rt, 
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on  ne  pourra  par  aiicnnc  siiltsliliiluin  rtn-lle  do  la  forme 

.  x^  =  ao  Xq  -I-  ^0  A]  -f-  .  .  .  -(-  y.o  a„. 

\  j-,  =  a,  Xo-H  à,  X,  — .  ..-H  y-,  X„, 

j  , 

'  .r„  =  a„  Xo  -+-  |î„  X 1  -i- .  .  .  -H  ■/.„  X„ , 

le  transl\)riner  en  un  autre  polynôme  tel  que 

(3)  —  X^-Xf-...-   X|-r-X|+,-VX^^2-r-...^X2, 

A"  étant  clifTérent  de  /.  C'est  ce  cas  particulier  aucpiel  se  ramène 
immédiatement  le  théorème  général  que  nous  allons  établir. 

Et  d'abord  on  petit  supposer  k  >>  «',  car,  s'il  en  était  autrement, 
on  résoudrait  les  équations  (2)  par  rapport  aux  indéterminées  \, 
et  Ion  raisonnerait  sur  cette  nouvelle  substitution  à  coefficients 
réels  comme  ceux  de  la  proposée.  Cette  résolution  d'ailleurs  n'est 
jamais  impossible,  car,  en  nommant  pour  un  instant  0  le  détermi- 
nant relatif  aux  équations  (2),  on  sait  que  l'invariant  du  poly- 
nôme (i  ),  à  savoir  ( —  i)'"^',  sera  le  produit  de  l'inNarianl  du  poly- 
nôme (2)  dont  la  valeur  est  ( —  i)*"*"*,  multiplié  par  le  carré  de  0; 
et  cette  relation  montre  que  ô  n'est  jamais  nul. 

Cela  posé,  parmi  les  di\  erses  équations  auxquelles  les  coefficients 
de  la  substitution  (  2  )  doivent  satisfaire,  on  \oit  s'offrir  en  premier 
lieu  celle-ci  : 


qui  ne  pourrait  évidemment  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  ima- 
ginaires des  quantités  a,  si  Ton  avait 

ao=o,  ai  =  o,  ...,  a,  =  o. 

Or  on  va  voir  comment,  en  admettant  la  substitution  (2),  il  est 
possible  d'en  déduire  une  nouvelle,  qui,  changeant  le  polynôme  (i) 
en  le  polvnome  (3),  ait  ses  coefficients  réels,  et  de  |)lus  présente 
ce  caractère  que  l'indéterminée  X^  ait  disparu  dans  les  expressions 
de  Xq,  .r,,  ...,  X/^_,.  Comme  on  suppose  k^i.  k — i  sera  au 
moins  égal  à  f,  et,  les  conditions  précédemment  énoncées  se  trou- 
vant réalisées,  notre  théorème  se  trouve  par  là  même  démontré. 

A   cet    effet,    nous   commencerons  par  remarquer  qu'on  jieiit. 
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sans  changer  le  polynôme  (3),  y  remplacer  Xq  et  X|  par 
XflCoscs  +  X,  sin»,  XflSin'j  —  X,  cos'^,  et  introduire  par  là  un 
angle  arbitraire  'j  dans  les  formules  (2),  qui  deviendront 

a"o  =  (o'o  coscp  -+-  3o  sin«>)Xo  +  Cao  sin'j  —  ^0  cos(3)Xi-!-. . ., 
Xi  =(xi  cos'J'  -+-  3i  sino  jXo-f-(  ai  sin'x.  —  jî,  coso)Xi-i-.  . . , 

Maintenant,  et  quels  que  soient  les  coefficients  a,  3,  .  . .,  on  pourra 
disposer  de  cet  angle  de  manière  à  avoir 

«u  coscp  -J-  3,j  sin'-p  =  o, 

et  Ton  sera  amené  à  une  nouvelle  substitution  également  réelle  où 
l'indéterminée  Xq  aura  déjà  disparu  dans  la  valeur  de  Xq.  Cela 
fait,  partons  de  celte  nouvelle  substitution  pour  j  introduire 
de  nouveau  un  angle  arbitraire,  en  remplaçant  X,  et  Xo  par 
X,  coso  -+-  X2  sin'j;,  X,  sincp  —  Xo  cos-^,  ce  qui  se  fera  encore  sans 
changer  le  polynôme  (3).  On  voit,  en  raisonnant  comme  tout  à 
l'heure,  qu'on  pourra  annuler  le  coefficient  de  X, ,  dans  l'expression 
de  Xq.  Or  des  calculs  analogues  pourront  être  continués  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  amené  à  remplacer  Xa_(  etX/f  par  X>i_,  cos.i -f-X^sincs, 
Xa^_(  sincp  —  X^cos'^,  et  en  dernière  analyse  on  voit  que  de  la 
substitution  (2)  on  aura  déduit  par  des  opérations  toujours 
possibles  une  substitution  réelle  dans  laquelle  Xq,  X|,  ...,  Xyt_( 
auront  disparu  de  l'expression  de  l'indéterminée  Xq.  Ce  premier 
point  établi,  nous  concevons  qu'on  répète,  en  raisonnant  sur  la 
valeur  de  l'indéterminée  suivante  x^,  des  opérations  toutes  sem- 
blables, mais  en  se  bornant  à  faire  disparaître  de  proche  en  proche, 
dans  l'expression  de  cette  indéterminée,  les  coefficients  de  Xq, 
X(,  . . .,  X/t_2.  On  n'aura  ainsi  besoin  d'introduire  dans  les  substi- 
tutions successives  que  les  indéterminées  Xq,  X4,  ...,  X;t_i,  de 
sorte  que,  ces  calculs  faits,  on  ne  verra  reparaître  dans  la  valeur 
de  Xo  aucune  des  indéterminées  qui  en  ont  déjà  été  éliminées.  Cela 
posé,  il  est  clair  qu'en  raisonnant  d'une  manière  analogue  succes- 
sivement sur  Xo,  X3,  ,..,  on  sera  en  dernier  lieu  conduit  à  faire 
disparaître  la  seule  indéterminée  Xq  de  la  valeur  x/,_t.  Elle  ne  se 
trouvera  point  d'ailleurs,  dans  les  indéterminées  précédentes  x/(_2, 
X/t_3,  . . .,  X(,,  et  de  la  sorte  on  sera  parvenu  à  une  dernière  substi- 
tution, conséquence  de  la  substitution  (2),  changeant  encore  le 
polvnome  (i )  en  le  polynôme  (3j  et  qui  tombe  dans  le  cas  indiqué 
H.  —  II.  3o 
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plus  haut,  où  il  est  nianirr^U'iiuMil  impossible  cpie  les  coef(lcienls 
soienl  des  quantités  réelles. 

l^nssons  maintenant  au  théorème  tpie  nous  \oulions  établir. 

Supposons  qu'un  polynôme  honu)i;ène  ([uelconcpie  du   second 

degré  à  /* -|- i    indéterminées,  f{ii„.  it  t '/«),  soit   transformé 

d'une  première  manière  en  une  somme  de  carrés  allcctés  de  coeffi- 
cients numériques,  par  la  substilulion  i-éelle 


(4) 


«0  =  «0  •'»"0  -+-  *0  •■^1  -I-  •  .  ■  -^-  /m)  ^n  , 

»,  =  a,  xo  —  bi  xi-r-..  .-—  A-,  .r„. 

U„  =  U„To   -t-   0„T^-^.  .  .-—  A',iT„, 


de  sorte  qu'on  ait 

/{Uf,,  Ut,  .  .  ..  u„)=  £(,.Tl^Zi.r\  ^.  .  .->-  s„  .r;, . 

Si  l'un  donne  une  seconde  suhslilutiou  éi^alcmeiit  réelle 

u„  =  Au  X„  -f-  B,j  Xi  -H . . .  —  k  ,  \„, 

Ui  =  A,  X.j-i-  Bi  Xi-h.  ..-H  K:  X„, 


Un  =  A„  Xo  -H  B„  X 1  — . . .  -+-  K„  X„, 
de  laquelle  résulte  la  transformation  analoi;ue 

/(«o,  «1 «/()=  ■'■,uX2-i-  r,,  Xf  ^..  .-h  Tj„X;2, 

il  s'aeit  de  prouver  que  le  nombre  des  quantités  s,  qui  auront  un 
signe  donné,  sera  égal  au  nombre  de  quantités  yi,  qui  auront  aussi 
le  même  signe. 

A  cet  effet,  et  pour  fixer  les  idées,  su|)posons  négatives  les  cpian- 
tités  £05  Si?  •••'  -il  et  positives  les  suivantes  ti^i,  s/^o,  ...,  s«.  Sup- 
posons aussi  que  r^o,  r,i,  ...,  r,^  soient  négatifs,  tandis  que  /i^+i . 
i)k+2i  . . .,  y,„  seront  positifs.  On  aui-a  d'abord,  en  égalant  entre  elles 
les  deux  expressions  du  polynôme  proposé /(m„,  »,,  . . .,  w«), 

^o^j  —  îi 3"?  -^ .  .  . -H  Zn ^l  =  T,o X2  -H  r,,  Xf  -+-...+  T)„  X;^„ 
les  variables  étant  liées  par  ces  relations. 

ao  a-u  -f-  ^0  a-,  -i- .  .  .  -i-  /io  .r„  =  Aq  X o  -H  B,,  Xi  -1-  •  .  .  -h  Ko  X„ , 
ai  Xo-^  bi  xi-r-. .  .-^  kl  T„=  Al  Xo-f-  B|  X,  -+-.  .  .-f-  Kj  X„, 

a„ :ri,  -!-  6„  r  1  -T- .  .  .  -f-  />"„  x,,  —  \„  X»—  B„  X i  -r- .  .  .  —  K„  X„ . 
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INJaintcnant  i-einplaçons  x^t,  x^,  ...,  Jt,  d'une  part,  .r/^i,  x/^o  •••t^n 
de  l'aulrc,  par— — ^)  — - —  ^  •••>     ,  et 


y/— £o      y/— ^1  V^—  ^/  V^J-Hl      V -(-t-2  V  ^« 

Remplaçons  de  même  Xf,,  X,,  ...,Xa  par 


Xn  X|  Xa- 


V  —  ''■(0     V  — 'Il  V  —  iQA- 

,        X-  \-  A,-  X/.-^l  X/,._^0  X,; 

et  Xa^,,  Xa^4.2'  •••1  X„  par  »  ■>  •••,  — f=  >  on  se  trouvera 

amené  à  la  relation 

==— X;;  — X2-...  — x|-4-  xLi-f-  X|+,-^...+  X;2, 

les  variables  a:  dépendant  des  variables  X,  par  les  relations  à  coef- 
ficients i^éels 

,  X^  H , Xx  H 

y/— £o  v'—  '1 

-       '^"     Xo+-^X,. 


V  —  '1o  V  —  'Il 

7^. 


âi=.Xo+^li^x, 


V  —  ■'■|0 


A,, 


J- 

v'  £« 

_J_ 

^»  X 

-+- 

/ —  -^  ri 
sj^n 

-f- 

Kl    Y 

/ — ;  ^ni 

S'fi'i 

-J=Xn 

V  ^-a 

.^ 

K«   Y 

\/  — '1o  \/— '/il 

Or,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  aux  indéterminées  x^ 
on  sera  conduit  à  une  substitution  réelle,  telle  que 

•^0  =  j'o  Xo  -H  fJo  Xj  -f-  ...-!-  y.o  X„, 
X\  =  a,  Xu-H  jii  X,-^.  .  .^-/.iX^, 


X,i  —  "J-n  Xo  -1-  -J/;  Xi  -i-  .  .  .  -7-  •/.„  X„, 


et  l'impossibilité  d'une  telle  substitution  a  été  démontrée  précé- 
demment. Ajoutons  encore  que  la  résolution  d'équations  dont  il 
vient  d'être  question  n'est  sujette  à  aucun  cas  d'impossibilité  ni 
d'indétermination,  si  1  invariant  du  polynôme  proposé 

/(  «0,  Uu   ■  ■  -,  Un) 
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est  dillérciil  de  /.('to.  el  si  iiuenne  des  <|Uiinlilés  £  nesl  nulle. 
Noinnianl,  en  eirel.  A  eel  in\ari;inl.  et  o  le  d(''lt  iiimiaiit  rclatil  aux 
équations  (4).  <'ii  aura.  (H)inine  eonsé(|uenee  de  1  ('■(|nati(tu 

la  relation 

Ao-  =  coîi-  .  .£/,, 

d'où  il  résulte  bien  (jue  o  ne  jieut  être  supposé  nul. 

La  proposition  (|ue  nous  venons  de  démontrer  montre  comment 
la  distinction  en  diverses  espèces  qui  a  été  faite  de  pohnomes  à  trois 
indéterminées,  au  point  de  vue  géométrique  de  la  distinction  des 
diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  sont  douées  de  centre,  peut 
s'étendre  à  des  polynômes  à  un  nombre  quelconque  d'indéter- 
minées. Chaque  espèce  de  ces  polvnomes  se  trouvera  définie  par  le 
nombre  des  carrés  qui  se  présenteront  allectés  de  coefficients  j)Ositifs 
ou  négatifs,  lorsqu'on  fera  évanouir  les  rectangles  par  une  substi- 
tution réelle.  Et  la  propriété  essentielle  de  cette  classification  con- 
sistera en  ce  que  tous  les  polynômes  qu'on  peut  déduire  les  uns 
des  autres  par  des  transformations  linéaires  à  coefficients  réels, 
ofFriront  tous  le  même  caractère  spécifique.  Mais  ces  considérations 
vont  recevoir  une  nouvelle  et  importante  ap|)lication  dans  la 
question  suivante. 


V.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  des 
équations  numériques  qui  sont  comprises  entre  des  limites 
données. 

Nous  considérerons  une  équation  à  coefficients  réels  quel- 
conques de  degré  n,  F(v)=  o,  dont  les  racines,  siipposi'es  inégales, 
seront  désignées  par  a,  6,  c,  ...,  k.  Cela  posé,  soient  /  une  indéter- 
minée réelle,  et /le  polynôme  homogène  suivant  : 

/=       — î — (j7-i-aj'-t- «2.: -H.  ..-H  a"-'p)2 


/.  —  t 


-  (  x  -^  b y  ■+-  b-z  -h . 

(x  ^  ky  -^  k^z  -t-  .  .  . -f-  A-''-'  v )^  ; 
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nous  établirons  (Tahord  celle  |)ro|)ositi(jn  : 

En  réduisant  f  à  une  somme  de  carrés  par  une  substitution 
réelle  [ou  si  l'on  veut  en  cherchant  l'espèce  à  laquelle  appar- 
tient ce  polynôme)^  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  sera  égal  au  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires 
de  l'équation  proposée,  augmenlédu  nombre  des  racines  réelles 
qui  sont  plus  grandes  que  t. 

Soil,  pour  abréger, 

on  pourra  écrire  /de  celle  manière, 

^  ~~  a—  t  ~  b  —  t  ~-  •■'^  k  —  i' 

el  il  est  bon  tout  d'abord  de  remarquer  que  la  présence  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation  proposée  n'empècliera  pas  les  coeffi- 
cients de  ce  polynôme  d'être  réels.  Effectivement  ces  racines  devant 
être  conjuguées  deux  à  deux,  si  l'on  a  a  =  a  +  [j  \j —  i ,  une  autre 
racine,  b  par  exemple,  aura  pour  expression  Z/  =  a  —  [jy/ —  i,  et 

les  termes -,  ^ »  ou  entrent  ces  racines,  seront  également 

a  —  t     h  —  /  '  ^ 


des  quantités  imaginaires  conjuguées  de  la  forme  A  +  B \j —  i   et 
A  —  By/ —  I ,  dont  la  somme  sera  réelle. 

Cela  posé,  il  nous  est  nécessaire  d'établir  qu'en  faisant 

Îx  -i-  a  y  -4-  «2  ;;  -h . .  .  -i-  a"-i  p  =  X , 
) 
a-  -^  A-_7  -H  A-2  5  — .  . .  -H  /."-i  V  —  V, 

on  en  tirera,  sans  impossibilité  ni  indétermination,  les  valeurs  de 
X,  y,  z-,  . . .,  exprimées  linéairement  en  X,  Y,  Z,  .... 
Effectivement  ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 

et  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donnera  immédiatement 


,,>,_   F(-^)       X  F(r)       Y        ^  ,     F(^.       V 


—  a  F' (a)    '    }:  —  bF'(ù>    '  "         "l  — /.   F' (k ) 
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Or,  en  t-yalnnl  dans  les  deux  menihros  les  coefficienls  des  mêmes 
puissances  de  !!^,  on  ohliendra  les  expressions  linéaires  de  .r,j)',  c, ..., 
en  X,  Y,  Z,  ...,  sans  autres  dénominateurs  que  les  quantités  F'(rt), 
F'(6).  ...,  F'(A),  dont  aucune  ne  s'évanouit,  puisque  par  hypo- 
thèse l'équation  proposée  n'a'pas  de  racines  égales. 

Ce  point  établi,  considérons  en  premier  lieu  le  cas  où  les  racines 

a,  b,  c A-  seraient  toutes  réelles.  On  pourra  alors  employer  la 

substitution  [i)  pour  reconnaître  l'espèce  à  laquelle  appartient  le 
polynôme  y,  car,  exprimé  en  X,  \,  Z il  devient 

a  —  t  h  —  t  c  —  t  k  —  t 

et  l'on  \  oit  ([ue  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs 
est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui  sont  plus  grandes 
que  t.  La  proposition  annoncée  se  trouve  ainsi  immédiatement 
démontrée  dans  ce  premier  cas. 

Supposons,  en  second  lieu,  la  présence  d'un  ou  de  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires,  et  soient,  pour  fixer  les  idées, 
a  =  a-|-|5>^/ — I,  6  =  a  —  ^y/ — i.  Alors  la  substitution  (i)  n'est 
plus  à  coefficients  réels,  mais  nous  observons  qu'elle  le  deviendra 
en  mettant,  au  lieu  de  X  et  Y,  X  +  Yy/ — i  et  X  —  \\f — i. 
Effectivement,  au  lieu  des  équations '^(a)=  X,  cp(6)  =  l,  on  aura 
les  suivantes  : 

ç ( a j  =  ç ( a  -f-  ^ V  —  ' )  =  -^  -*-  "^'v '  —  •  1 
ç(6)  =  v(^  -  ?/~)  =  X  —  Yy''^, 

et  l'on  voit  bien  que  les  nouvelles  indéterminées  X  et  \  seront 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \' —  i  dans  l'expression 
C2(a-h[iy/ — I  ).  Seniblablement,  s'il  se  j)résente  un  autre  couple 
de  racines  imaginaires  conjuguées  c  et  <:/,  au  lieu  de  poser  '^(c)^  Z, 
C3  (  t/)  =  U ,  on  écrira 

ç(c)=  z  -I-  Uv'—  I,  ;;( >/)=  Z  —  U\  —  I. 

Cela  posé,  effectuons,  dans  le  polynôme  /",  la  substitution  (i), 
modifiée  comme  on  vient  de  l'expliquer  par  raj)port  aux  racines 
imaginaires.  Les  termes  de  ce  polynôme  (jui  correspondent  aux 
racines  réelles   donneront  précisément,   comme  dans    le   |)remier 
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cas,  autant  de  carrés  affectés  de  coeflicients  positifs,  ([iiil  y  aura 
de  racines  moindres  (lue  /;  ainsi  nous  u'aNons  plus  à  considérer 
que  les  termes  correspondants  aux  racines  imaginaires  conju- 
guées.  Soient  a  et  6  deux  racines   de  cette  espèce;   les    termes 

— 1 — f^-^la^-i-  , o-ib)  deviendront,   en  effectuant  la  substitu- 

a  —  t  ^    ^     '         h  —  t  ^     ^     '' 

lion, 

_L^(X-Y/^)-^-!-^(X-Yv/~)% 
a  —  t  o  —  t 

expression  susceptible  d'une  réduction  remarquable. 

Soit  en  effet — ^- —  =  c  (  cos-^  + 1/— i  sincs  ),   tétant  réel;-^ 

sera  la  quantité  conjuguée,  à  savoir  '__  =  p(  cos'X!  — \/ —  i  sincpj, 
et  notre  expression  deviendra 

p  r/'cos  ^  -f-y/^^  sin  ^  Vx  +  Y/~)1  ' 

_^  P  r  (^cos  ^  —  y/^^  sin  2  V  X  —  Y  v/=n")l  ' 


ou  bi 


X  cos  -  —  Y  sin  -      —  2  c  (  X  sin  -  -f-  "V  cos  ' 


Nous  sommes  donc  amenés  à  cette  conclusion,  que  la  présence 
d'un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  dans  le  polynôme _/ 
donne  lieu  à  deux  cai-rés  dont  l'un  est  affecté  d'un  coefficient 
positif,  et  l'autre  d'un  coefficient  négatif,  quel  que  soit  t.  Et  en 
général,  si  Téquation  proposée  contient  a  couples  de  racines  ima- 
ginaires, les  termes  du  polynôme  /'  qui  contiennent  ces  racines 
donneront  lieu  à  a  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  et  à 
UL  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs.  Le  nombre  total  des 
carrés  affectés  de  coefficients  positifs  qui  s'offriront  pour  caracté- 
riser l'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  sera  donc,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  le  nombre  de  couples  des  racines  imagi- 
naires augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée qui  sont  plus  grandes  que  /. 

Désignons  par  (i)  ce  nombre  total  des  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  représentons  par  ^0  et  t^  deux  valeurs  distinctes 
de  l'indéterminée  t  dont  la  première  soit  plus  grande  que  la 
seconde.  Il  est  visible  que  Texpression  (^,)  —  (^q)  sera  précisément 
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le  uoinltic  (les  racines  réelles  de  r('(|iiiilioii  |ir()|)()séc  F(J^)  =:  o,  (lui 
sont  comprises  enire  les  limites  /„  cl  /,.  Maintenaiil  il  ne  nous 
reste  plus  que  quelcpies  mots  à  ajouli'r  pour  montrer  que  le  poly- 
nôme f  peut  sévaluer  au  moyen  des  coeflîcicnls  de  l'équation 
F(^s)^=  o.  Observons,  à  cet  elTet,  que  tous  les  coefficients  de^*  sont 

de  la  forme 

a'  b'  c'  /•'■ 

t  —  a  ~  (  —  b  ~  /  —  c  ~-  •  •'^  ~i     ~J.  ■ 

r\  I'  .  r        .•  -1       t'V\t) 

Ur,  en  décomposant  en  tractions  simples  — ^ ,  on  prouvera 

*  '  t-  (  /  )  ' 

/'■  Vit)  a'  !>'  k' 

^  Il  '  n  ^ 


V\t  )  t  —  a        t  —  b    t  —  k 

n(^)  désignant  la  partie  entière.  Si  donc  on  divise  ^'F'(/)  par 
F(^),  et  qu'on  désij^ne  par  R  le  i-esle  de  la  division,  on  aura  j)réci- 
sémenl 

R  «'  bi  /.' 


F  (^  /  ;        t  --  a         t  —  b    '   •  •  •       t  ~  k 

La  quantité  désignée  par  (/)  se  trouvera  donc  en  réduisant  à 
une  somme  de  carrés  un  polvnome  du  second  degré  entièrement 
connu;  mais  cette  détermination  des  coefficients  peut  être  évitée 
par  l'analyse  sui\anlc  qui  se  fonde  sur  la  proposition  déjà  démon- 
trée, que  tous  les  polynômes  déduits  de  /,  |)ar  des  substitutions 
réelles,  appartiennent  à  la  même  espèce,  c'est-à-dire  qu'en  les 
réduisant  d'une  manière  quelconque  à  une  somme  de  carrés,  on 
arrivera  toujours  au  même  nombre  de  carrés  aflèclés  de  coefficients 
positifs  ou  négatifs. 

Soit 

F(r)  =  i»  -i-  p^'C"'  ^  -^  Pii"--  -\- .  ..-<-/>„  =  o, 

l'équation  proposée.  Posons 


yn-\ 


<^(l)=  X-t-^Y-i-r-^Z^...-i-^''-'V, 

nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  proj^re  à  rendre  iden- 
tique, par  rapport  à  l'indéterminée  v,  l'équation 

En  comparant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
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puissances  de  Ç.  on  déterminerait  effectivement  les  valeurs  de  x^ 
)',  :;,...,  en  X,  \ ,  Z,  —  Mais  il  suffit  de  remarquer  qu'en  mettant 
à  la  place  de  v  les  racines  «,  h^  ...,  k.  on  en  lire  les  relations 

C3(a)  =  (a-0*(a),         (f  (6)  =  (  6  - /)  *(6  ), 
cp(A-)  =  (X-  — /^'I>(Aj. 

11  s'ensuit  que  le  polynôme  f^  que,  pour  abréger,  nous  écrirons 
ainsi  : 

se  change  par  cette  substitution  dans  le  suivant 

le  signe  2,  indiquant  la  somme   de   tous  les  termes  relatifs  aux 

diverses  racines  «,  6,  . . .,  A". 

Cette  transformation  obtenue,  nous  en  ferons  une  seconde,  en 
remplaçant  X,  Y,  Z,  .  . .,  V,  par  des  indéterminées  qu'il  convient 
de  représenter  ainsi  :  vq,  ^i,  ^.-i-,  •••,  v/-i?  et  cela  en  posant 

X  =  C«-l-|-/-'l^^-2-)-/>2U-3-+--  ■  •— /'«-iCo, 


U  =  ^,  +  /^,^o, 

On  arrive  alors  à  cette  conséquence,  que  les  fonctions  linéaires 

<[>(a),  ^{h\  .  . .,  ^(k),  peuvent  être  représentées  parles  quotients 

:= , T'     ■••  = — '-T7    SI,  la  division  laite,   on  remplace  dans 

L  —  a     Z  —  o  Z.  —  k  ^ 

chacun  d'eux  une  puissance  quelconque  de  "Ç,  telle  que  ^',  par 

l'indéterminée  v.  Nommant  donc  ^'  une  seconde  quantité  analogue 

à  Ç,  il  est  clair  que  l'expression 

y  (a—  t)- — 

représentera  parfaitement,  et  sans  ambiguïté  possible,  ce  que  de 
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vient,  par  la  suhsliuilion  (A),  le  polynôme 

f=  y  (a  —  n*-(«), 

pourvu  ([ue,  les  divisions  effectuées,  et  après  avoir  ordonné  par 
rapport  à  "C,  on  écrive  d'abord  ^,  au  lieu  de  ^',  sans  touciier 
d'ailleurs  à  Tindéterminée  v';  puis,  cette  opération  faite,  qu'on 
rejnplace  semblablenient  s''  par  so  après  avoir  ordonné  par  rap- 
port  a  ^  . 

Ceci  bien  compris,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  saisir  les 
transformations  successivement  indiquées  dans  les  équations  sui- 
vantes : 

>  (a—t)- -, 


(  ;  —  a  }il  —a) 


F(OFrr)/y^-r      y^-^'y 


La  dernière  nous  conduit  à  employer  les  relations  bien  connues 

de  sorte  que  le  résultat  de  la  substitution  (Al)  dans  le  polynôme  \' 
se  trouve  représenté  par  cette  expression  très  simple,  et  de 
laquelle  ont  disparu  les  racines  c/,  b,  . .  .,  A",  sa\oir 

(t~Z)F'(t)F(t')  —  (t-^')F'ii:')F(l) 


Quelques  applications  suffiront  au  lecteur  pour  se  rendre  fami- 
lière cette  métamorpiiose  curieuse  d'une  fonction  entière  de  deux 
variables  ^  et  T  en  un  polynôme  liomo;;ène  du  second  dej^ré,  et 
l'on  verra  sans  peine  un  algoritbme  praticjue,  qui  permet  d'effer- 
tuer  rapidement  cette  transmutation  de  la  première  expression 
analytique  dans  la  seconde.  Mais,  pour  abréger,  nous  supprime- 
rons ces  détails  et  nous  nous  bornerons  à  remarqu(,'r  (pie.  lorsiju  ou 
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donne  numériquement  les  limites  ^„,  ^,,  on  doit,  pour  obtenir  les 
quantités  nommées  précédemment  (t„)  et  (/,),  opérer  sur  les 
expressions 

(  f,.—  r  )  F'<  r  )  F(  z')—(  /„—  c'  )  F7  r  >  fi  r  > 

y^zrv' ' 

( /i  —  r  1 1-" '  'C>  F I  r'  I  —  I  /i  —  r )  F' ( r ) F '  ^ I 

dont  les  coefficients  sont  purement  numériques,  et  non  pas  sur 
l'expression  générale,  contenant  l'indéterminée  t.  A  la  vérité,  on 
trouverait  de  cette  manière  (après  avoir  fait  disparaître  les  rec- 
tangles des  variables)  les  coefficients  des  carrés  exprimés  par  des 
fonctions  de  t,  dans  lesquelles  on  pourrait  substituer  a  posteriori 
les  valeurs  t^  et  t^  ;  mais  l'opération  serait  beaucoup  plus  embar- 
rassée et  plus  longue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  savoir  combien  de  ra- 
cines de  l'équation 

^3  —  3  :;  -f- 1  =  o 

sont  comprises  entre  zéro  et  lunité.  On  trouvera  d'abord  (sup- 
pression faite  du  facteur  positif  3;  que  l'expression 

donne  le  polynôme  quadratique  à  trois  indéterminées 

«    —    '' J-iU  —    -Il  ■:2  ~^  ^- ■:" -si  "^   ^- -l'i  iS  J^^  'îO  SI  ■'■ -zO  lî     '      4-:l>:2- 

Ce  poljnome  pour  ^  =  o  se  réduit  à 

n n ^y  y   _^iyy^ — />•   y,\-2 (y, o '',  i- -^  3  ^^  • 

-:«  —  >5l  —  2,ij  ,,2  ^^   4 -si  ^2  — \^i) —  -=1  ;    'il  ''■=2;'       '     ->  -ji  ) 

et,  si  l'on  y  fait  ^  ^  i ,  il  devient 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  deux  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  aucun  dans  le  second;  ainsi  :  (o)=2,  (i)^  i; 
de  sorte  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont 
comprises  entre  zéro  et  l'unité,  est  égal  à  i,  diflérence  des  quan- 
tités (o)  et  (i).  Observez  enfin  que.  pour  une  valeur  de  t  infiniment 
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grande  el  posilive.  ^  se  rt'-duil  au  polynôme 

—  (  j^5  -r-  -2^1  -T-  ^2  —  ^—.n^A  ^^.O^i), 

ciu  on  décompose  aisément  comnu'  il  suit  : 

_<;,_:„,,_.(î,_i:.)'_îç.. 

Donc,  comme  on  n'obtient  aucun  carré  affecté  de  coefficient  po- 
sitif, le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont  supé- 
rieures à  l'infini,  augmenté  de  la  moitié  du  nombre  des  racines 
imaginaires,  c'est-à-dire  évidemment  le  nombre  des  couples  de  ces 
dernières  racines,  se  réduit  à  zéro.  Ainsi  l'équation  proposée  a 
toutes  ses  l'acines  réelles. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  considérations 
précédentes,  qui  ont  fait  voir  toute  l'importance  de  cette  opération 
algébrique  si  simple  et  si  élémentaire,  qui  consiste  à  mettre  un 
polynôme  homogène  du  second  degré  sous  la  forme  d'une  somme 
de  carrés.  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  promis  en  commençant, 
nous  reviendrons,  pour  la  compléter,  sur  le  mode  particulier  de 
décomposition  qui  a  été  donné  au  paragraphe  I. 

Considérons,  par  exemple,  un  polynôme  à  quatre  variables 
/{■r,y,  z,  p);  la  méthode  dont  nous  parlons  conduit  à  un  résultat 
de  cette  forme, 

f{x,  y,  z,v)=       z  (t  -h  ay  -t-  bz^  cv)-, 

-5-  t"  {z  -+-  a" z  /-, 
-+-  e"'p"2, 

et,  comme  il  importe  surtout  de  connaître  les  facteurs  e,  s',  s",  e'", 
dont  les  signes  déterminent  l'espèce  du  polynôme,  nous  allons 
donner  le  moyen  de  les  calculer  directement. 

A  cet  effet,  nous  observons  que  l'invariant  du  second  membre 
sera,  d'après  les  théorèmes  précédemment  établis,  le  produit  se' s"  s'", 
multij)lié    par    le    carré    du     déterminant    relatif    aux    fonctions 

linéaires 

X  -^  a  y  -{-  bz  -^  cv, 

y  -^  a' z  -+-  è'c, 
z  -r-  a"v, 

V. 
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Or  on  reconnaît  que  ce  d«'tcrniinanl  se  réduit  à  son  terme  prin- 
cipal, qui  est  l'unité. 

Nous  pouvons  ainsi  regarder  comme  connu  le  produit  z.z.'z"z". 
Cela  posé,  faisons  dans  léquation  précédente  t»  =  o,  un  raisonne- 
ment tout  semblable  montrera  que  et' î"  est  1  in\aiiaal  du  poly- 
nôme à  trois  \arialjles  y(.r,  y,  z,  o). 

Continuons  de  même  en  supposant  v^=o,  z^=o.  puis  enfin 
V  =  o,  :;  =  o,  jK  :^  o,  on  trouvera  successivement  que  £,  z'  est 
l'invariant  dey(:c,  r,  o,  o)  et  s  le  coefficient  de  x-,  dans  le  polynôme 
proposé.  Ces  quatre  coefficients  pourront  être  calculés  d Une  ma- 
nière directe,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

En  général,  soit  /(Xg^  x,,  ...,  x,i')  un  polynôme  homogène  à 
n  -j-  1  indéterminées;  nommons  A/  l'invariant  du  polynôme  qu'on 
en  déduit  en  annulant  toutes  les  indéterminées  a.'/^,,  Xi^-,:  •  •  •■,  x,ii 
et  A(,  le  coefficient  de  x'^^,  on  trouvera  par  la  méthode  de  décom- 
position en  carrés,  dont  nous  nous  occupons,  le  résultat  suivant  : 

=  AflX^^  —Xj-^   —  \.]+...— X,   -4-...-^ X,-i, 

les  fonctions  linéaires  avant  cette  forme, 

\.i  ^^  3C i  — T"  d  00 i-if-i  — i—  O  CC i^^  ~i—  .  .  .  — f—  K  X  fi^ 

on  a,  b k  sont  des  constantes  réelles. 

L'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  /  se  détermine  donc 
directement  d'après  le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de  la 
suite 

Al         As  A^ 

Ao,      — '      V'      ■**'      Â ' 

-io  -*1  -^n— 1 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  nombre  des  variations  et 
des  permanences  de  la  suite 

I,     Ao,     A,,     Ao,     ....     A„_,,     A„. 

C'est  donc  de  ces  quantités  que  dépend  la  détermination  de  l'ex- 
pression désignée  tout  à  l'heure  par  lyt)  dans  le  polynôme 


a  —  t 


'r'^^)-ÔZnrHb)^...-^j—jf{k), 


^-^  (H-:!    VUES     OK     (    IIAUI,  i:S     HKUMITK. 

ou  tliins  celui  (|iii  <i  pour  cxpresMOii  svuili()li(|uc 

(f -  O  F'(^ )  F(  ;'>-(/-:')  F'(r')F(^) 

Relalixenient  au  |)renii('r  de  ces  |)(ilvu()mes,  on  tiouve  aiusi  (jue 
"      m^a  —  t  jLà(a  —  t){b  —  t 


_  ^  {a  —  bV-ia  —  cT-ib  — 
'~  ^      (a  —  t){b  —  t}(c  —  t 


) 

)(C  —  t) 


le  signe    7    représentant  la  somme  des  termes  qu'on  déduirait  du 

premier  en  v  laisanl  toutes  les  permutations  des  racines.  Or  ces 
formules  sont  précisément  les  fonctions  de  M.  Slurm,  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Sylvesler;  de  sorte  que  les  considérations 
])récédentes  peuvent  être  considérées  comme  donnant  une  démon- 
stration nouvelle  du  théorème  de  ce  célèbre  géomètre,  démonstra- 
tion dont  le  principal  caractère  est  de  n'employer  aucune  considé- 
ration de  continuité. 

A  ces  dernières  observations  sur  la  réduction  d  un  polvnome  du 
second  degré  à  une  somme  de  carrés,  nous  ajouterons  un  procédé 
donné  par  M.  Moutard,  professeur  à  Paris,  pour  etrectuer  ro[)éra- 
tion  dans  un  cas  où  la  méthode  sei'ait  en  défaut,  par  exemple  s'il 
était  question  du  polynôme 

dans  lequel  les  carrés  des  variables  n'existent  ])as.  On  observe  que 

et  qu  on  peut  ensuite  écrire 

4(aa;-f- YS)(aj'-i-  32)=       [aa-  h-  aj'  -(-(7  -H  3)-J- 

ce  (pii  donne  bien  une  décomposition  du  polvuome  proposé  en 
trois  carrés.  Et  l'on  pourrait  opérer  d  une  manière  semblable  dans 
les  cas  analogues  relatifs  à  un  nond)re  queleoncpie  d'indéterminées. 


SLR 

LE  RAYON  DE  COLRHLRE 

DES  COURBES  GAUCHES 


Nouvelles  Annales  de  Malhénuttiques,   2*  série,   t.  V,   1866,   p.   5t97. 


On  donne  diuis  l'enseignement  un   calcul   un   |)eu    long    pour 
déduire  de  la  fojinule 

1  _  ^ 
p         ds 

l'expression  du  carré  de  l'inverse  du  rayon  de  courbure  au  moyen 
des  coordonnées  x,  y,  z  et  de  l'arc  s,  savoir 

-^  =  -^  [(  dx  d-y  —  dyd'^xf-\-i dy  d'-  z  —  dz  d'^y  f  -+-  ( dz  d'^ x  —  dx  d"-  z)% 

la  variable    indépendante    étant    quelconque.    On    peut   1  abréger 
comme  il  suit. 

Soit  pour  un  instant 

dx  ,        dy  dz 

a  =  —r>  o  =  —j-  ■>  c  =  -— > 

ds  ds  ds 

et  faisons 

a  =^  a  -V-  da,         b'  —  b  -r-  dh,         c'  —  c  -{-  de, 

langle   de  contingence  d'^  sera  donné  par  la  formule  relative  au 
sinus,  savoir  : 

sin- c?'i  =(ab' — ba' )--^(ac'  —  ca')-^(bc' — cb')-; 
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de    sorte    que    Ton    aura    iininédialenieul     d-^'-    en    ealciilanl    les 
expressions  ah' —  ba\ Or  on  iroiixc 

ab'  —  ba  =  a(b  ^  db)—  b{  a  -\-  da), 
=  a  db  —  b  da, 
_  dx     dy        dy   ,  dr 
ds       ds  ds       ds 

et  cette  dernière  exj)ression  donne  lieu  à  la  réduction  sunante 

dr  d''-y  ds  —  dy  d^s        dy  d"^  x  ds  —  dx  d"- s  _  dx  d\y  —  dy  d'-r  ^ 
"ds  rfs2  ds  ds^  ~  ds^ 

On  a  donc  |)ar  un  calcul  hlen  facile 

,    ,       dx  d'-y  —  dv  d-  x    , 
ab  — ba  =   ,  ..   "^ ds. 

et  semblablement 

ac  —  ca  =  ,  ,"~  "  ""  ds. 


bc'  —  cb'  =  — j— —  ds, 

ds^ 

d'où  suit,  comme  on  volt,  la  formule  annoncée. 


ds^ 

dx 

d-^ 

,_ 

dz 

d'- 

X 

ds- 

i 

(fy 

d'- 

z  — 

dz 

d-^ 

y 

T'"  dx 


SUR  L'INTEGRALE  /= 


Annali  dl  Maternatica ,   t.   I  ( -i^  série,  1867,  p.  iJ5j. 


/:r"'  d.T 
'  présente  deux  cas  bien  dislincls,  suivant 

V  I— .7- 

que  l'exposant  m  est  pair  ou  impair;   dans   le   premier,   elle  est 

transcendante,  dans  le  second,    simplement  algébrique  et  de   la 

forme  Py/i  —  r-,  P  étant  un  polynôme  entier  en  x  qu'on  obtient 

ordinairement  au  moven  du  procédé  de  l  intégration  par  [)artles, 

mais  que  1  on  peut  déterminer  dilTércmment  et  de  manière  à  mieux 

mettre  en  évidence  sa  nature  analytique. 

Je  chercherai  en  premier  lieu  le   degré  de  P,  en  développant 

suivant    les    puissances    décroissantes    de    la    variable    les    deux 

membres  de  l'équation 


/•  :r"'  d.r  - 

(0  /   -^==  =  l'v  r 


\ 


Dans  le  premier,  le  terme  le  [)lus  élevé  en  x  sera  — ,  et  dans 

tn  V  —  1 

le  second  ax'.^+'  \  —  1 ,  si  l'on  fait  P  =  y.x'^--^-  %' xV~^  H--  •  .;  de  sorte 

que  Ion  a 

;j.  =  m  —  I , 

et  l'on  obtient  en  même  temps  la  valeur  du  coefficient  a,  savoir 

_        I 

m 
Cela  fait  je  poserai,  pour  oblcnir  I'. 

T"i  ri  r 


f 


II.  —  II. 
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G  étant  une  constante,  et  l'on  on  déduira 


C  I  /"  ''  .T">  (l.r 


y,/ 1  —  .r-         y/ 1  —  X-  ,  '^^      \ 

Or,  en  (h'-xeloppant  le  second  membre  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes (le  la  variable,  le  premier  terme  donnera  la  série  infinie 

^  /  1     „        I  .  3     ,  1  .!).)....>./<        I      ,  \ 

=  G    I  H —  x--\ ^*  -1- . . .  -; -— X-"  -+-...    . 

\         ■!.  '2.4  •>.  .'\A^...>n  / 


/i  — .r« 


1  Z'''      .7*"'  ^/t" 

Quant  au  second  terme  —^==  j  ^  il  donnera  également 

\/i^^--Jo      V'  — -^^ 
naissance  à  une  série  infinie,  mais  commençant  évidemment  par 
la  puissance  ^r'""*"' .  Comme  P  est  un  polynôme  fini  du  degré  m  —  i , 
il  est  clair  qu'en  posant  m  —  \  =  2/i,  l'effet  de  ce  second  tenue 

doit  être  de  délruire   tous  ceux   de  la   série         ''        venant  après 

y/ 1  —  x- 

1 .3.5.  ..■>.«  —  I      .,„     ,.    ,        ,.  ,      . 

: .r-",  d  ou  cette  conclusion  : 

1.^  .b. .  .i/i 

Dans  V équation  (i),  le  polynôme  V  esl,  à  un  facteur  constant 

près,  T  ensemble  des   premiers   termes    du   développement  de 

_i 
(i — x"*-)   ",    jusqu'au    terme   en   x'-",    suivant    les   puissances 

ascendantes  de  la  varicihle. 

Pour  déterminer  le  facteur  constant  C,  il  suffira  de  profiter  de 
la  remarque  faite  tout  à  l'iieure  que  a  = ;  on  devra  donc  poser 

I  .  J  .  "i  . . .  -2  /*  I  I 


ç i_       y. .  4  •  <>  • .  •  ■>.  Il 

m    1 . 3 . 5 . .  . ./  /t  —  I 

J'observerai  enfin  (pie  l'équation  (i)  difïerenliée  donne 

X'"  —    — ,-    (  !  X-) V  X, 

ax 

d  Où  1  on  tire  aisément  une  é(piali()n  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre,  car  il  suffit  de  dillérentier  une  seconde  fois,  |)uis 
d'éliminer  le  terme  indépendant  de  P  et  de  ses  dérivées.  On  trouve 


SI  il    I>  INTKGHALK       /    —  •  joi 


/•   T'"  dr 
— 
y/  l  —  x'- 


de  la  sorte 


d"-  P  r/P 

a"  (  I  —  .r'-  t  — h  [(  «i  —  3  \x-  —  m  I  -; \-(  ni  —  i  )  r  P  =  o. 

dx-  dx 

Cette    équation  est    xénfiée    en    posant    P  =  —  ;  ainsi,  en 

V  '  1  —  .'  - 

partageant  cV une  manière  quelconque  le  développement   or- 
donné   suivant    les    puissances   croissantes   de  x   de   la  série 

(i  — X- )   ',  les  deux  parties  satisfont  à  une  même  équation  du 
second  ordre. 

/x"'  dx 
-  et  je  pose 
V  I  —  X-' 


lors 


,  /''     X'"  dx  , ,*'         dx 

t  (](''si<;nant  une  constante  et  ^  un  nouveau  polynôme,  conimen- 

j'/ii—i 
çanl  comme  tout  à  l'heure  par  le  terme  —  ^^ Je  n'ajoute  pas 

de  constante,  le  second  membre  devant  être  comme  le  premier  une 
fonction  impaire  de  la  variable.  La  grande  difTérence  de  nature 
analytique  des  relations  (i)  et  (2)  va  se  manifester  à  l'égard  des 
polynômes  P  et  p,  car,  en  opérant  absolument  comme  plus  haut, 
on  obtient  cette  conclusion  : 

Dans   l'équation  {•i)  le  polynôme  P  est,  à  un  fadeur  près, 
l'ensemble  des  pi'emiers  termes  du  développement  de  la  Jonc- 

j  iirc  «in.r     .  ,  ,,  _,  • 

tion  transcendante  —p=^  jus(juau   terme  en  x-"    ',  suivant 

v  I  —  x- 

les  puissances  ascendantes  de  la  variable. 

Ce  développement  bien  connu,   et  que  donne   immédiatement 
iéqualion 

-i,--x'^^-xy  =  x. 


savoir 


aiTsin.r  2     ,        2.4     .  9..4.6...>w 

—^=^  =  .r  -f-  -  ar3  -+-  - — ^  x"  ^-  , 


\  \  —  x- 


3.-3  3.5. 


484  OE  LYRES    DE    i:  Il  AU  LE  S    11  EU  .MI  TE. 

conduit,  en  faisant  m  :=  a/i,  à  l'expression  suivante  : 

/  2     ,        -2.4.  u .  4  .(■)..  .  }.  n  —  •> ., 

P  =  —  £  (  a-  -t-  -  .t3  -1-  —4  X->  -f-  .  .  .  -I-   —-. X-"     > 

\  i  j  .5  o  .  ) .  7  .  .  .  '.  /(  —  1 

El  en  même  temps  on  arrive  à  la  tléterniiiiation  de  £  en  posant 

•> .  4  .'">.. .  '  /'  —  •'.        I  I 


6  .b .'/  .  .  .111  —  I         1)1         m 
d'où 


■2   .'i .  6 .  .  .  ■.>.  Il 

c'est-à-dire,  précisément,  le  coefficient  de  x-"^  dans  le  développe- 

_  )_ 
ment  considéré  plus  haut  (i  — x-)   ". 

On  tire  aisément  de  ce  dernier  résultat  la  proposition  siii\ante  : 
gnanl  par  ¥{x) 
sera  de  la  forme 


f 


En  désignant  par  ¥[x)  un  polynôme  entier,    l'intégrale 

¥ (t)  d.r 


I r    <- 

J  /• 


4>(a:)  désignant  aussi  un  polynôme  entier,  et  le  coefficient  e  de 
la  partie  transcendante  s'obtiendra  en  calculant  le  terme  indé- 
pendant de  X  dans  le  développement  de  V expression 

_\_ 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable. 

Mais    on    peut    le    démontrer    immédiatement    en    remar((uaut 

r^^  ¥(T)d.r 

d'abord  que  Ton  a  évidemment    /  ,   = -s,  et  ensuite  cpie 

J_,     v/i  — ^•- 

rintéerale    définie     2  /  '  peut    s'obtenir    en     intégrant 

^  "^  '    "^ ,  c  décrivant  un  cercle  de  rajon  infini,  ayant  son  centre  à 

l'origine.  Il  faut,  à  cet  effet,  développer  suivant  les  puissances, 
décroissantes  de  z  l'expression  proposée 


^_4=F(.,^-i,V'. 


F(^) 


y/i-  -'       -  V  -  ' 


-'"  dx 
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Or,  F(:;)  étant  un  polynôme  entier,  la  quantité  F(:;)  (  i -\ 

ne  renferme  qu'un  nombre  fini  de  puissances  positives,  et,  en 
désignant  par  p  le  terme  indépendant  de  la  variable  dans  cette 
quiintité,  l'intégrale  cherchée  se  réduira  simplement  à  celle-ci, çQ 

de  sorte  que  l'on  a  bien  p  =  t. 

On  arriverait  enfin  au  résultat,   par  une  voie  purement  algé- 
brique et  très  simple,  en  partant  de  l'égalité 


/ 


Y{x)dx  ,        I r      (Ix 

V  1  —  -ï-  J    V  ^  —  ^"' 


Il  suffît  en  effet  de  diflerentier,  de  développer  ensuite  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  et  de 

comparer  les  termes  en  — • 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE 

DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 

DE  PIIEMIÈRE  ET  DE   SECONDE  ESPÈCE. 


Annali  di  Matematica,  t.  Il  ( 2*^  série,  i8f)8,  p.  97  j. 
(Extrait  dune  lettre  à  Brioschi.  ) 


Au  lieu  d'effectuer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X  le  développement  des  quantités 

/*■'■  (It  r''  /,-^j-^dT 

je  poserai  dans  ce  qui  va  sui\re 

/  '  =  \  (  (  —  ./-  )  I  I  —  A  -  .V-  )  2_.  '^n  ^■-"-^' , 


i: 


k-.r-  lit 


Il  —  X'-  )^.\  —  />-./•-  I 


=  V  *.' 


l-i  ,!  \     >    Cj     -f^i/i- 


De  celte  manière  on  ubiienl  pour  les  coeflicienls  a„  et  |j«  des 
polynômes  rationnels  et  entiers  par  rapport  au  module,  dont  voici 
quelques  propriétés. 

En  premier  lieu,  réduisons  à  un  terme  algébrique,  el  aii.\  fonc- 
tions de  première  et  de  seconde  espèce,  l'intégrale 

/"'■  T-^Vdx 
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en  posant  celte  égalité,  où  l'exposant  n  est  entier,  P  un  polynôme 
entier  en  x^  A  et  B  des  constantes,  savoir  : 

(  k-.r^-  )"  +  '  dx 


=  f*  \'i.  I  —  ./•■-  ;  (  I  —  k-.i-  ) 


d.r 


J,,       \'n—-r-){l  —  k'x-l 
i/'o      vA  ■  —  X-  )(  \  —  k' X- 


Une  seconde  propriété  consiste  en  ce  que  les  polynôme*  a«  et  S^ 
sont  les  dénominateurs  et  numérateurs  des. réduites  de  la  fraction 
continue  (  *  ) 

•2 (  I  -t-  A-  ) 


4(1  — A- j 


représentant  le  quotient 

/-•'  k'-ndx 


,  '^       y  (  I  —  X-  )\\  —  k-x-  ) 

/  ■  '  dx 

J^     \  "  -■'■'){>  -k-x^) 

Introduisons,   au  lieu  du  module,  la  quantité  /r -^  j  =yî,   et 
posons 

*«  =  T^ — : '  /  7  =  :; — ' 

i  .  >  .  .  .  7,  /l  -r-  I  0  .  3  .  .  .  >  /J    —  l 


(')   Celle    asserlion   n'esl  exacle  (ju'à   des    facleuis   nuiiiéiiques   prés.    Si   Ion 
P„ 

q'.. 

p„, 


désigne  par  — -  la  /V""  reduilc,  on  a 


t  .S.. )...■>  n  ^-  i 

I 

()   . 

i  .'6.b. .  .2  n  -i-  i    ^ " 


E.  P 
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on  aura  ces  rclalions, 


as  dz  i 


dkn-\ 


h 


d\\„        dA„ 


m, 


2  «  £  — ; 1 7.  /*  (  /«  -f-  I  )  Ii„  —  i  '2  «  -H  1  )'-  -, , 

rt£  (/î  dl 

et  ciiliu  les  deux  équalioas  simultanées  linéaires  que  voici 


dAn       ,  .,  ^  «-/-B,, 


(«-+-i)MÎ,„ 


SUR  L'EXPRESSION 


MODULE  DES  TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES 

EN  FONCTION  DU  QUOTIENT  DES  DEUX  PÉRIODES. 


Annali  di  Matematica,  t.    fil  {-yf  série,  1869,  p.  81). 


On  sait  qu'en  posant 

0.  =  — , 


on  a  pour  le  module  k- ^=  /{m)  celle  e:spression, 


/(">)  = 


'  TTfi) 


,iTZM  _^    ,  f.*niM  _4_  o  /'SiTTO). 


où  la  variable  co  entre  sous  forme  transcendante,  et  j'ai  observé 
ailleurs  qu'en  appliquant  la  formule  de  Maclaurin  à  la  quantité 
f(i-\-io)  pour  obtenir  un  développement  algébrique  par  rapport 
à  to,  les  coefficients  au  lieu  d'être  rationnels,  comme  dans  les 
diverses  séries  élémentaires  sinw,  cosoj,  log(i  +  w),  contiendront 
la  transcendante  numérique 


J         Jl  —  ks 


M'étant  proposé  de  calculer  les  premiers  termes,  j'ai  été  conduit  à 
un  autre  développement  également  algébrique,  mais  où  les  coeffi- 
cients sont  purement  rationnels,  comme  on  va  voir. 
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Parlant  des  Ibrmules  données  par  iacohi  diui^  les  Fu/idamen ta, 
§  29,  et  où  l'on  fait 

<7=.-.^^    .1=  r — '^ — 


savoir 


K'=J     ,^^ 


g-  52.(7*  fi-.o'-.^/'"' 


2.4  2 . 4  -  6 .  S       2 . 4 .  •>  •  li .  I  < ) .  I 

2J    \2  2.4.6            2.4.6.8.10 

\         2.4  2.4.6.8        2. 4. 6. s. 10.  12             / 

2  J  \  2 


2 

.4.6. 

.8 

2.4 

.  6 .  s . 

10.  12 

3-^ 

■9'    , 

:3^7'- 

.75 

2./ 

1.6 

2 

.4.6. 

8.10 

j'en  déduis 


q          32.73 
2          2.4. 6 

2.4.6. 10 

,    ,     v     ,       ^'•'7' 

*"'-9--7* 

2J-  K'—  K        2J-  lo  —  i 
-     K  -1-  K  -    ui  ^-  i 


■' .  4       2.4.6.8       '..4.6.8.10.12 


et,  le  retour  des  suites  donnant  la  valeur  de  q,  on  trouvera  cette 
expression  où  les  coefficients  sont  tous  rationnels,  savoir  : 

■  2 I        /  2  J  -  eu  —  i  \        /  2  J  -  co  —  i  \  3 

2  \     TT       (ù  -^  i  J  \     7:       W  -f-  t/ 

1 3  /  2  J  -   to  —  i  v  •''       3  /  2  J  -  10  —  / 
1  ")       -     (X)  -^  i  /         5  \   ~     M  -i-  i 

Faisant  pour  un  instant 


2J  = 


on  aura  donc 


—      (i>  -H  i 


i5  5 


et  la  série  en  "Ç  du  second  inenibrc  aura  cette  propriété,  qu'en  y 

chang^eant  ^  en  —."C,  où  a  et  b  sont  entiers,  la  nouvelle  série 

ainsi  obtenue  sera  liée  à  la  première  par  une  écpialion  algébrique, 
cette  relation  entre  les  deux  séries  étant  l'équation  modulaire  pour  la 
transformation  dont  Tordre  esta-  4-^-.  Cette  remarque,  appliquée 
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au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose  «  =  i,  6  =  1,  donne  pour 
conséquence  que  le  développemenl  sui\anl  les  [)uissances  de  ^  de 
l'expression 


ne  contient  que  les  ternies  dont  l'exposant  est  ^  '2inod4. 


SUR  L'INTÉGRALE  / 


,l.> 


{a  —  X)  \J  1  —  X- 


Annali  di  Matematica,  t.  III  (2*  série,  1869,  p.  83). 


En  supposant  le  radical  y/i  — x-  pris  avec  le  signe  +,  on  prouve 
aisément  quej'on  a  la  valeur 


/ 


dx 


,     (a  —  ^)v  I  —  X-        y/ a- — i 


le  second  membre  ajant  le  même  signe  que  a  donl  la  valeur 
absolue  doit  être  supérieure  à  l'unité.  Mais  ce  résultat  suppose  a 
réel,  et,  si  Ton  fait  en  général  a  =  Ah-  By/ —  i ,  le  signe  du  radical 
y  a- —  I  se  détermine  par  la  condition  qu'en  posant 

_  =  a  -(-  b  v/—  I , 

v/a2— I 

a  et  A  aient  le  même  signe,  ou  encore  que  b  et  B  soient  de  signes 
contraires,  l'une  de  ces  conditions  entraînant  l'autre. 


SUR  LA  TRANSCENDANTE  E„ 


Annali  di  Matemalica,  t.  [II  (-i'  série.  1869,  p.  83). 


En  posant  avec  Cauchy 

t"  I     /"~  . 

E,j  =  — ^ /       sin-«a)  cosCccosaj)^?^, 

j  .  0 . 7 .  .  .  u  /î  —  '    ~  •- 0 

l'intégrale  définie  qui  ligure  dans  cette  expression  étant  la  trans- 
cendante de  Bessel,  on  trouve,  lorsque  n  est  un  grand^^nombre,  la 
valeur  limite  que  voici.  Posons 


(e'^oss  tang  "  \ 

F    —  ^  ' 

\/in-  coscp 


d.r 


SUR  L'INTEGRALE  .,/_,  r^^:^ 


Bulletin  des  Sciences  niathéniatiqaes,  l.  I  (1870,  p.  3uo). 


Soit 

si  II  a  dx 


j.      ,  r  ^xurLdx 

/<^)=    /         -^ 

.  /    .      I  —  ix  eus  a  —  ./•- 


il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  l'on  a 

/(a -^  .:)=:.-/( a); 

car,  en  faisanl,  dans  l'expression 

i  n  a  rfj 


/(a-H-)  =  —   /         -: 


la  subslitulion  x  =- —  /,  nous  obtiendrons  sur-le-champ 

sina  lit 


•^  ./    .      1  —  ^/  cosa  -t-  <-'  -^ 


(3). 


l^a  fonction y(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit,  pour  en  obtenir 
la  valeur  générale,  de  la  déterminer  en  supj)osant  a  compris  eutie 
zéro  et  t..  F'aisant  à  cet  effet 

X  —  eus  a  =  H  sin  a. 
ce  qui  donnera 

«lu  7.  il.r  du 


I  —  ix  Cdsa  -t-  x-         1  -t-  u- 
nous  écrirons 


r'"  sinar/.r  _    r    ""  *         du  Ç     *' 

,  /    .      1 — 2^7  eus  a -f- .r-         /  i -i-  u-       . /, 


—  1  —  cos  a 

du 


SLH     I.   INTKGRALE        /  -.  Aq5 

J_^         I  —  IT  Cii>  %  -^  X- 

de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  repré- 
sentent les  arcs  les  plus  petits,  renfermés  entre  —  -  et  H-  -»  avant 
respectivement  pour  tangentes  les  quantités 

I- — fi)i7                  z                        — I  —  cosa                  -^-7. 
: =  taiiK  -  et  : =  lanir 


Or,  a  étant  moindre  que  -  par  hypothèse,  la  première  intégrale 

sera  parconséquent  -j  mais  la  seconde  aura  |)oiir  valeur  l'arc 

diminué  de  t:,  c'est-à-dire  '-;  nous  aurons  donc 


/<>.=/"- 


sin  a  dx 


■IX  cosa  -t-  J'- 


entre   les   limites    indiquées    pour   la    variable    a.    Maintenant    la 

relation 

/(y.-^-)  =— /(a) 

donne  cette  conséquence  que,  entre  les  limites  t:  et  27:,  /(a)  a  pour 

\aleur —  '-,  de  sorte  que  nous  nous  trouvons  amené  à  l'expression 

analytique,  par  une  intégrale  définie,  d  une  fonction  discontinue 

égale  à  -|-  ^'  ou  —  -,  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  2/i  — 

et(2/t-hi)7:,  ou  entre  les  limites  (2 /^  —  i)~  et  2/i-,  n  étant  un 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considé- 
rations les  plus  élémentaires  du  calcul  intégral,  à  la  considération 
si  importante  en  Analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute 
que  l'expression  en  série  trigonométrique  de  cette  fonction  par- 
ticulière qui  s'est  ainsi  oflerte  se  tire  facilement  de  1  intégrale 
définie. 

Il  ■suffit,  en  elTet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 


ix  cos  a 


=  sina  -^  a:  sin  2  a  -T-  37-  sin  j  a  -4-. .  .  -:-  x'^-^  sin  «  a  -i-. 


et  d'observer  qu'on  a 

1 
x"'-'^  dx  =  o 


/ 
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suivant  ([ue  n  est   pair  ou   impair,  pour  parvenir  au  résullal  que 
donnerait  la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

/'•■*''  siiia<'/.r  /  .  «in  3  a         -in  Sa  \ 

A  3t  )  =    /         =  :i     sin  a  4-   — :: 1 : r-  .  .  .  1 . 

•^  ^  J_^      I  —  IX  cosT.  -T-  x-  \  6  :>  / 

Il  serait  même  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 

limitant  le  développement  de  la  fonction à  ses  n 

i  i  1  —   '.  ./•  CDsa  -T-  X- 

premiers  termes,  et  considérant  le  reste  qu'on  trouvera  sous  celle 

forme,  savoir  : 


r       ■  X"  dx  c 

R„=  sini /i -f- i)a  /         -  — ?in«x   / 

'    J    .      I  —  2^cosa-T-:r-  J 


I  —  o.x  cosa  -\-  x^ 


mais  je  ne  m'y  arrêterai  puuil. 

Une  autre   intégrale    définie  élémentaire   conduit  encore   à  la 
même  fonction  discontinue,  c'est  celle-ci  : 


/ 


,1x 


J_,    (a  — x-;/i  — .^■- 
dontla  valeur  est        "        ou .  suivant  que  la  constante  «, 

\:  a-  —  1  \' a- —  I 

qui,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  l'unité,  est 

positive  ou  négative.  Il  en  résulte,  si  l'on  fait  «= -,  qu'on  a 

1  "  cosa      '■ 


f. 


dx 


(  I  —  .^cl>^a  1  y  i 


suixaul  (jue  sina  est  j)0sitif  ou  négatif;  mais  celte  expression  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

s'y  ramène  en  effet  parla  substitution  .r  =    ^  .■'  *l^'i  sert  en  général 

à  l'intégration  des  radicaux  de  la  forme  ^''i  — ^'-  Sous  une  forme 
ou   sous   l'autre,   le  passage  brusque  de  f(y.)  d'une  valeur  nulle 

à  -h  -7  ou  —  ->  semble  moins  caché  dans  l'intégrale  que  dans  la 

série  trigonométrique;  car,  en  supposant  a  infiniment  petit,  elles 
oflrent,  sous  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits  près  du 

second  ordre,  l'une  le  facteur  -,  l'autre  le  facteur -y 

^'  —  ■''>-  (\-x)^ 


,          .                    C                sm  a  dx 
SUR    L  INTEGRALE       /  .  /,q7 

,'_!      I  —  23"  cosa -f- .r2  •=" 

qui,  à  la  liinilc  supérieure  T=  i,  rendent  les  intégrales  infinies; 
c'est  du  moins  par  rinlerinédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  une  quantité'  infiniment  grande,  que 
se  trouve  réalisé  le  passage  brusque  d'une  \aleur  nulle  aune  valeur 
finie. 

Je  remarque  enfin  qu'on  a 

r-'co..(,  +  .-^)-.^^^^^    r-   ^^^        .-..posa        - 
et  l'intégrale  est  nulle,  en  général,  puisque  la  fonction ^^^— — 

°  o  i  1  l  —  2XCOS0i-\-X- 

prend  la  même  valeur  aux  deux  limites;  toutefois,  pourcosa  =  ±  i, 
elle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  +  i  et  —  i 

I 
étant — ; 


11.  --  II. 


suu 

LA  CONSTRUCTION  GÉOMÉTUIOUK 

DE    i/kQLATION 

RELATIVE  A  L'ADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 
DE  PREMIÈRE  ESPÈCE. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  II  (i-Syi,  p.  ■'.  ii. 


La  [)remière  conslruclion  connue  de  celle  équalion  el  qui  a  clé 
donnée  par  Lagrange  résulle  du  rapprochement  de  la  relation 

cosama  =  eus  a  m  (  j-  -}-  a)  cosaina:'  -f-  siiiam(  j:  -i-  a  )  sin  ani.?- A  wm  a 

avec  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  spiK'iKjuc  (  )u 
en  déduit  aussi  une  construction  plane  en  posant 

X.  =  cosam(j7  -;-  a  ;, 
V  =  sin  a  m  (^  -f-  «  ), 

cl  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
cosama  =^  \  ci)sam:r  -t-  Y  siiiama/A  a  ni  a 

avec  le  cercle 

X^-4- Y-^^  I. 

Celte  droite  est  une  tangente  à  l'ellipse 
X        \2        /YA 


\  cosama/  \(osani(// 


coNSTiu  CI"  JON   (Ji;<).\i  KTii  iQL  i:.  4y*.> 

dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

A  =  rosam  (t . 
cosamc; 


A  uni  <i 


=  sin  ain(  K  —  a  ). 


Ayant  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  (pie  le  cercle,    l'un  des 
points  d'intersection  aura  pour  coordonnées 

X  =  cosam(j:  -+-  a  ), 

Y  =  sin  a  m  (x  -ha) 

et  l'autre,  en  renîarquant  que   l'équation  de  la  droite  ne  change 
point  si  l'on  change  a  en  —  a,  les  quantités 

Xo  =  cosam(:c  —  a), 
Yo  =  sin  am  Cr  —  a). 

On  \oit  donc  qu'en  menant  lune  des  deux  tangentes  à  l'ellipse 

par  le  point 

Xo  =  cosam(  J7  —  a), 

Yu  =  sinam  (x  —  «  ), 

celte  construction  donnera  d  al)ord  celui-ci 

X  =  cos  am  (  :<; -r- «  ), 

Y  =  sin  a  m  (  .t  -^  a), 

puis,  en  continuant  dans  le  même  sens, 

Xi  =  cosam  (x  -i-  ia  ), 

Y,  =  sin  am  {x  ^  3«  ); 

et,  en  général,  le  /i'^'"*"  coté  du  polygone  inscrit  au  cercle  et  cir- 
conscrit à  l'ellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

cosam  [x  -1-  (-f./i  -i-  i)a], 
sin  a  m  [./■  -h  (  î/i  -i-  i)a  \. 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  |)Our  les  coordonnées 
des  sommets,  les  expressions 

cosam[./-  —  (-j.n  -+-  i)o], 
sinam[.r  —  (7.n  —  i,a\. 


OE  l  V  K  E  s    DE    C  11  A  K  1, 1-:  S    II  E  11  M  11"  E  , 


Ces  résultats  pourraient,  sans  doute,  se  démontrer  directement, 
en  déterminant,  sur  la  ligure,  le  rapport  des  Nariations  des  coor- 
données des  points  de  rencontre,  avec  le  cercle,  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point,  m'étanl  seu- 
lement proposé  de  ra])procher  lune  de  l'autre  deux  constructions 
géométriques  de  natures  hien  dilVérentes. 


SUR 

L'ÉLDllXATIOX  DES  FO^CTIOXS   AUBITK AIRES  ('). 


Cours  d'Analyse  de  l'École  Polylechnirjue,  iSj'i,  p.  215-29.9. 
Paris.  Gautliiei-Villars. 


I.  C'est  à  regard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  que  se 
présente  la  question  de  la  formation  des  équations  aux  différences 
partielles,  c'est-à-dire  des  relations  entre  une  fonction  z,  les  va- 
riables  X,    r,    ..-,    et   les    dérivées    partielles    des   divers   ordres 

— ^,  ~,  -y-^,  —, — ^,  •  ■  ••  Considérant  d'abord  deux  variables  seule- 
dx    dy     dx-     dx  dy 

ment,  le  premier  point  de  vue  sous  lequel  nous  l'envisageons  est 
celui  qui  s'offre  dans  l'étude  des  cônes,  des  cylindres,  des  surfaces 
de  révolution,  etc.  C'est  en  effet  la  définition  géométrique  d'une 
famille  de  surfaces  par  un  certain  mode  de  génération  qui  conduit 
à  définir  analytiquement  une  fonction  z  de  x  el  y  par  le  système 
de  deux  équations 

l   'ii^,  y,  z,  a,  A,  I),  ....  L)=  o, 
(  ''A^,y.  -,  a,  A,  !>,.  ...,  L)  =  o, 

où  entrent  un  paramètre  variable  a  et  un  nombre  quelconque  n  de 
fonctions  arbitraires  de  a,  représentées  par  A,  B,  ...,  L.  Obtenir 
une   équation   aux  diflférences   partielles,   à  laquelle   satisfasse  la 


(')  Herniite  a  consacré  en  1872  deux  articles  à  cette  question,  que  l'on  trou- 
vera dans  le  Report  of  the  British  Association,  t.  XLII,  p.  233,  et  dans  le 
Messenger  of  Matheniatics,  t.  II,  p.  69.  Nous  croyons  inutile  de  les  reproduire, 
Ilermite  ayant  dévehjppé  ces  deux  Notes  dans  son  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole 
Polytechnique.  C'est  le  Chapitre  de  ce  Livre  se  rapportant  à  ce  sujet  que  nous 
réimprimons  ici.  E.  P. 


5o2 


(iKi  vuKS    HE   cil  \  lu.  i:  s    ii  i:  ii  .\m  t  i-; 


fonction  :?.  (|ucls  (|ue  soient  a  ol  ces  //  loiiclions,  sera  donc  la 
(Hicslion  analogue  à  celle  (|iii  noii-^  a  |)r('c('(lcniinent  condiiil  à  la 
lorniation  (Tniie  é(|iialion  dillérenlielle  ordinaire  d  ordre  //. 

V  cet  ellet,  j  obsei've  en  premier  lien  qne  les  rclalions  données 
jxiineitenl  de  considérer  jc  el  y  coinin(>  des  fonctions  de  z  dont  les 
<lérlvées  successives 


J' 


777' 

x 

(P.r 

y' 

s'obtiendront,  soit  directement  si  Ton  |)eiit  a\oir  x  ei y  explicite- 
nnent  exprimés  en  :;,  soit  par  les  règles  relatives  aux  fonctions 
àmpliciles. 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  aurons  d'abord 


.(2) 

puis 


do  ,       r/(D      ,  da 

d.v  dy  -^  dz          ' 

d'h  ,       d'I     ,  r/-J/  _ 

dx  dy  "^  dz   ~     ' 


/  do 


do 


dx  dy  -^ 


d^o     ,  ,l'-o       , 

-7-7  ^  -  -H  2 'y-  X  y 

dx^  dx  (ly 


(3) 


d^-o     ,^  d'o 


d-  o       ,       il-  o 

Ti — T-  ■''  "^  -I — 't  y  ^  -7-7  =  "> 

dx  dz  (ty  (iz  dz- 


d'h     „       d^     „       d^'h 
dx  dy  dx^ 


'f"\'     ,..„- 


dxdy 


d^     ,.,         r/^v       ,         d-^'b       ,       d-^<b  _ 

dy^^'"^  dTd'z^  ^~dy1rz^  "^"^  "°' 


et  ainsi  de  suite. 

)l.\\  second  heu,  je  remarque  que 

■étant  la  fonction  qui  résulte  de  l'élimination  du  paramètre  a,  on 
reproduira  identiquement  la  quantité  z  si  l'on  j  remplace  x  el y 
])ar  les  valeurs  que  l'on  tire  de  la  résolution  des  équations  (1),  car 
autrement  ce  serait  de  dcii.v  relations  conclure  une  troisième  fpii 
•en  serait   distincte.    JJ'après   cela,   et  envisageant  x  el  y  comme 
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lonclions  de  :;,  la  première  dérivée  de  l'idenlilé  ohlenuc  donnerii 
l'égalité  sui\anle 

dz     .       dz     , 

la  seconde  et  la  Iroisiènie  celles-ci  : 

dz     „       dz     ,,       d-z     .  d-z       ,    .       cl- z 

^    '  dx  dv"^  dx"-  dx  dy  dy-- 


(<••) 


dz     ,„       dz      ,„ 

-j-x  -^  -7-  y  "  ^ 

dx  dy 


d-z     ,    „  d-^z 

X  X 


dx-  dx  dy 


d-z     ,    „1 

■y  -^y-'^-^-dy^^''^ \ 


d'z    ,        ^     d'z       „    ,       .     d^z        ,    „       d^z     ,. 
dx^"^        ^  dx-^dy      ^       \lxdy^-   ^^         dy^-^ 


Les  quantités  .r',  ^",  a'",  .)',  y,  y'"  doivent  être  remplacées  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  de  5,  ou  éliminées  au  moyen  des  rela- 
tions (2),  (3),   En  continuant  les  mêmes  calculs  jusqu'à  la 

dérivée  d'ordre  /<,  on  parviendra  à  un  système  de  n  équations  où 
les  dérivées  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  seront  évidemment 

r/«  z  d"  z  d"  z 

dx"  ^      dx"-^  dy'  dy"^ 

et,  en  y  joignant  les  deux  relations  proposées,  il  sera  possible 
d'effectuer  l'élimination  du  paramètre  a  et  des  n  fonctions  arbi- 
traires 

A,     B,     ...,     L; 

c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n.  Dans  le  cas  le  pliJs  simple  de  n  =  i,  lorsqu'il 
n'existe  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  cette  équation  aux  diffé- 
rences partielles  s'obtient  immédiatement  en  résolvant  par  rapport 
à  a  et  à  A  les  équations 

ii(x,y,  z,  a,  A)  =  o. 

Ayant  en  effet 

a  =  'P{x,  y,  z), 

\  =  Wix,y,z), 
il  ne  restera  plus  trace  du  paramètre  ni  de  la  fonction  arbitraire 
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dans  les  relations  (2)  qui  deviennent 

d^    ,       d^     .       d'î> 
do-  dy  -  dz 

dW    ,       dW     ,       d^V  _ 
d.r  '  dy  dz    ~ 

el  le  résultai  de  1  élimination  de  x'  el  y'  entre  ces  équations  et 
Téquation  (4)  est  immédiatement  donné  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant 

dz      d^     f/if 

(/.T      dj-      d.r 

dz      d<P      c/ir 

dy     dy     dy 
rAl>     dr 

~'     ^     777 

II.   Soit,  pour  premier  exemple,  les  équations 

j^  =  /??  s  -f-  a, 
y  =  HZ  -^  A, 

qui  représentent  la  génératrice  d'un  cylindre,  nous  aurons 

(h 
dx 

dz 


A  ^ 


dy 
I       —  m 


dz  dz 

m  —, h  n  —-. 1  ; 

dx  dy 


l'équation  aux  différences  partielles  des  surfaces  cylindriques  est 
donc 


La  ligne  droite 


dz^         dz 

m  -7—  -^  n  — I  =  f  ) . 

dx  dy 


X  —  X(,=    'X(Z  —  Zo), 


est  la  génératrice  d'un  cône;  on  trouve  alors 


dz 

1 

dx 

z  Z(f 

dz 

0 

I 

dy 

z  ^0 

_ 

X  —  Xf, 

y—.y^' 

{z--zn)-  (;:  — c„i- 


/  ,  dz        ,  dz        , 

(^  -  ^o;;;- -i- (r -ro) 77- —  ^- — -0) 


dv 


(  z  —  -3n  )- 
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Cl,  par  conséquent,  pour  l'cquation  aux  différences  partielles  des 
surfaces  coniques 


dz 


dz 


Les  surjaces  de  révolution  sont   enj^endrées   par  la  circonfé- 
rence 

(a;  —  o^o  )2 -h(  J' —  j'o)'^-+-('S  — -So  )- =  a, 
ax  -r-  by  -(-  es  =  A, 

ce  qui  nous  donnera 


A  = 


1^ 
dx 


X  —  570       (f 


dz 


dy 


;   y— y»    i^' 


et  par  conséquent  l'équation  aux  différences  partielles 


{(^{y  -yo)-b{z-z,)]~ 


dz 


-^[a{  z  —  z^)—  c{x  —  Xo)\-j-^  —bix  —  XQ)—  a(jK— JKo)- 

Les  conoïdes  enfin  ont  pour  génératrice  la  ligne  droite 

X  —  inz  —  p  —  OL^y  —  nz  —  g  )=:  o, 
ax  -h  by  -i-  c s  =  A , 

qui   se  meut  parallèlement  au   plan  fixe  ax -i- by -]- cz  ^=i  o,    et 

rencontre  la  droite 

X  =  mz  -{- p, 

y=  'i-  -^-^• 

L'équation  aux  différences  partielles  se  présente  donc  sous  la 

forme 

V      ,    ,  dz  dz  ~] 

(x  —  mz  —  n)    — (nb  —  c)— — h  na  — H  a 

L  ''•^  "J'  J 


■(y—  nz  —q)\mb'-^  —{ma  +  c) 


$-]  =  »• 


qui  devient  plus  simplement 


dz 


dz 


(^a;-mz-p)—-^(y~nz  —  q^-^  =.  o, 


lorsque  le  plan  fixe  est  celui  des  xy 
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III.    La   (^léomélrie  donne  encore   d'autres   exemples  qui    con- 
duisenl  à  l\'Iimination  de  deux  et  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Soient,  en  premier,  les  équations 

x  —  /)t  :■  —  p  =  X{z  —  a ), 
1-  —  /i  z  —  q  =  B  (  :;  —  a  ), 

représentant  une  droite  qui  rencontre  dans  toutes  les  positions  la 
droite  fixe 

.r  =  771  z  -h  /), 
1=  71  z  —  q- 

Nous  trouverons  d'abord 

y  =  B  -1-  /i,  r"  =  o, 

X'  =  A  -T-  771,  x"  =  o, 

et,  observant  ensuite  que 

{y  —  7iz  —  b  )\  — (x  —  /7iz  —  p}B  =  o, 
nous  en  conclurons 

(/' 71)  \  [x' 771  )B  =  o 

,  .     .  A 

et,  en  éliminant-^'. 

n 

(y  —  nz  —  q)x'  —  {x  —  771  z  —  p)y'  =  ni{  y  —  q)  —  7i{x  —  p  ), 

OU  bien 

V  x  —  uy'  =  çv, 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 

U  =^  X  —  771  z  — />, 
V  =  y—  nz  —  ry, 
w  =  7n{y  —  q) —  ni  x  — p). 

Avant  d'ailleurs 

dz    .      dz     , 


'd-x''^—yy  =  '^ 


il  en  résulte  ces  valeurs 


dz  dz 

Il  -! y-  iV  V  -\ ;—  iV 

a  y  ,  f/v 

dx  dy  dx  dy 
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et  réquation  (5)  de  la  page  5o3  donne  l'équation  aux  difTérences 
parlielles 

d^  z     l  dz      \  l  dz      \       d'^z  1  dz      \  "- 

dxdy\  dy      )\         dy     )       dy^  \         dx     ) 

Elle  se  simplifie  si  l'on  suppose  m  =  o,  p  ^=  o,  n  =  o,  ^y  =  o,  de 
sorte  que  la  droite  fixe  soit  l'axe  des  ^,  et  devient 

d^z    ,  d^z  d'-z    ., 

-7—-  x^^i  —, — ;—  xy  -4-  -7—  y-  =  o. 
dx^  d.r  dy    ^        dyi  *^ 

Les  surfaces  gauches  à  plan  directeur  ayant  pour  génératrice 

la  droite 

ax  -+-  by  +  Ci;  =  a, 

37  =  As^B, 

parallèle  à  un  plan  fixe 

ax  -^  by  -H  es  =  o, 

conduisent  au  calcul  suivant. 
Nous  aurons  dabord 

ax' -^  by' -T-  c  ^  o,         a"'  ^  A , 
puis 

x"  =  o,         J>'  =  o, 

de  sorte  que  l'équation  (5)  devient 

d'z    „  d^z      ,    ,      d^z    „ 

-p-  .77  2  -f-  2  —, ;-  X    Y   -. ;— -   y  -  =  O. 

dx^  dx  dy     '  dy- 

Cela  étant,  les  deux  relations 


donnent 


,     ,  dz     ,       dz     , 

ax  -^  by  =  —  c,  —r-  x  H — j—  y  =  1 

•^  dv  dy-^ 


dz  dz 

,  dy  ,  dx 

X   =    ; :^ —  j  y    = 


,  dz  clz  '  -'   "        ,  dz  dz 

b -, a-T-  b— a— - 

dx  dy  dx  dy 
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et  l'on  en  concliil,  pour  l'équation  aux  dificrences  parlicUos, 

d-zf.       dz    y-  d-^z     /,       dz    \  /         dz    \      d:^ z  /         dz 

Lorsque  le  pl;iu  dirertcur  esl  le  plan  des  jz,  il  faut  sup|)()ser 

h^o,   i?  =  o,   et   l'on  a  simplement -j^  =  o;  résultat  évident  a 

priori,  1  «'limination  de  a  donnant  pour  :;  un  Inuume  du  j)reinier 
degré  en  y. 

Ce  sont  enfin  les  surjaces  réglées  dont  la  génératrice  a  pour 

équations 

a"  =  A  ^  4-  B,        7'  =  a  s  -t-  c, 

qui  serviront  d'exenqde  d'élimination  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Or,  ayant  dans  ce  cas 

3?'=  A,         x"  =  I.),        .r"'=(), 
y  =  '^,        y"  =  o,       y"  =  o, 

les  équations  (5)  et  (G)  de  la  page  5o3  donnent  sur-le-champ 

d'-z  A-  d- z      A        d- z 

dx-    a2  dx  dy   z:         dy-  ~    ' 

<:/j:'3    a'  dx- dy   a-     '       dx  dy-    a     '    f/j'^  ~     ' 

de  sorte  qu'en  faisant  pour  un  instant 


dxdv  \/    *    dr,lv)     ~   dx-    ./)2 

^=  ^ ^jTJ- -' 

dx- 

l'équation  aux  difTérences  partielles  du  troisième  ordre  sera 

d^'z    ,      ,^     d-^z       ,      .,     d'-z  d^z 

aa;*  rfa?-  <:(/  dx  dy-  dy^ 

W .  X/A  considération  des  surfaces  enveloppes,  où  s'offre  un 
mode  de  génération  entièrement  différent  des  précédents,  conduit 
en  Analyse  à  définir  une  fonction  z  de  :r  et  j>^  par  deux  équations 
contenant  un  paramètre  variable  a  et  dont  l'une  est  la  dérivée 
de  l'autre   par  rapport  à  ce  paramètre.  En  désignant  de  nouveau 


dz     ,        dz      . 
dx""  ^  dy^ 

-  1  -—  o. 

dz    „       dz     „ 
dx""  ^  dv^ 

d^z     ,, 
dx^ 

diz 

"  dx  d  V 
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par  A,  B,  .  .  .,  L,  n  fondions  arbitraires  de  a,  ces  conditions 
s'expriment  ainsi  : 

(I)                                      f{r,y.  z.  a,  A,  H,  ...,  L)  =  o, 
df{T.  y.  z.  a.   \.  15 F.) 

^■"^  -^ ^ Tfj. —  =  '^' 

et  nous  nous  proposerons  encore  de  former,  entre  la  fonction  et 
les  variables  indépendantes,  une  équation  aux  dilTcrences  partielles 
qui  subsiste  quelles  que  soient  ces  fonctions. 

A  cet  efïet,  je  conçois  que  x  el  y  soient  déterminés  par  les 
équations  (i)  et  (2)  en  fonction  de  s,  de  luanière  à  axoii'  toujours 
les  relations  obtenues  page  5o3 


d'-z    , 

dr--^ 


mais  je  procéderai  différemment  pour  calculer  les  dérivées  x' =  -7^> 

y'=  y^,  '  •  •,  en  mettant  à  profit  une  circonstance  importante  qui 

s'offre  lorsqu'on  veut  tirer  de  ces  équations  les  dérivées  partielles 

-7-  et  -T^-  Différentiant  pour  cela  la  première  par  rapport  à  x,  en 

supposant  a  fonction  de  x,y,  ;,  il  vient 

df  ^df  dz_       i^  ^  _ 
dx        dz  dx        doL  dx 

ou  sim|)lement,  d'après  l'équation  (2), 

df_^dfdz^^^ 
dx        dz  dx 

et  Ton  obtiendrait  de  même 

df       df  dz 

— ^  -f-  -    -   =  o. 

dy        dz  dy 

Or  nous  n'avons  plus  dans  ces  relations  les  déri\ées  des  fonc- 
tions arbitraires  par  rapport  au  paramètre,  et  nous  en  tirerons  les 
quantités  cherchées  x\ y''^  . . .,  exprimées  au  moyen  seulement  de 
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\.  I).  ...,  L,  en  obborvaiil  que  ~,  par  exemple,  élauL  une  loue- 
lion  entièrement  déterminée  de  x  et  y,  (jue  j'appellerai  pour  un 
nionieut  8(x,  r),  on  aura 

dz        dx  dy  "^ 

d'où  l'on  voit  qu'on  devra  écrire 
d-. 


'm 


d-^z    ,         d'-z       , 


dz  dx-  dx  dy 


et  pareillement 


'^^%)  d^z       ,       d^z 


dx  dy  dy- 


-y 


D'après  cela,  en  représentant  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  par  /j,  <y,  ;•,  5,  ^,  afin  d'abréger  l'écriture,  nous 
aurons,  pour  déterminer  x'  et  r',  ces  deux  équations 

d'f    ,        d'f      ,        d^f 


dx'^  dx  dy  ^         dx  dz 

d'f     ,        d'f      .       d^f\  dr ,      , 


dxdz  <lydz^  dz'-)'         dz 

d\f      ,       d'-f    ,         d\l 


:.y 


dx  dy  ily-  dy  dz 

i    d\f      ,  ^      d^-f       ,       d'f  df        , 


\dxdz  dyd: 

et  il  est  clair  qu'en  continuant  de  ditlérentier  par  rapport  à  z,  on 
formera  de  proche  en  proche  les  dérivées  de  x  et  j^  jusqu'à  un 
ordre  quelconque  /i  —  t,  avec  cette  circonstance  que  les  dérivées 
partielles  de  :;  jusqu'à  l'ordre  n  seront  introduites  dans  leurs 
expressions.  11  en  résulte  qu'en  les  substituant  dans  les  relations 
(4),  (5),  (6),  . . .,  de  la  page  5o3,  on  sera  conduit  à  un  système  de 
n  équations  entre  ces  dérivées  partielles  et  les  quantités  a,  A, 
B,  . . .,  L.  Nous  pouvons  donc,  en  y  joignant  celles-ci, 

f{x,y,  z,  a,  A,  B,  ...,  L)=  o, 

df        df  df        df 

dy         dz  d)  dz 
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cirectucr  l'élimination  du  paramètre  et  de  n  fonctions  arbitraires; 
c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n. 

Nous  allons  en  faire  l'application  à  deux  excm|)les  tirés  de  la 
Géométrie,  après  avoir  remarqué  que  les  équations  ci-dessus,  en 
x'  et  j/-',  jointes  à  la  relation  (4)  de  la  page  5o3,  savoir 

px'  ^  qy'  —  I  =  o, 

donnent,  par  l'élimination  de  x'  et^',  la  condition  A  =  o.  A  étant 
le  déterminant  du  système  suivant 


dx- 


d'-f       __df_ 
dxdz^    ■    'dl 


d\f 


df 


dv  dy        dy  dz  dz 


d\f 
dx  dz 


d'f 


dz'- 


7  P 


dx  dy 

d'-f 
dy^ 

d\f 


d-f 

dx  dz  ^ 

d'f 


dy  dz 
d'f 


Z'I 


dz' 

df 
d~z' 


dy  dz        dz^ 


Mais  si  l'on  ajoute  aux  termes  de  la  première  et  de  la  deuxième 
ligne  horizontale  ceux  de  la  troisième,  multipliés  d'abord  par  p 
et  ensuite  par  q,  on  aura  plus  simplement 


\iï>^  —  .U 


en  posant 


a\o  — 


Dl> 


dx'^ 

d\f 
dx  dy 

dy' 


d'f 


dyd 

d\r 

dy  dz 


ZP 


dz- 


I'-^ 


d'-f 
dy  dz 


d\f 
dx  dz 

d^ 
dz^ 


ZQ  - 


df 

TFz'-^ 

d' f  df 

d^P'l^d-z'^ 

%- 
dz 


V.  Nous  considérerons  en  premier  lieu  les  surfaces  dévelop- 
pables,  enveloppes  des  positions  d'un  plan  mobile 

2  -T-  a  a?  -h  ky  -(-  B  =  o , 

et  nous  aurons  immédiatement 

e/l,  =  /•,        iil)  =  5,        3  =  /  ; 

d'où,    par    conséquent,    l'équation    aux   dilférences   partielles  du 

second  ordre 

s-  —  rt  =  o. 
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Soient,  en  second  lieu,   les  surfaces  canaux,  enveloppes  des 
positions  ilune  s})lière  do  rayon  ct)nslant 

{X-  ky--^{y  —  By-^{z  —  TL)i=  a\ 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  ([uelconque.  On  obtient  alors 
_e\o  =  i^/)2-f-(s  — a)r, 

-  lis,  =    pq     -^(z  —  a) 5, 

i  ^ 

-  o   =  l  -Jr-  q--hi  z  —  x)t. 

a  ^ 

et  le  paramètre  y.  s  "élimine  au  moyen  des  relations 

a-  — A-h(- —  a)/?  =  o,        y  —  n  -}-{z  —  x}g  =  o, 

qui  donnent,  en  substituant  dans  réquation  de  la  sphère, 


Vi—p-—q- 


On  obtient  ainsi  l'équation  aux  diOerences  partielles  du  second 
ordre 


a^(s- —  /•/) — rt[(n-  ^2);-  —  -zpqs  -h  (  i  -h  p-  )  f  \\/  i  ^  p-  ^  c/- 

-i-(  1  -r- /?--!-  C/-  )-=  O. 

La  relation  générale  dont  nous  venons  de  faire  usage,  à  savoir 
\)b-—  XZ  =  o, 

peut  encore  se  démontrer  très  facilement  comme  il  suit.  Je 
reprends,  à  cet  effet,  les  deux  équations 

pour  les  différentier  successivement  par  lapport  à  x  cl  y,  en  su|)- 
posant  que  le  paramètre  variable  tiré  de  l'une  d'elles  en  fonction 
de  x,y^  z-,  ait  été  suljstitué  dans  1  autre.  On  obtient  ainsi 

d-^        rf'Y  f/cp  d-x    _  d'Y        do  d^   d'J. 

dx        dz  d%  dx  '  dy        dz  di.  dy  ' 

cV^       d^      _^d^  fh.  _  d^        d^  d^dx  _ 

dx       dz  dm  dx         '  dy        dz  dt  dy         ' 
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el  en  remarquant  que  le  délenninanl 

d'^  d%  do  dx 

di  dx  dt  dy 

d'I  da.  d'\f  d% 

drt  dx  d%  dy 

s'évanouit,  nous  en  concluons  la  relation  suivante 


5i3 


^9 
dx 

d-^ 

do 
dy-' 

do 

d'h 
dx 

d')j 
-d^.P 

d'h 

dh 

Cela  posé,  prenons  en  particulier 


dy 


df    ,    df 


dzP^ 


1/  ,       df        df 


on  en  tirera  immédiatement 

d-^f 


do        do 
dx        dz 


'Il 
d^ 


d'I 


do 


d\f 
dx- 

d'I 


±1 
dz- 


df 


dx  dz  dz-  dz 


d'I 


t1=^ïZ 


d^ 


dy        dz  dy- 


P 

d\f 
dx  dy    '    dy  dz 


dx        dz 
d\f      . 


d'f 
dx  dz 


dz-^ 


^df 


dz 


dy  d 


Z'J 


dz-  dz 


et,  par  suite,  l'équation  cherchée 

l)b-—  oloS  =  G. 

VI.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  de  la  formation  des 
équations  aux  différences  partielles  que  dans  le  cas  dune  fonction 
de  deux  variables.  Considérons  maintenant,  par  exemple,  une 
fonction  u  de  x,  y,  s,  en  la  définissant  par  ces  trois  équations,  où 
entrent  deux  paramètres  a,  |î  et  un  nombre  quelconque  n  de  fonc- 
tions arbitraires  A,  B,  . . .,  L  de  ces  paramètres,  savoir  : 

ç(a-,  y.  z.  u.  oc,  3,  A,  B.  ....  L)=  o, 

J/(ar,  y,  z,  u,  a,  3,  A,  B,  .  .  . .  L  )  =  o, 

()(x,  y,  z,  u,  a,  3,  A,  B,  .  .  . ,  L)=  o. 
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I^'élinilnation  des  lonclKJUS  arhitiaires  sCllccliicra  pai-  la  même 
méthode  que  précédcmmont.  et  cKiniu-ra  |)(tur  rt'-siillal  une  t'(|iia- 
tion  aux  dinérenros  j)arlielU'S  d  ordre  // .  L;(  iiu'iiic  coucliision 
s"<)l)tieiidra  aussi  eu  considérant  les  relalidiis 

/(r,  jK,  -,  «,  -y.,  ji,  A,  B,  .  . ..  L)=  o,  ^-  =  o,  J/a  -^  "■' 

mais  elle  n"a  plus  lieu  si  litn  pose  seulement  deux  équations  avec 
un  seul  paramètre  \arial)le,  sa\oir 

çp(.r,  y,  z,  u,  a,  A,  B |/)=  o, 

't'I^îJ,  -,  ",  a,  A,  B,  .  .  .,  Lj=  o, 

car  alors  on  peut  foruier  une  é(;|iiati(»ii  aux  diflerences  partielles 
d'ordre  /?,  repr('senlant  le  résultat  de  lélimiiiation  d'un  nombre  de 
fondions  arbitraires  supc-rieur  à  /i  et  éi;al  à  ~/i[n  +  i  )•  lit  quand  le 
nombre  des  quantités  A.  B,  . . .,  L  nest  point  compris  dans  cette  for- 
mule, par  exemple  lorsqu'on  le  prend  égal  à  quatre,  de  sorte  qu'on  ne 
puisse  pas  obtenii-  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre,  on  parviendra,  en  introduisant  les  dérivées  du  troisième 
ordre,  à  plusieurs  relalions  disliucles  au  lieu  dune  seule.  C'est  là 
une  circonstance  que  |)réseute  souvent  lélimination  des  fonctions 
arbitraires,  et  je  vais  en  donner  un  exemple  en  considérant  lex- 
pre^sion 

où  F,(m)  et  F2(^')  sont  deux  fondions  arbitraires  de  u  el  v,  qui 
sont  des  fonctions  déterminées  de  .r  et  )'.  Qu'on  forme,  en  cH'et, 
les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre  de  c,  on 
obtiendra  six  équations  où  entrent  les  (piautités 

F|(  Il  (.         F,  (  Il  ),         F',  (  //  ). 
F,^^J,  Fjifi,  Pl{i'), 

dont  réliniination  ne  sera  pas  pr)ssil)le,  en  j^énéral.  Mais,  en 
s'élevant  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  on  ajoute 
quatre  équations  en  introduisant  seulement  deux  nouvelles  quan- 
tités ¥^(u),  F!l'(«),  de  sorte  (pi'il  deviendra  possible  de  former 
autant  d'équations  du  troisième  ordre  qu'il  v  a  de  manières  d'éli- 
miner huit  inconnues  entre  dix  équations.  On  doit  donc  avoir  en 
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vue  principaleinenl  les  formes  analytiques  où  r<''llinirjalion  des 
fonctions  arbitraires  donne  lieu  à  une  conclusion  précise,  à  une 
seule  et  unique  équation  aux  dillereiices  partielles,  cl  j'indiquerai 
encore  celle  d'Kulcr.  savoir: 

z  =  Fi{x  -\-  ay}-^'P-î{x  -^  by  )-T-.  .  .-h  F,,  (a:-  -+-  ly). 

En  faisant 

{x  —  a)(x  —  b). .  .{x  —  /;=  j7"-i-/j.r''-'  -h  ^.r"---t-.  . .  -h  5, 

on  trouve  facilement 

d'^z  d'^z  d'^z  d"z 

dy"       ^  dx  dy'^-^        ^  dx-  dy'^—^  dx'^ 

Ainsi,  par  exemple,  l'expression 

z  =  Fi{x  -h  ay ) -1-  F., ( *'  —  ay ) 

satisfait  à  1  équation 

d^-z         ^d-z  _ 
dy^  dx-         ' 

qui  s'offre  dans  d'importantes  questions  de  Mécanique  cl  de  l*hv- 
sique. 
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ERRATA  DU  TOME  II. 


Page  60.  —  .M.  H.  Weber  a  bien  voulu  nous  communiquer  l'eriata  suivant  : 
Dans  le  développement  de  2*. a  (ligne  16)  il  faut  écrire  le  coefficient  196884  au 
lieu  du  coefficient  106880. 


Page  243.  —  Dans  la  formule  (21),  il  doit  y  avoir  alternance  désigne,  de  sorte 
qu'on  doit  lire 

.^  6',    _        47  si n  a  a;        49''sin4^        4<7''sin6^ 

'  ëi^  ~  i—q-  i—<i'  i—cf      ^•■•' 

de  même,  à  la  place  de  la  formule  (22),  il  faut  lire  : 

,,    h;  4'/'siii2a7        4'7*sin4^        !lq^s\n(^x 

6Î   rr  =  — tanga;—  ^ 1-  ^^ 1 1^ ^..,. 

Hi  °  I  —  ^'  ^~  (1  i  —  q^ 

Page  2.\6.  —  Les  trois  formules  du  texte,  lignes  12,  i3,  i4,  doivent  être  écrites 
ainsi  : 

ej  =    A-f,  +  ce, 

6'  =  — Bt,  +C9,. 
Page  435.  —  Dans  le  titre  et  en  note,  au  lieu  de  :  Rognet,  lire  :  Koguet. 
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